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REMARQUES  AU  SUJET  DU  THÉORÈME  RE  CARNOT; 

Pau  iAI.    G. -A.   LAISANT, 

Docteur  es  Sciences. 


PROPOSITIONS  DIRECTKS. 

1,  Le  llléorème  d(;  Carnot,  relatif  aux  segments  dé- 
terminés sur  les  côtés  d'un  polygone  fermé  par  les  inter- 
sections avec  une  conique,  ou  plus  généralement  avec 
une  courbe  algébrique  plane  d'ordre  quelconque,  me 
semble  pouvoir  être  démontré  d'une  façon  simple,  à 
l'aide  d'un  petit  nombre  de  remarques  destinées  surtout 
à  abréger  le  langage  et  l'écriture.  Par  ce  procédé,  on 
arrive  aisément  à  unegénéralisation,  concernant  l'espace, 
qui  est  peut-être  nouvelle  et  qu'en  tous  cas  je  n'ai  trou- 
vée nulle  part.  Enfin,  on  peut  établir  une  série  de  pro- 
positions corrélatives,  aussi  bien  pour  le  plan  que  pour 
l'espace. 

2.  Considérons  un  segment  AB,  limité  aux  extrémi- 
tés A  et  B,  et  tracé  dans  un  plan  qui  contient  une  courbe 
(r)  d'ordre  n.  La  droite  AB  indéfiniment  prolongée 
coupe  la  courbe  en  /z  points  P,,  P^,  ...,P«,  réels  ou  ima- 
ginaires. Supposons-les  d'abord  tous  réels  vX  formons  les 


(6) 

rapporls 

PtB  FVB  IVB 

P,A'  PoA'  ■■"  P„A' 

considérés  en  grandeurs  et  en  signes. 

Le  produit  de  tous  ces  rapports  sera  ce  que  nous  appel- 
lerons la  puissance  fia  segment  AB  par  /apport  à  la 
courbe  (T).  Nous  le  désignerons  par  la  notation  y.'r  (AB) 
et  nous  écrirons  ainsi 

,      .  l*iB.P,B...  P„  B 

(■)  «V(AB,=  ,-^,;-^--p-^. 

Par  suite  de  cette  définition,  il  est  évident  que  les 
quantités  a'r(AB)  et  a'r(BA)  sont  inverses,  puisqu'il 
suffit  do  permuter  les  deux  lettres  A,  B,  c'est-à-dire 
qu'on  a 

(2)  aV(AB).'i'r(BA)  =  i. 

3.  IMènie  lorsque  les  points  d'intersection  P, ,  P.j, .  .  .  ^ 
P,,  sont  en  partie  ou  en  totalité  imaginaires,  la  puissan<;e 
<J,Y(AB)  n\'\\  est  pas  moins  réelle. 

Pour  le  démontrer,  supposons  qu'on  ait  rapporté  la 
courbe  (r)  à  un  triangle  de  référence  ABC,  C  étant  un 
point  quelconque,  et  que  son  équation,  en  coordonnées 
barycentri(|ues,  soit 

(3)  c/a''-f- />  Ji"-f- CY"-T- .  .  ,  =  o. 

Pour  obtenir  les  points  Pj,  P.., . .  .,  il  faut,  dans  cette 
équation,  faire  y  =  o,  ce  qui  donne  une  équation  homo- 
gène en  y.  et  [i  ; 
(4j  <7.a"-T-.  ..-4- ^(3"  =  o. 

Si  l'on  prend  un  point  Pa  quelconque  parmi  eux,  et 
si  ses  coordonnées  sont  -//,,  |3a,  o,  on  aura 

P/.H         7./,  P/,B  a/. 


(  7  ) 

-3^  élanl  riinc  des  ratines  de  l'équaliou 

p/.' 

(5) 

Mais    le    produit    de    toutes  ces    racines  est  ( — i  )"  -  • 
Donc  la  puissance  de  AB,  déliiiie  comme   nous  l'avons 

fait  ci-dessus,  est   ( —  i)-"  -  =  -•  c'est-à-dire    toujours 

'       (i        a  ■• 

réelle. 

-4.  Si,  reprenant  l'équation  (3)  de  la  courbe  (F),  nous 
appliquons  successivement  au  côté  BC,  puis  au  côté  CA? 
ce  qui  vient  d'être  dit  au  numéro  précédent  pour  le  côté 
AB,  nous  aurons  évidemment 

(6)  ^XAB)  =  ^,       aXBG)  =  |,       y?r(CA)  =  | 

et,  par  multiplication, 

(7)  ^Y(AB)a>(BG)9?r(CA)  =  i, 

ce  qui  démontre  le  théorème  de  Carnot  pour  le  cas  d'un 
triangle. 

o.   Considérons  maintenant  un  polygone  fermé 

ABCD...LA, 

d'un  nombre  quelconque  de  côtés,  dans  le  plan  de  la 
courbe  (F).  Prenons  un  point  O  arbitraire,  dans  le  plan, 
et  formons  les  triangles  OAB,OBC,  .  .  . ,  OLA.  Nous 
aurons,  en  vertu  de  la  formule  (7),  et  en  supprimant  les 
indices,  pour  plus  de  simplicité, 

^(OA)$(AB)^(BO)=i, 
a^(OB)(P(BC)a?(GOj  =  i, 


(8) 

f  œ(OL)aVLA)aVAO)  =  i 


(  8  ) 

Multipliant  toutes  ces  égalités,  eu  tenant  compte  de  la 
formule  (2),  il  nous  lesie 

(9)  y?(AB)tr(BC)...^r(LA)=:i, 

formule  qui  exprime  le  théorème  de  Carnot  pour  un  po- 
lygone plan  quelconque. 

6.  Imaginons  actuellement  une  surface  algébrique  (S) 
d'ordre  «,  et  un  segment  AB  qui,  indéfiniment  pro- 
longé, coupe  la  surface  (2)  en  Ji  points.  Nous  définirons 
comme  ci -dessus  la  puissance  du  segment  par  i-apport  à 
la  surface  (S),  et  il  suffira,  pour  l'obtenir,  de  considérer 
la  section  de  la  surface  par  un  plan  quelconque  passant 
par  AB  et  de  prendre  la  puissance  de  AB  par  rapporta 
cette  courbe  de  section. 

Si  ABC.  .  .LA  est  un  polygone  gauche  fermé  quel- 
conque, et  si  nous  prenons  un  point  O  arbitraire  dans 
l'espace,  les  triangles  OAB,  OBC,  .  .  . ,  OLA  détermine- 
ront autant  de  plans  qui  cou[)eiont  la  surface  (S) 
suivant  des  courbes  de  même  ordre;  et  nous  pourrons 
eonséquemment  écrire  encore  identiquement  comme  ci- 
dessus  les  équations  (8),  les  puissances  des  segments 
(•tant  ici  prises  par  rapport  à  une  surface  au  lieu  de 
l'être  par  rapport  à  une  courbe  plane.  Nous  en  dédui- 
rons la  formule  (9),  c'est-à-dire  que  le  thcorènic  de 
Cavnot  s  applique  à  un  polygone  feinté  gauche  et  à 
une  surface  algéhrique  quelconcjue. 

7.  Le  théorème  de  Carnot,  soit  dans  le  plan,  soit  dans 
l'espace,  conduit  à  un  nombre  considérable  d'applica- 
tions et  à  des  reinarcpies  assez  curieuses  au  sujet  des 
conditions  déterminantes  d'une  courbe  algébrique,  et 
auxquelles  il  convient  de  s'arrêter  un  instant. 

Tout  d'abord,   si  on  l'applique  à  une  droite  et  à  un 


(9) 
Iriangle,  on  a  le  ihéorèmc  des  transversales,  et  la  propo- 
sition réeiproc|ne  est  vraie;  e'est-à-dire  que,  si  trois 
points  sur  les  eôtés  d'un  triangle  satisfont  à  l'identité 
exprimée  par  le  théorème  de  Carnot,  ces  trois  points 
sont  en  ligne  droite.  Il  en  est  de  même  })Our  six  points 
(deux  sur  cliacjue  côté  d'un  triangle).  S'ils  satisfont  à 
l'identité  de  Carnot,  ils  sont  situés  sur  une  eoni(pie. 
Cette  léciprocité  tient  à  ce  (jue  le  nombre  des  points 
considérés  est  précisément,  dans  ces  deux  cas,  supérieur 
d'une  unité  à  celui  des  points  nécessaires  pour  la  déter- 
mination de  la  ligne,  savoir  :  i  pour  la  droite,  5  pour  la 
conique. 

Il  est  intéressant  de  constater  que  ce  sont  même  les 
deux  seuls  cas  où  le  lait  se  produise,  et  où,  par  consé- 
quent, la  réciproque  du  théorème  de  Carnot  soit  vraie. 
Soit,  en  elfet,  une  courbe  d'ordre  //,  coupant  les  côtés 
d'un  polygone  de  p  côtés.  Le  nombre  des  points  déter- 

11              i_            n  (  «  -^  3  )  1-1  •  1 

minants  de  la  couroe  est  ;   celui  des  points  de 

section  csl  pn.  Il  laut  donc  qu'on  ait 

/i(  n  -r-  3  )  /i-  —  1  /i  —  •). 


Comme  p  doit  être  entier,  le  numérateur  doit  être  divi- 
sible par  /?.  On  ne  peut  donc  avoir  que  n  =  i  (droite) 
ou  11=1  (conique).  Dans  les  deux  cas,  il  en  résulte 
p  =  3  (triangle). 

Par  contre,  le  théorème  de  Carnot  nous  montre  que 
les  points  qui  déterminent  une  courbe  ne  peuvent  pas 
toujours  être  pris  arbitrairement,  même  lorsqu'ils  sont 
en  nombre  inférieur  à  celui  des  conditions  détermi- 
nantes. Ainsi  une  cubique  se  détermine  par  neuf  points; 
et  cependant,  si  nous  prenons  sur  les  côtés  AB,  BC,  CA 
d'un  triangle  deux  groupes  de  trois  points  P,,  Pa,  P.î, 


(  lo  ) 

M,,  Mo,  M3,  et  deux  points  Ni,  No,  ce  qui  fait  huit 
points,  le  troisième  point  N3,  où  la  courbe  coupe  le 
côté  CA,  sera  coinplèteinent  déterminé  par  le  théorème 
de  Carnot.  Ainsi  huit  points  seulement  auront  pu  être 
choisis  arbitrairement,  dans  les  conditions  indiquées. 

Autre  exemple  :  une  courbe  du  sixième  ordre  coupe 
en  dix-huit  points  les  trois  côtés  d'un  triangle.  On  ne 
peut  donner  arbitrairement  que  dix-sept  de  ces  points, 
en  vertu  du  théorème  de  Carnot;  et  cependant  il  faut 
vingt-sept  points  pour  déterminer,  en  général,  une 
courbe  du  sixième  ordre.  On  voit  combien  les  conditions 
géométriques  imposées  apportent  de  modifications. 

Dans  l'espace,  il  en  est  encore  de  même.  Comme 
unique  exemple,  appliquons  la  proposition  du  n"  6  à 
une  surface  du  second  ordre  coupant  les  côtés  d'un  qua- 
drilatère gauche  en  huit  points;  lorsqu'on  se  sera  donné 
sept  de  ces  points,  Je  huitième  sera  entièrement  déter- 
miné, bien  qu'il  faille  neuf  points,  en  général,  pour  la 
détermination  de  la  surface. 

Par  analogie  avec  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  cherchons 
les  cas  dans  lesquels  la  proposition  réciproque  du  théo- 
rème de  Carnot  est  applicable  dans  l'espace.  Le  nombre 
des  points  nécessaires  pour  la  détermination  d'une  sur- 
face du  ji'"""  ordre  est 

N  =  p(n2-i-6/i-F-ti). 

Si  donc  une  telle  surface  «-encontre  les  côtés  d'un  poly- 
gone gauche  quelconque  de  p  côtés,  ce  qui  fait/>«  points 
d'intersection,  nous  devrons  avoir  p7i  =  lS  -h  î  ;  en  ellét, 
si  les  pn  points  donnés  satisfont  à  l'identité  de  Carnot, 
comme  on  peut  en  prendre  arbitrairement  p/i  —  1  =::  N 
et  qu'ils  suffisent  à  la  détermination  de  la  surface,  le 
(N  4-  I  j"^"'e  sei-a  donc  aussi  sur  celte  surface. 


(  i.  ) 

Or,  eu  l'csolvaiil  en  iionihics  cnLicrs  1  é(|iiali()ii  iiulô- 
Icirniiijéc 

pu  =  —  {n''-h  b/i  -\-  l])  -h  i, 

on  tioiivc  tiès  facilcMiifiil  qu'elle  n'admet  que  les  solu- 
tions 

rt  =  I,        //  =   4, 

n  =  -1,        p  ^   5, 

n  =  6,         p  ==  i!\. 

Ainsi,  dans  Tespaee,  la  réeiproque  du  théorèuie  de 
Carnet  s'applique  : 

i"   A  un  quadrilatèie  gauelie  coupant  un  plan; 

2"  A  un  pentagone  coupant  une  surface  du  second 
ordre; 

3"  A  un  polygone  de  i4  côtés  coupant  une  surface  du 
sixième  ordre. 

Pour  plus  de  clarté,  nous  énoncerons  explicitement 
celte  réciproque  dans  ce  dernier  cas  : 

Si  l' on  donne  6  points  sur  chcu/ue  cote  d  un  polj- 

gone  gauche  de  i  4  côtés  ABC  .  .  -L,  e^  si  l'on  foi  nie  les 

Jouissances 

P.B        Pr,B 

Qi_G      Qj:.  ^ 


Ol  A  Ï5(;  A 


au  moyen  de  ces  points  ;  si,  en  outre,  le  produit 


a, a,. . .7, 


est  égal  a  l'unité,  les  84  points  considérés  sont  su/^  une 
j)iétne  sur/ace  du  sixième  ordre. 


(  »2  ) 

8.  Nous  limiterons,  pour  abréger,  les  applications  du 
théorème  de  Carnot  à  un  très  pelit  nombre  d'exemples. 
Supposons  une  courbe  plane  d'ordre  n  coupant  un 
triangle  en  3«  points;  si  n  est  iiupnir  et  égal  à  q.ji'-\-  i 
et  si  n'  groupes  de  6  points  (2  par  chaque  côté)  sont 
situés  sur  n'  coniques,  les  trois  points  restants  seront 
en  ligjie  droite. 

Si  n  est  pair  et  égal  à  2(/z'+  i)  et  si  n'  groupes  de 
6  points  (2  par  chaque  côté)  sont  situés  su/'  n'  coniques, 
les  six  points  restants  soJit  aussi  sur  une  même  conique. 
Ces  deux  propositions  se  déduisent  immédiatement 
de  l'identité  de  Carnot,  en  ayant  soin  de  se  rappeler  que, 
pour  les  coniques  et  les  droites,  la  léciproque  est  ap- 
plicable. 

Dans  le  cas  où  l'on  remplace  la  courbe  par  un  système 
de  trois  droites  A,B,C),  AoBoCo,  A3B3C3,  la  première 
de  ces  deux  propositions  nous  montre  que,  si  B, ,  C) ,  Co-, 
Ao,  A3,  B3  sont  situées  sur  une  même  conique,  les 
Irois points  A| ,  Bo,  C3  sont  en  ligne  droite.  C'est  la  pro- 
priété de  \  hexagone  de  Pascal,  qui  s'obtient  ainsi 
comme  un  simple  corollaire  du  théorème  de  Carnot. 
On  a,  en  ellet, 

Al  G  BiA  C,B  _ 
AiB  BiG  Cl  A  ~  '' 

A;  G    B2A    G2_B    _ 

ÂTI  bIc  cTâ  "  '  • 

A3  G  B3A  G3B  _ 

aTb  bTg  C^Â  ~' 
et,  en  outre, 

BiA  B3A  GiB  G,B   Â2G  A3  G  _ 

bTg  bTg  cTÂ  gTÂ  ÂTb  ÂTb  ~  '  ■ 

Multipliant   entre   elles   les  trois   premières  égalités   et 


(  •■>  ) 

dixisanl  par  la  (jualricMiie,  il  rcslc 
AiC  B^A  G J|  _ 

\,B  ii.,(:  r.7\  ~  '' 

c:e  qui  montre  ])icn  (jiu;  les  trois  points  A,,  Bo,  C3  sont 
en  ligne  droite,   en  vertu  de  la  [)roposition  récipro(jue. 

l'KOl'OSITIOJVS    COIUIÉLATIVKS. 

9.  Considérons  un  angle  AC.B  dans  un  plan  qui  con- 
tient une  courbe  T  de  classe  71.  Par  le  sommet  C  on  peut 
mener  à  la  courLe  /i  tangentes  CP,,  CPo,  ...,  CP,^, 
réelles  ou  imaginaires.  Dans  le  cas  où  elles  sont  toutes 
réelles,  foi-mons,  pour  chacune  d'elles,  le  rapport 

sin(BGrv,) 

sin(P7CAy 

dans  lequel  nous  tiendrons  compte  du  signe,  d'après  les 
conventions  habituelles  sur  les  angles.  Le  produit 


y;Y(ACB) 


(«') 


ou 


i  civf  a""b)  =  -^'"(^^^-P'»    sin(BCP,)         sin(BGP„) 
f   "^  ^    '  sin(P,GA)  sin(P2GA)'*'sin(F„GA) 


sera  appelé  puissance  dr  Vangle  ACB  pcir  rapport  à 
la  courbe  V . 

Par  définition  même,  il  est  clair  qu'on  a 

(■i')  a^'rCA,  B)a'r(B,A)  =  1. 

Dans  ces  formules,  les  lettres  A,  B  peuvent  être  imaginées 
comme  représentant  les  côtés  mêmes  de  l'angle  ACB. 

10.   Lorsque    li's    tangentes    CP|,CP2.  ...,CP„,    ou 
quel([ues-unes  d'entre  elles,   sont  imaginaiics,  la  puis- 


sauce  'jiY\Â,  BJ  n'en  reste  pas  moins  réelle.  Nous  le 
démontrerons  d'une  façon  tout  à  fait  analogue  à  celle 
employée  plus  haut,  en  supposant  l'équation  de  la 
courbe  écrite  en  coordonnées  tan genti elles  sous  la 
Ibrme 

(3')  aW-^hv"-^  Civ"-^.  .  .=  o, 

les  coordonnées  m,  v,  (v  d'une  droite  étant,  par  exemple, 
dans  le  système  considéré,  proportionnelles  aux  dis- 
tances AA',  BB',  ce  de  cette  droite  aux  trois  sommets 
du  triangle  de  référence.  Si  alors  une  droite  CP(//,  r,  o) 
passe  par  le  point  C,  on  aura 

u       AGsin(ACP)  _  cj  sin(AGP) 


V  ~  BCsin(BCP)  p  simBGP) 
et 

sin(BGP)  ^q  .  <; 

sin(PGA)       />  •      '^t' 

p,  eu  r  représentant  les  longueurs  des  côtés  BC,  CA,  AB 
du  triangle  de  référence. 

Or,  si  nous  voulons  obtenir  les  tangentes  à  la  couib(î 
(r)  menées  par  C,  il  faut  faire  n- ^  o  dans  l'équation 
(3')  ci-dessus,  ce  cjui  donne  une  relation  de  la  forme 

(4')  «»"-+-..  .-h  il'"  =  o 


ou 

(5')  6(  -  )    -4-..  .-i-«  =  o. 


Le  produit  de  toutes  les  racines  de  cette  équation  est 
( —  i)"  -j'  Mais,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  ce 
produil  sera  aussi 

(_,y,  ÇcXpfAGBj. 


(  '•'  ) 

Donc  'rp(ACB)=  -^  yi  c'ost-à-diic  ([iic  la  puissance 
considércc  est  ton  jours  réelle. 

11.  Si,  reprenant  réfpiaLion  tangentiellc  (3')  de  la 
courbe  F,  nous  appliquons  ce  (jui  précède  aux  tiois  an- 
gles du  triangle  d(>  référence  sueeessiveinent ,  nous 
aurons 

(  aV(ACB)=  ^'  y. 

(6')  |ier(BAG)=^;^, 


<îr(GBA)-  ^-  - 
'       r"-    a 

et,  par  multiplication, 

(-')  y?r(AGB)tj?r(BAC)'rr(GBA)=i. 

Nous  avons  ainsi,  pour  le  triangle,  la  proposition 
corrélative  du  théorème  de  Caniot  : 

Ln  produii  des  puissances  des  trois  angles  successifs 
ACB,  BAC,  CBA.  d'un  Iriangle,  par  rapport,  à  une 
courhe  phine  de  classe  «,  est  égal  à  l' unité. 

là.  Si  nous  pienons  maintenant  un  polygone  plan 
fermé,  dont  les  côtés  successifs  soient  désignés  par  A, 
B,  C,  . . .,  L,  nous  étendrons,  comme  au  n"  5,  à  ce  poly- 
gone le  théorème  ci-dessus,  en  choisissant  une  droite 
arbitraire  Q,  et  en  considérant  les  triangles  A,  B,  Q, 
puis  B,  C,  Q,  . .  .,  Jj,  A,  Q.  Nous  aurons  ainsi 

^i ( oTa )  u^ ( O )  a^ ( O)  =  I , 
(8',  {  a^fO)  ^Kb.  c)^r(cr^)  =  i, 
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J'uù,  par  imilliplu'alioii,  et  en  vertu  Je  la  relaliun  (2'), 

(9')         ^j?(0)  'j.'(iCc') . . .  ^^(0:)= ,, 

ibriiiule  qui  démontre  la  j^ropositiou  dont  il  s'agit. 

13.  Pour  essayer  d'étendre  à  l'espaee  les  propositions 
eorrélatives,  il  est  tout  d'abord  nécessaire  d'introduire 
une  nouvelle  notion,  tout  à  fait  analogue  à  celle  du 
n"  9  :  celle  de  la  puissance  d'un  dièdre  par  rapport  à 
un  point,  ou  en  général  par  rapport  à  une  surface  de 
classe  n. 

Un  dièdre  étant  formé  p£r  deux  plans  A,  B,  et  P  étant 
un  plan  arbitraire  conduit  par  l'arête  du  dièdre,  le  rap- 

sin(B,  p)  ,.  .  ,      ,..  , 

port -p:—-  sera  iul  puissance  au  dièdre  par  rapport 

sin(F,   b) 

à  un  point  quelconque  du  plan  P. 

Si  par  l'arête  on  mène  les  plans  tangents  P,,  Po,  .  .  ., 

P„  à  la  surface  (S)  de  classe  n,  le  produit 

sinÇiÇpJ  sindyp;)         sin(lG\)        ^^    A/^> 

sinVPi.  AJ    sinU».2,  AJ 

sera  la  puissance  du  même  diè(b"e  par  raj)port  à  la  sur- 
face (S). 

14.  Soit  CD  l'arête  du  dièdre  que  nous  avons  consi- 
déré ci-dessus.  Prenons  deux  points  quelconques  C,  1) 
sur  cette  arête,  deux  points  A,  B  dans  les  plans  A,  B, 
respectivement,  et  supposons  que,  ABCD  étant  clioisi 
comme  tétraèdre  de  référence,  nous  adoptions  un  sys- 
tème de  coordonnées  tétraédrales  langentielles,  où  les 
coordonnées  h,  v,  w,  t  d'un  plan  soient  proportionnelles 
aux  distances  de  ce  plan  aux  quatre  sommets  A,  B,  C,  D, 
en  grandeurs  et  en  signes. 


(  ■:  ) 

Si  nous  conduisons   un  pLiii  i\n^  v,  (j,  o)  par  Cl),  il 
osl  c;xlrèinem«nt  facile  de  voie  que  nous  aurons 

u  _  (AGP)  sin(A,  P) 
V  ~  (BCD)   siii(B,  P)' 

(ACD),  (BCD)  représentant  les  aires  des  triangles,  ou 

sin(B,p)  _  (ACD)  r 

.  sIiAp, a;  ^ 

En    prenant    léquation    d'une    surface    (S)    sous     la 

forme 

au'^  -f-  bç'<-  -+-  cw"  -^  r//«  -+-...=  o, 

un  calcul  tout  à  fait  analogue  à  celui  du  n"  10,  et  dans 
lequel  nous  ferons  d'abord  ^  ^  o,  «v  =  o,  puis  t  =  o., 
«=o,  puis  ^  =:  o,  i' =  o,  nous  permettra,  sans  qu'il 
soit  besoin  d'entrer  dans  de  plus  grands  détails,  de' dé- 
montrer cette  proposition  : 

Le  produit,  des  puissances  des  trois  dièdres  DA,  DB, 
DC  d'ufi  trièdre  DABC,  par  rapport  à  la  surface  (S) 
de  classe  a,  est  égal  à  l'unité. 

11  est  à  peine  nécessaire  de  lemarquer  que  les  plans 
ADB,  BDC,  CDA  du  dièdre  doivent  être  pris  dans  leur 
ordre  successif,  et  que,  d'une  manière  générale, 

a^'sd'vi,  N)y?v(N,  m)  =  i, 

M,  jN  représentant  deux  plans  quelconcjues. 

lo.  Soit  un  polygone  gauche  fermé,  dont  les  côtés 
sont  A,  B,  C,  . .  .,  L.  Un  côté  quelconque  B,  par  exem- 
ple, forme  un  plan  avec  le  côté  C  cjui  le  suit,  et  u"n 
autre  avec  le  côté  A  qui  le  précède.  Si  nous  prenons  un 
troisième  plan  arbitraire  Q,  nous  aurons  donc  un 
Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  t.  W.   (Janvier  iSi|o.)  '^ 
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trièdre  formé  par  les  trois  plans  Q,  AB,  BC-,  et  de  même 
autant  de  trièdres  en  tout  que  le  polygone  a  de  côtés. 
Prenant  les  puissances  des  dièdres  de  ces  trièdres  par 
rapport  à  la  surface  (S)  de  classe  n  et  appliquant  le 
théorème  du  numéro  précédent,  nous  aurons 

ÇPCQ,  AB)'Î(AB,  BG)fJ?(BC,  Q)=i, 

«ÎCQ,  LA)a"'(LA,  AB)(J;\AB,Q)  =  i 
et,  par  multiplication, 

^(AB,  BG)a?(BG,  CD)...  (^(LA,  AB)=  i, 
ce  qu'on  peut  écrire  plus  simplement 

^(B)^J?(G)...  ^r(A)=i, 

étant  bien  entendu  que  les  dièdres  A,  B,  ...  sont  ceux 
formés  dans  le  sens  que  nous  avons  défini  plus  haut. 
Ainsi  : 

Le  produit  des  puissances  des  dièdres  déterminés 
par  un  polygone  gauche  fermé,  par  rapport  à  une 
surface  algébrique  de  classe  quelconque,  est  égal  à 
V  unité. 

C'est  la  proposition  corrélative  du  théorème  de  Carnot 
étendu  à  l'espace - 

16.  Le  théorème  corrélatif  de  celui  de  Carnot,  appli- 
qué à  un  triangle  et  à  un  point,  donne  la  proposition 
de  Jean  de  Ceva,  dont  la  réciproque  est  vraie.  De  même 
pour  six  droites  menées  deux  par  deux  par  les  trois  côtés 
d'un  triangle  :  si  elles  sont  tangentes  à  une  même  co- 
nique, le  produit  des  trois  puissances  est  égal  à  i  ;  si  ce 
produit  est  égal  à  i,  les  six  droites  sont  tangentes  à  une 
même  conique. 
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Les  conditions  de  réciprocité  sont  les  mêmes  que 
celles  étudiées  an  n"  7,  c'est-à-dire  qu'elles  se  limitent 
aux  points  et  aux  coniques,  par  rapport  au  triangle. 

Pour  reprendre  un  exemple  analogue  à  l'un  de  ceux 
indiqués  plus  haut,  à  une  courbe  de  la  sixième  classe 
on  peut  mener  par  les  trois  sommets  d'un  triangle  dix- 
huit  tangentes,  dont  dix-sept  seulement  sont  arbitraires, 
bien  qu'il  faille,  en  général,  vingt-sept  tangentes  pour 
déterminer  une  telle  courbe. 

Dans  l'espace,  par  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère 
gauche,  on  pourra  mener  huit  plans  tangents  à  une  sur- 
face du  second  degré;  et  sept  seulement  de  ces  plans 
seront  arbitraires. 

D'une  façon  générale,  la  réciproque  du  théorème  cor- 
rélatif s'applique  aux  plans  tangents  menés  : 

1°  A  un  point,  par  les  côtés  d'un  Cjuadrilalère  gau- 
che; 

:>"  A  une  surface  du  second  degré,  par  les  côtés  d'un 
pentagone  ^ 

3"  A  une  surface  de  la  sixième  classe,  par  les  côtés 
d'un  polygone  de  quatorze  côtés. 

17.  Soit  une  courbe  plane  de  classe  //,  à  laquelle  on 
peut  mener  3n  tangentes  par  les  sommets  d'un  triangle: 
si  n  =  in' -\-  i  ei  si  n'  groupes  rie  six  tangentes  (deux 
issues  (le  cluique  sommet)  sont  tangentes  à  n'  conit/ues, 
les  trois  tangentes  qui  restent  se  couperont  en  un  même 
point. 

Si  n^  2  («'  -h  i)  et  si  n'  g/oupes  de  six  tangentes 
(deux  issues  de  chaque  sommet.)  sont  tangentes  à  n'  co- 
niques, les  six  tangentes  qui  restent  sont  tangentes  à 
une  même  conique. 

Si  nous  remplaçons  la  courbe  de  classe  n  par  un  sys- 
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lèine  Ji;    Unis  points  A',  B',  G',  nous  arrivons  au  corol- 
laire que  voici  : 

Si  les  six  droites  A'B,  A'C,  B'C,  B'A,  C'A,  C'BsonL 
tangentes  à  une  même  conique,  les  trois  droites  A  A', 
BB',  ce  se  rencontrent  en  un  même  point. 

On  reconnait  la  propriété  de  Yliexagonc  de  Brian- 
ci  ion. 

Jl  nous  suftit  de  ces  indications  pour  montier  tout 
le  parti  qu'il  est  possi])le  de  tirer  du  théorème  de  Carnot, 
et  toute  1  extension  à  laquelle  se  prèle  cette  proposition 
remarquable. 


QtESTIOXS  PROPOSÉES. 


1091.  Soient  A,  B,  C  les  pieds  des  trois  normales  à  une  pa- 
rabole menées  par  un  point  P  de  son  plan.  Par  le  sommet  de 
la  courbe  on  fait  passer  trois  cercles  respectivement  tangents 
à  la  parabole  en  A,B,  C.  Ces  cercles  coupent  la  courbe  en  trois 
autres  points  A',  B',  C  Démontrer  que  les  normales  en  A',  B', 
C  à  la  parabole  sont  concourantes.  (Lemaire.) 

1092.  D'un  point  M  du  plan  dune  ellipse,  on  abaisse  les 
quatre  normales  dont  le?  pieds  sont  Aj,  Ao.  A3,  A^.  Chaque 
normale,  telle  que  Ai  M  rencontre  le  grand  axe  en  Pj  et  le 
petit  axe  en  Qj.  Démontnr  les  relations 


MAi 
A,P, 

AIA-, 
A2P2 

MAa 

'    A3P3 

MAi 

MAi 
A,Q, 

MA, 

■    A,Q, 

MA3 

'    A3Q3 

MA; 

;    ^^^^  =const. 

(E.  Barisien.) 

(  -^  ) 


l'f{I\CII»ES  (ÎEXÉRAIX  Slli  LE  CHOIX  DES  IXiTÉS 

Extrait  du  Chapitre  XIII  des  Leçons  sur  la  t/iéorie  matheniatùjm: 
de  l'Électricité; 

Par  m.   Joseph   BERTRAND, 

de  l'Acadéinic  française, 

Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences  ('). 


1.  Une  unité  est  totijoins  arbitraire.  Ce  principe 
semble  rendre  la  ibéorie  facile  en  la  supprimant  ;  il  en 
fait,  an  contraire,  toute  la  dilliculté.  Le  droit  de  choisir 
permet  d'imposer  des  conditions  qui  deviennent  obliga- 
toires, mais  restent  arbitraires;  de  là  naissent  des  pro- 
blèmes toujouis  faciles  et  des  contradictions  qui  n'ont 
d'importance  que  si  l'on  oublie  leur  origine. 

Donnons  immédiatement  quelcjues  exemples. 

Prenons  pour  unité  de  longueur  le  chemin  parcotiru 
par  la  lumière  pendant  1  unité  de  temps,  l'unité  de  lon- 
gueur sera  proportionnelle  à  l'unité  de  temps.  On 
pourra  dire  et  l'on  dira,  en  adoptant  une  forme  de  lan- 
gage très  usitée  :  une  lojigneur  est  un  temps. 


(')  Nous  croyons  être  agréable  et  utile  à  nos  lecteurs  en  leur  of- 
frant cet  extrait  d'un  Livre,  dont  la  lecture  est  si  attraj'ante,  que  son 
auteur  semble  l'avoir  écrit  d'un  trait  de  plume  et  comme  en  se  jouant, 
malgré  les  difficultés  réelles  que  le  sujet  comporte  et  qui  se  trouvent 
élucidées  avec  cet  art  incomparable  dont  M.  Bertrand  possède  le 
secret.  Les  cinq  premiers  Chapitres  ont  trait  à  l'attraction  des  sphères, 
au  potentiel,  au  théorème  de  Green,  aux  lignes  de  force;  ils  forment 
une  sorte  d'introduction  aux  huit  Chapitres  suivants,  qui  sont  consa- 
crés à  l'Electricité  statique,  aux  aimants,  aux  courants,  aux  actions 
électromagnétiques  et  électrodynamiques,  à  la  théorie  de  l'Induction 
et  aux  machines  électromagnétiques.  Enfin  l'Ouvrage  se  termine  par 
la  théorie  des  Unités,  dont  la  pari  le  générale  fait  l'objet  du  présent 
extrait.  E.  H. 
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Prenons,  en  second  lieu,  pour  unité  de  longueur  l'es- 
pace parcouru  pendant  l'unité  de  temps  par  un  corps 
pesant  qui  tombe  verticalement  dans  le  vide  sans  vitesse 
initiale.  L'unité  de  longueui'  sera  proportionnelle  au 
carré  de  l'unité  de  temps,  et  l'on  dira,  en  adoptant  le 
même  langage  :  une  longueur  est  le  carré  d' un  temps. 

Prenons,  par  un  troisième  choix,  non  moins  légitime 
que  les  deux  premiers,  pour  unité  de  longueur  le  grand 
axe  de  l'orbite  d'une  planète  tournant  autour  du  Soleil, 
placé  à  son  foyer,  el  dont  la  révolution  s'accomplit 
dans  l'unité  de  temps.  D'après  la  troisième  loi  de  Ke- 
pler, le  carré  du  temps  de  la  révolution  étant  propor- 
tionnel au  cube  du  grand  axe  de  l'orbite,  on  pourra 
dire,  en  adoptant  toujours  le  même  langage  :  une  lon- 
gueur est  la  puissance  |  d'un  temps. 

Adoptons  enfin  pour  unité  de  longueur  la  longueur 
d'onde  lumineuse  correspondant  à  une  raie  donnée  du 
spectre.  La  mesure  d'une  longueur  deviendra  un  nombre 
absolu  dans  lequel  rien  ne  reste  arbitraire,  l'unité  de 
longueur  étant  indépendante  de  l'unité  de  temps  comme 
de  toute  autre.  Ou  pourra  dire  alors  :  une  longueur  est 
un  nombre  abstrait  ;  et,  comme  un  angle,  rapport  de 
deux  longueurs,  est  aussi  mesuré  par  un  nombre  ab- 
strait, on  pourra  dire,  en  adoptant  toujours  le  même 
langage  :  une  longueur  est  un  angle.  Une  ligne  de 
3,i4i59  ...  longueurs  d'onde  serait  mesurée  par  t:  et 
égale  à  deux  angles  droits. 

Si  l'on  se  demandait,  entre  ces  assertions  contradic- 
toires, quelle  est  la  véritable  :  une  longueur  est-elle  un 
temps  ou  le  carré  d'un  temps  ?  est-il  vrai  qu'elle  soit  un 
angle .^  une  seule  réponse  serait  à  faire  :  une  longueur 
n'est  rien  de  tout  cela,  et  personne  ne  peut  l'ignorer. 
Quand  on  dit,  par  exemple  :  une  longueur  est  un  temps, 
cela    signifie  simplement  qu'on  a  défini   les  unités   de 


-     (    :>.?>    ) 

telle  sorte  qu'une  Jougueur  et  un  temps,  ayant  même 
expression  numérique,  conserveront  des  mesures  égales 
pour  tous  les  changements  d'unité  compatibles  avec  la 
convention.  Lorsqu'une  longueur  est  assimilée  à  un 
angle,  il  faut  entendre  que,  l'unité  étant  définie  d'une 
manière  absolue,  toute  longueur  est  mesurée  par  un 
nombre  abstrait  que  les  conventions  faites  ne  permet- 
tent pas  de  changer.  Ce  nombre  est  la  mesure  d'un 
certain  angle  qu'on  acquiert  le  droit  d'assimiler  à  la 
longueur;  ils  peuvent  donc  se  remplacer  dans  les  for- 
mules, on  s'est  enlevé  le  droit  de  troubler  leur  égalité 
numérique. 

Si,  pour  des  raisons  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de 
cliercher,  usant  du  droit  donné  par  le  principe  qui  do- 
mine toute  la  théorie  :  les  unités  sont  arbitraires,  ou 
convient  de  faire  varier  l'unité  de  longueur  en  raison 
inverse  de  l'unité  de  temps,  on  pourra  dire  :  dans  le 
système  d'unités  défini  par  la  convention  adoptée,  une 
longueur  est  l'inverse  d'un  temps. 

Lorsque,  après  avoir  adopté  des  conventions  relatives 
aux  unités  mécaniques  ou  électriques,  nous  rencontre- 
rons des  conséqueuces  analogues  h  celles  qui  viennent 
d'être  indiquées  et  de  forme  non  moins  singulière,  il 
n'y  faudra  pas  attacher  plus  d'importance  et  se  garder 
surtout  de  transformer  en  une  vérité  ou  de  chercher  à 
comprendre  une  proposition  (|ui,  séparée  de  la  con- 
vention arbitraire  qui  l'a  fait  naître,  cesse  d'avoir  un 
sens. 

2.  Les  géomètres  rattachent  à  l'unité  de  longueur 
l'unité  de  surface  et  l'unité  de  volume.  L'unité  de  sur- 
face est  le  carré  de  l'unité  de  longueur  et  l'unité  de 
volume  en  est  le  cube.  Une  telle  dépendance  n'est  nul- 
lement nécessaire.  Un  volume  n'est  pas    la   puissance 
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tioisicine  d'une  longueur.  Rien  n'empèclie  d'évaluer  les 
longut'uis  en  mètres  et  les  surfaces  en  arpents.  Les  for- 
mules de  la  Géométrie  élémentaire,  sans  cesser  d'être 
parfaites,  subiraient  un  léger  changement.  La  surface 

du  cercle  de  rayon  R  ne  serait  plus  exprimée  par  TtR-, 

PH 
ni  celle  d'un  triangle  de  base  B  et  de  liauteur  H  par  -;—  • 

Il  faudrait  diviser  ces  expressions  et  celles  de  toutes  les 
surfaces  par  le  nombre  des  mètres  carrés  contenus  dans 
un  arpent. 

L'indépendance  des  unités  présente  un  inconvénient 
plus  grave  que  celui  de  changer  les  formules  auxquelles 
on  est  habitué.  Il  faudrait  renoncer  à  trouver,  pour  la 
mesure  de  chaque  surface  ou  de  chaque  volume,  une 
formule  indépendante  du  choix  des  unités  laissées  indé- 
pendantes. Si  S  représente  une  surface,  a  et  è  deux 
lignes  dont  elle  dépend,  les  nombres  qui  servent  de  me- 
sures à  a  et  à  b  étant  ilounés,  celui  qui  niesuie  S  reste 
entièrement  inconnu;  il  est  impossible  fie  l'exprimer 
en  fonction  de  a  et  de  /?.  On  pourra  démontrer  que  S 
est  proportionnel  au  produit  ab,  qu'il  est  représenté 
par  une  expression  de  la  forme  ¥s.ab;  mais  le  coeffi- 
cient K  dépendra  du  choix  de  l'unité  de  surface. 

Le  choix  de  l'unité  d'angle,  arbitraire  au  même  titre 
que  les  autres,  est  dirigé  par  le  respect  de  la  niême  con- 
dition. 

Un  secteur  ciiculaire  de  rayon  R,  dont  l'angle  au 
centre   est  w,    a   pour  mesure,  dans  le  système  adopté, 

Cette  formule  suppose  que  l'angle  pris  pour  unité 

est  celui  sous  lequel  on  voit  du  centre  d'un  cercle  un  arc 
égal  au  rayon.  Aucune  formule  jie  pourrait  être  propo- 
sée si  l'unité  d'angle  restait  indéterminée,  ou,  pour 
mieux  dire,  la  formule  changerait  avec  le  choix  qui 
n'est  pas   encore   fait.  Si  l'on   prend  ])our  unité  d'angle 


(  'ô  ) 

raiiyk'  clroil,   la  surface  du   secleur  dont  l'aiiglu  t:sl  o), 
dans  un  cercle  de  rayon  R,  est 


4 

Si  laiigle  pris  pour  unité  est  celui  d  "un  degré,  la  sui-- 
(ai'c  du  secteur  d'angle  (o  a  [)()iir  expression 

3(i() 

luiiilé  de  ^urlaee,  Ijieii  entendu,  étant  le  carié  construit 
sur  l'unité  de  longueur.  Si  l'on  use  du  droit  de  laisser 
les  unités  arbitraires,  il  faudra  se  borner  à  dire  :  la  sur- 
face d'un  secteur  circulaire  d'angle  (o,  dans  un  cercle  de 
rayon  R,  a  pour  mesure 

KR2(o. 

K  étant  un  coeftieient  numérique  à  déterminer  quand 
les  unités  seront  choisies . 

3.  La  Mécanique  met  en  présence  des  longueurs,  des 
temps,  des  vitesses,  des  forces  et  des  masses.  Pour  cliacune 
de  ces  grandeurs,  l'unité  est  arbitraire.  Aucune  dépen- 
dance n'est  nécessaire.  Comme  en  Géométrie,  cepen- 
dant, et  pour  la  même  raison,  il  est  permis  et  utile  d'en 
introduire  une. 

Si  l'on  veut,  en  écrivant  les  formules  de  la  Dyna- 
mique, ne  rien  supposer  sur  les  unités,  il  faut  pour  cha- 
cune d'elles,  comme  dans  l'expression  d'une  surface  ou 
d'un  volume,  introduire  un  coefficient  numéri(|ue,  <à  dé- 
terminer ultérieurement,  quand  on  auia  choisi  les  uni- 
tés, et  à  changer  chaque  fois  qu'on  voudra  faire  un 
choix  nouveau. 

Lorsqu'une  Ibrce  F  agit  pendant  un  temps  T  sur  une 
masse  M  partant  du  jepos,    1  espace  L  qu'elle  lui  fait 


(    2()    ) 

parcourir  est  représenlé  par 

Dans  la  démonstration  de  cette  formule,  une  conven- 
tion a  été  faite.  Si,  en  effet,  l'unité  de  longueur  restait 
arbitraire  lorsque  les  unités  de  temps,  de  force  et  de 
masse  ont  été  choisies,  le  premier  membre  de  la  for- 
mule (i)  pourrait  recevoir  telle  valeur  numérique  c]ue 
l'on  voudrait,  lorsque  le  second  serait  déjà  complète- 
ment défini.  Toute  équation  entre  L,  F,  ]M  et  T  serait 
impossible. 

On  a  admis  en  effet,  dans  la  démonstration  de;  la  for- 
mule (i),  que  l'unité  de  force,  appliquée  à  l'unité  de 
masse  pendant  l'unité  de  temps,  lui  fait  acquérir  l'unité 
de  vitesse,  c'est-à-dire  la  vitesse  d'un  point  qui,  dans 
l'unité  de  temps,  parcourt  l'unité  de  longueur.  Cette 
condition  laisse  trois  unités  arbitraires  :  celles  de  lon- 
gueur, de  temps  et  de  masse,  par  exemple,  et  permet, 
cjuand  elles  sont  choisies,  d'en  déduire  les  deux  autres. 

Si  l'on  multiplie  chacune  des  unités  par  un  facteur 
numérique  : 

L'unité  de  longueur  par  a*. 
L'unité  de  temps  par  (3  ; 
L'unité  de  masse  par  y; 
L'unité  de  force  par  o; 
L'unité  de  vitesse  par  s, 

les  multiplicateurs  devront  satisfaire,  c'est  la  traduction 
facile  des  conventions,  aux  deux  équations 

La  première  de  cet.  équations  est  nécessaire  et  suffi- 


l    2-    ) 

saule  pour  t|u'um;  relation  de  la  forme  (i  )  puisse  avoir 
lieu,  iudepeudaninient  du  choix  des  trois  unités  non 
détinies.  Le  coefficient  numérique  |  pourrait  seul  être 
cliangé  sans  introduire  dt;  contradiction. 

4.  Les  conventions  adoptées  rendent  possible  la  mise 
eu  équation  des  problèmes  de  Mécanique,  sans  qu'aucun 
coefficient  doive  varier  avec  It;  choix  des  unités.  Est-ce  à 
dire  que  ces  conventions  soient  nécessaires  et  que  sans 
elles  la  Science  deviendrait  impossible  ?  Il  n'en  est  nul- 
lement ainsi  :  la  Mécanique  pourrait  s'enseigner  très 
correctement  sans  aucune  hypothèse  relative  aux  unités  ; 
aucune  dépendance  n'existe  entre  elles.  Si  l'on  refuse 
d'en  établir,  il  en  résultera,  comme  pour  la  Géométrie 
quand  l'unité  de  surface  reste  indépendante  de  l'unité 
de  longueur,  la  nécessité  d'introduire  des  facteurs  nu- 
mériques variables  avec  le  choix  des  unités,  et  'très  fa- 
ciles à  déterminer  dans  chaque  cas.  La  formule  (i),  par 
exemple,  serait  remplacée  par 

K  étant  un  coefficient  numérique.  Si,  par  exemple, 
l'unité  de  masse  étant  celle  dont  le  poids  est  gS"-^  on 
prend  pour  unité  de  longueur  le  kilomètre,  pour  unité 
de  temps  la  minute  et  pour  unité  de  force  le  kilogramme^ 
il  faudrait  remplacer  la  formule  (i)  par 

L  =  1800  -    -  . 

o.  La  possibilité  de  mettre  en  équation  tous  les  pro- 
blèmes de  la  Mécani(|ue  et,  par  conséquent,  de  les  ré- 
soudre en  laissant  trois  unités  arbitraires,  sans  qu'aucun 
coefficient  variable  avec  le   cliDix  de  ces  unités  s'inlro- 


(  ^-^8  ) 
diiisc  clans  les  formules,  impose  aux  équations  un  carac- 
tère nécessaire  que  l'on  peut  appeler  ['homogénéité  en 
Mécanique.  Supposons  que  la  solution  d'un  problème, 
qu'il  est  inutile  de  définir,  ail  donné  une  relation  entre 
une  force  F,  une  longueur  L,  un  temps  T  et  une 
masse  M.  Cette  relation,  étant  mise  sous  la  forme 

(3)  L  =  o(F.  M,  T), 

devi-a  rester  la  même  si  les  unités  sont  multipliées  par 
les  facteurs  a,  |S,  y,  o,  liés  par  la  piH'mière  des  rela- 
tions (2);  la  fonction  cp  sera  telle,  par  consécjuent,  que 

(4)  aL  =  cp(pF.yM,  p.TJ. 

Cette  équation,  ayant  lieu  quels  que  soient  a,  (3,  y, 
détermine  la  forme  de  la  fonction.  Le  premier  membre 
étant  proportionnel  à  a,  le  second  doit  l'être  aussi,  et, 

comme   a  ne  figure  que  dans  ^F,  il   faut  que  o  soit 

r  " 

proportionnel  à  F;  on  aura  donc 

(5)  L=  lF(f,(YM,  pT). 

Le  premier  membre  de  (5)  étant  indépendant  de  y 
et  de  ^,  le  second  doit  l'être  aussi,  et  :p),  pour  cela,  doit 
être  inversement  proportionnel  à  y  M  et  proportionnel 
à  ji-T-;  on  doit  donc  avoir  enfin 

(6)  L  =  K^T2, 

K  désignant  une  constante  numérique. 

6.  Le  temps  T  de  Foscillation  d'un  pendule,  pour 
un  angle  donné  d'écarlement,  dépend  de  la  longueur  L 
du  fil,  de  la  niasse  M  qui  oscille  cl  du  poids  de  celle 


(  '9  ^ 

masse  (jiii  t'sl  une  loico  F.  L \''(|uaLioii  (jui  lie  ces  yiaii- 

(Ic'iiis  t'ianl  iiéoessaifcinenl  de  la  forme  (()),  ou  aura,  eu 

la  résolvant  par  rapport  à  T  et  désiguaut  pai-  O  uu  eocf- 

I 
(icienl  uumc'ri(juc  éi^al  à  "/p  ; 


(7)  T  =  G 


/'■(f)- 


Si  l'on  nomuie  ^'  le  poids  de  l'unité  de  uiasse,  on  ob- 
tient la  formule  eounue 


T  =  G,A 


G  étant  un  coefficient  numérique  déterminé  pour  chaque 
valeur  de  l'angle  d'é 
tion  inconnue  de  0. 


valeur  de  l'angle  d'écartement  8,  c'est-à-dire  une  fonc- 


7.  Le  temps  de  l'oscillation  d'une  corde  vibrante  dé- 
pend de  sa  longueur  L,  de  sa  masse  M  et  du  poids  F  qui 
la  tend.  Si  nous  admettons  ce  théorème  comme  une  vé- 
rité expérimentale,  la  formule,  devant  être  de  la 
forme  (6),  sera 


(8) 


/ML 


Si  p  désigne  la  densité  et  /■  le  rayon  de  la  section  de 

la  corde,  on  a 

M  ^T.r-n.p, 

et  la  formule  (8)  devient 

(9)  T^G/t^L/'^/^, 

qui  expritne  la  loi  du  teuips  de  vibratiou  d'une  corde, 
en  ne  laissant  à  la  théorie  (pic  le  coefficient  nuuiérique  G 
à  déterminer. 


(3o  ) 

8.  La  vitesse  de  propagation  du  son  dans  un  gaz,  dé- 
pend de  l'élasticité  et  de  la  densité  du  gaz.  En  admet- 
tant qu'il  en  soit  ainsi,  les  mêmes  principes  peuvent  dé- 
terminer la  forme  de  la  relation. 

Déiinissons  la  vitesse  de  propagation  u  par  le  temps  T 
nécessaire  pour  parcourir  une  distance  L.  L'élasticité  E 
de  l'air  peut  être  définie  par  la  pression  F  exercée  par 
le  gaz  sur  la  surface  L-  5  ou  aura  F  =  EL-,  et  il  est 
pei'mis  de  choisir  cette  surface  ainsi  que  la  distance  à 
parcourir,  évidemment  arbitraires  toutes  deux,  de  ma- 
nière à  n'introduire  qu'une  seule  longueur  L.  La  den- 
sité D  est  le  rapport  de  la  masse  au  volume.  Soit  IM  la 
masse  de  volume  L',  L  désignant  toujours  la  même 
longueur;  on  aura 

La  formule  qui  exprime  la  vitesse  du  son  ayant  lieu 
entre  une  longueur,  une  force  et  une  masse,  elle  est  né- 
cessairement de  la  forme  (6  ),  cL  l'on  peut  écrire 


(.0,  i-^k:^- 


En  remplaçant  la  force  F  par  EL-,  la  masse  M  par 
DL^,  on  aura 

(11)  LL2=K-;j^ 


Le  temps  T  est  donc  proportionnel  à  la  dislance  L; 
le  mouvement  est  nécessairement  uniforme,  et  l'on  a, 


(  ->■  ) 

ou  noiuniant  v  la  vitesse,  égale  à  7^» 


K  étant  un  coeflicient  numérique. 

Il  est  évident  que,  si  la  vitesse  dépend  d'autres  don- 
nées, du  rapport  des  deux  caloriques  spécifiques  par 
exemple,  la  démonstration  n'est  plus  valable. 

9.  Les  formules  de  la  IMéoanique  peuvent  être  dé- 
montrées et  tous  les  problèmes  résolus  en  laissant  trois 
unités  arbitraires.  Le  droit  de  les  laisser  arbitraires  im- 
plique celui  d'établir  entre  elles  telle  relation  qu'on 
voudra  choisir,  et  l'on  peut  profiter  de  cette  liberté 
pour  simplifier  certaines  formules  sans  perdre  l'avan- 
tage d'emploj^er  les  équations  ordinaires  de  la  Science. 

On  démontre,  en  étudiant  la  théorie  des  mouvements 
planétaires,  qu'un  point  matériel  parcourant,  dans  un 
temps  T,  la  circonférence  d'une  ellipse  dont  le  grand 
axe  est  2^,  si  la  fox-ce  qui  le  sollicite  est  dirigée  vers  le 
foyer,  cette  force,  rapportée  à  l'unité  de  masse,  a  pour 

expression,  à  la  distance  /-  du  foyer,  --^  ?  et  l'on  a 


La  loi  de  la  gravitation  universelle  est  déduite  de  ces 
théorèmes.  En  désignant  par  F  l'attraction  mutuelle  de 
deux  masses  m  et  m'  concentrées  en  deux  points  dont 
la  distance  est  r,  cette  loi  est  exprimée  par  l'équation 

/"est  un  coefficient  numérique  qui  dépend  du  choix  des 
unités. 


(  3".  ) 

La  présence  d'un  U'I  coetficicînt  dans  une  Ibrinule  gé- 
nérale ne  doit  pas  plus  surprendre  que  celle  de  la  gra- 
vité g  dans  l'expression  de  la  durée  de  l'oscillation  du 
pendule  :  g.,  de  même  que  y,  dépend  du  clioix  des  unités 
et  s'introduit  dans  les  formules  parce  qu'elles  sont  re- 
latives à  un  système  particulier  dont  les  éléments  n'ont 
rien  d'arbitraire. 

Pour  faire  disparaître  ce  coefilcient  f.  il  suffit  de 
choisir  les  unités  de  manière  à  le  réduire  à  l'unité.  Cela 
peut  se  faire  d'une  infinité  de  manières.  On  prendra 
pour  unité  de  niasse  celle  qui,  agissant  sur  une  niasse 
égale  à  la  sienne,  à  une  distance  égale  à  l'unité,  exerce 
une  attraction  égale  à  l'unité  de  force.  Cette  condition, 
arbitrairement  imposée,  réduit  à  deux  le  nombre  des 
unités  qui  restent  arbitraires;  mais  on  fait  usage,  en 
l'acceptant,  d'un  droit  qui  n'est  pas  contestable. 

La  formule 

('■^)  F  =  ^' 

étant  imposée,  il  ne  reste  que  deux  unités  arbitraires. 
Il  faut  supposer  entre  les  coefficients  a,  |j,  v,  o,  défi- 
nis au  n"  3,  la  relation  nouvelle 


(i3  ) 


Sans  cette  convention,  en  elfet,  les  deux  membres  de 
(12)  seraient  multipliés  par  des  facteurs  différents  et 
cesseraient  d'être  égaux  si  Ion  changeait  les  unités 
adoptées. 

L'équation  (i3)  équivaut,  en  vertu  delà  relation  (12) 
qui  subsiste,  à 


(  33  ) 
L'altracr.ion  du  Soleil  sur  riinité  de  masse  d'une  pla- 
nete  étant  représentée  par  -^  >  on  a 


T2 

Il  résulte  d'ailleurs  de  la  convention  adoptée  que  a 
doit  représenter  la  masse  du  Soleil.  Le  rapport  -^j  rap- 
port d'une  masse  à  un  volume,  représente  donc  une 
densité,  et  par  conséquent,  dans  le  système  d'unités 
adoptées,  la  densité  d'un  corps  est  l'inverse  du  carré 
d'un  temps.  Un  angle  étant  un  nombre  abstrait,  on 
peut  dire  qu'une  densité  est  le  carré  d'une  vitesse  angu- 
laire. 

Cherchons  dans  ces  hypothèses  la  densité  du  Soleil. 

Le  demi-grand  axe  de  1  orbite  terrestre  est  égal  à 
22  2  fois  le  rayon  R  du  Soleil.  Si  donc  on  nomme  D  la 
densité  cherchée,  on  aura 

^     V-     _    4~-^^    ^IjI  ( ^ 

'  '  T'  l  R 

-tR3        T2i-R3  ^ 

En  remplaçant  :5  par  222,  le  temps  T  de  la  révolu- 
tion, évalué  en  secondes,  surpasse  3i  000000,  et  la  den- 
sité D  du  Soleil,  en  prenant  la  seconde  pour  unité   de 

temps,  est  inférieure  à  — =  • 

■^  lO' 

10.  Lorsque,  comme  on  a  été  conduit  à  le  faire  en 
Géométrie  et  en  Mécanique  et  comme  nous  le  ferons 
dans  la  théorie  de  l'Electricité,  on  établit  une  dépen- 
dance entre  les  unités,  il  importe  d'indiquer  par  une 
notation  convenue  comment  varient  les  unités  dérivées 
quand  on  change  les  unités  fondamentales. 
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(  34  ) 
Si,  par  exemple,  on  prend  pour  unité  de  surface  le 
carré  de  l'unité  de  longueur,  la  première  de  ces  unités 
variant  proportionnellement  au  carré  de  la  seconde,  on 
écrira,  pour  exprimer  cette  dépendance, 

[S]  =  [U]. 

On  écrira,  de  même,  en  désignant  les  volumes  par  la 

lettre  V, 

[V]  =  [L3]; 

ces  notations  n'ont  pas,  je  crois,  besoin  d'explications. 
En  nommant  i>  les  vitesses,  on  écrirait,  en  adoptant 
les  mêmes  conventions, 


M  =  [^] 


En  désignant  les  forces  par  la  lettre  F,  les  masses 
par  M,  les  longueurs  par  L  et  les  temps  par  T,  on  écri- 
rait, pour  représenter  la  relation  (2)  entre  les  unités 
adoptées  pour  ces  diverses  grandeurs, 


(i5) 


^^Hm 


Il  ne  s'agit  pas,  on  le  comprend,  d'une  égalité  numé- 
rique entre  les  deux  membres  de  l'équation  dans  les- 
quels ne  figure  aucune  grandeur  déterminée,  mais  de 
l'indication  des  variations  simultanées  que  subiront  les 
unités  désignées  par  les  lettres  initiales  des  grandeurs 
correspondantes. 

11.  La  convention  faite  (8)  s'exprimera,  d'après  la 
notation  que  nous  venons  d'indiquer,  par 


(16) 


-i=[S] 


(  35  ) 
L'uiiilé  de  longueur  et  l'unilé  de  temps  restent  arbi- 
traires; l'unité  de  niasse  sera  déterminée  quand  on  les 
aura  choisies,  et  l'équation  (i5)  donnera,  les  deux  hy- 
pothèses étant  associées, 


(17) 


-m 


Une  force,  dans  ce  système,  est  la  quatrième  puis- 
sance d'une  vitesse^  si  une  force  et  la  quatrième  puis- 
sance d'une  vitesse  ont  la  même  mesure  numérique, 
l'égalité  subsistera,  quelque  choix  d'unités  que  l'on 
fasse,  pourvu  que  les  conditions,  arbitrairement  pres- 
crites, il  ne  faut  jamais  l'oublier,  soient  respectées. 


AITRE  SOLITIOX  DE  LA  QUESTION  PROPOSEE 
Al  C0\C011RS  GÉXÉRU  M  .1889  ('); 

Par  m.  PAPELIER. 


Je  prends  deux  axes  rectangulaires  passant  par  le 
point  O,  dont  l'un  Ox  est  parallèle  à  l'axe  de  la  para- 
bole P.  L'équation  tangenlielle  du  cercle  est 


(■)  Voir  3=  série,  t.  VIII,  p.  288,  298,  33. i  Nous  rappelons  briève- 
ment l'énoncé  : 

On  donne  une  parabole  P  et  un  cercle  dont  on  désigne  le  centre 
par  O;  soit  C  l'une  quelconque  des  coniques  inscrites  dans  le  qua-- 
dnlatère  formé  par  les  tangentes  communes  au  cercle  et  à  la  para- 
bole. On  demande  :  1°  l'enveloppe  des  polaires  A  du  point  O  par 
rapport  aux  coniques  C;  2°  l'enveloppe  des  tangentes  5  aux  coni- 
ques C  telles  que  la  normale  au  point  de  contact  passe  par  O; 
3°  l'enveloppe  des  axes  des  coniques  C;  4°  les  lieux  des  projections 
de  O  sur  les  polaires  A,  les  tangentes  5  et  les  axes  de  C. 


(  36) 
Quant  à  celle  de  la  parabole  P,  nous   observerons 
que  l'équation  tangentielle 

«M- -4-  ibuv  -I-  cv'-k-i  duw  -+-  levw  -h/w^  z=  o 

représente  une  parabole  dans  le  cas  oùf=  o;  les  para- 
mètres directeurs  de  l'axe  sont  <^  et  e;  comme  l'axe  est 
parallèle  à  Ox,  e  est  nul  et  l'équation  de  la  parabole 

P  s'écrit 

au'^-h  nbuv  -r-  cv-  -h  n  duw  =  o. 

L'équation  générale  des  coniques  C  sera  alors 

/(ui'W)  =  X[R"2(m2_)_(;2) w^'^-+- ttU-  -^  "2  buV  -h  Ci'^  -i-  1  dllW  =  O. 

1°  Soient  7/,  V,  w  les  coordonnées  de  la  polaire  A 
du  point  O,  par  rapport  à  l'une  des  coniques  C.  L'é- 
quation du  pôle  est 

U/û  -r-  \fi  ^  W/^  =  O, 

et,  pour  que  ce  pôle  soit  l'origine,  il  faut  que  l'on  ait 

\fû  =  X  R-  a  -4-  au  -h  bv  -h  dw  —  o, 
l/J  =  À  R2  D  -\-  bu  -^-  cv  =  o. 

L'élimination  de  A  donne,  pour  l'équation  tangentielle 
de  l'enveloppe  des  droites  A, 

(i)      i(«/r  —  t^/û)  =  bu^-+-  {c  —  a)uv  —  bv^ —  dvvf  =  o. 

On  voit  immédiatement  que  cette  enveloppe  est  une 
parabole  :  nous  l'étudierons  tout  à  l'heure. 

2°  Soient  u,  t^,  w  les  coordonnées  d'une  tangente  T. 
On  aura 

(l)  f{U,  V,  W)  =  o. 
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Le  point  de  contact  a  pour  tHjualion 

u/;  +  v/;  -I-  w/;  =  o. 

La  droite  qui  le  joint  à  l'origine  a  pour  coefficient  an- 
gulaire  ^;  pour  qu'elle  soit  p(;rpendiculaire  à  T,  il  faut 
que 

C3)  Ll  —  -. 

Eliminant  X  entre  (2)  et  (3),  nous  aurons  l'enveloppe 
des  droites  T.  Cette  élimination  est  toute  faite,  puisque 
l'équation  (3)  ne  renferme  pas  \.  L'équation  (3)  est 
donc  l'équation  de  l'enveloppe  des  droites  T.  Or  cette 
équation  est  la  même  que  l'équation  (i).  Il  en  résulte 
que  les  droites  A  et  T  ont  pour  enveloppe  la  même  pa- 
rabole (i). 

Nous  n'avons  pas  utilisé  la  condition  (i),  qui  expri- 
mait que  la  droite  T  était  tangente  à  la  conique  C.  Il 
résulte  de  là  que  l'équation  (i)  est  l'équation  de  l'enve- 
loppe des  droites  A  qui  sont  perpendiculaires  à  la  droite 
joignant  le  point  O  à  Icnir  pôle. 

3°  Les  axes  des  coniques  C  sont  perpendiculaires 
aux  droites  joignant  le  point  O  à  leurs  pôles;  elles 
jouissent  donc  des  propriétés  des  droites  A  et,  par  suite, 
sont  tangentes  à  la  parabole  (i). 

En  conséquence,  les  trois  séries  de  droites  considérées 
ont  la  même  enveloppe  :  c'est  la  parabole 

b{u'  —  (•-)  -i-  (c  —  a)iw  —  dvvi'  =  o, 

qui  a  son  axe  parallèle  à  Oj  .  Les  tangentes  issues  du 
point  O  à  cette  parabole  satisfont  à 

b{u'^  —  v"^)  -\-  (c  —  a)uv  =  o; 

elles  sont  rectangulaires.  Donc  le  point  O  appartient  à 
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la  directrice  ;  par  suite,  la  directrice  de  cette  parabole  est 
la  droite  Ox.  Enfin  ou  vérifiera  sans  peine  que  le  fover 
de  celte  parabole  se  trouve  sur  la  droite  qui  joint  le 
point  O  au  foyer  F  de  la  parabole  P  à  une  distance  du 
point  F  égale  à  OF.  11  suffit  d'observer  que  les  coor- 
données du  foyer  de  la  parabole 

au-  -+-  2  bui'  -\-  cv'  ■+-  1  duw  -h  bevw  =  o 

sont  déterminées  par 

ex  -+-  dy  —  6  =  o, 
2  dx  —  ley  —  «-;-c  =  o, 

et  de  vérifier  que  les  coordonnées  du  foyer  de  la  para- 
bole (i)  sont  les  doubles  de  celles  du  foyer  de  P.  La 
parabole  (i)  est  donc  bien  déterminée  géométriquement. 

Remarque.  —  Il  est  aisé  d'obtenir  géométriquement 
les  résultats  qui  précèdent. 

Observons  d'abord  qu'étant  donnés  un  point  O  et 
une  conique  C.  l'enveloppe  des  droites  A  perpendicu- 
laires aux  droites  qui  joignent  Je  point  O  à  leur  pôle  est 
une  parabole.  Soit  H  le  pôle  de  A. 

Le  pôle  K  de  OH  se  trouve  sur  A  et  aussi  sur  la 
polaire  A  du  point  O,  en  sorte  qu'on  peut  encore  dé- 
finir la  droite  A  comme  menée  par  un  point  de  la  droite  A 
perpendiculairement  à  sa  polaire.  Nous  voyons  aussi  que 
la  droite  A  est  tangente  à  l'enveloppe  cberchée,  il  suffit 
de  prendre  sur  A  le  pôle  de  la  droite  passant  par  O  et 
perpendiculaire  à  A.  En  conséquence,  par  un  point 
quelconque  I  de  A  passent  deux  tangentes  à  l'enveloppe, 
la  droite  A  d'une  part  et  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  I  sur  sa  polaire  d'autre  part;  l'enveloppe  est  donc 
une  conique.  Cette  conique  est  une  parabole;  car,  si  le 
point  I  s'éloigne  indéfiniment  sur  A,  la  perpendiculaire 
menée  de  ce  point  sur  sa  polaire  est  rejetée  à  l'infini. 
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Celle  parabole  esl  langeiite  aux  deux  axes  de  la  conique 
C,  ils  correspondent  aux  points  de  A  situés  sur  ces  axes. 
Nous  appellerons  Q  cette  parabole. 

Il  nous  faut  établir  que  cette  parabole  esl  invariable 
de  forme  et  de  position,  si  la  conique  C  se  déplace  en 
demeurant  langente  à  quatre  droites  tangentes  à  un 
cercle  de  centreO,  c'est-à-dire  équidislantes  du  point  O. 
Il  esl,  en  eliet,  inutile  d'introduire  la  parabole  P,  puis- 
qu'il existe  une  parabole  et  une  seule  tangente  à  quatre 
droites. 

On  reconnaît  sans  peine  que  les  tangentes  issues  du 
point  O  à  la  parabole  Q  sont  les  bissectrices  des  tan- 
gentes issues  de  O  à  la  conique  C  ;  le  point  O  est  donc 
sur  la  directrice,  le  point  oj,  centre  de  la  conique  C, 
également;  donc,  la  directrice  est  la  droite  Ow.  Or, 
quand  la  conique  C  reste  tangente  à  ces  droites,  son 
centre  décrit  une  droite  qui  passe  par  le  point  O.  La 
droite  Ow  est  donc  la  même  pour  toutes  les  coniques  C. 

Les  tangentes  issues  du  point  O  à  toutes  les  coniques 
C  forment  deux  faisceaux  en  involution  ;  elles  divisent 
liarmoniquement  les  rayons  doubles;  or,  parmi  ces 
couples  de  tangentes  se  trouvent  les  droites  isotropes 
tangentes  issues  du  point  O  au  cercle.  Les  rayons 
doubles  sont  alors  rectangulaires  et,  par  suite,  bissec- 
trices de  tous  les  couples  de  tangentes.  Par  suite,  les 
tangentes  issues  du  point  O  à  la  parabole  Q  restent  les 
mêmes  quand  la  conique  C  varie. 

Enfin,  cherchons  à  déterminer  la  tangente  au  sommet 
de  la  paiabole  Q  :  il  faut  mener  une  tangente  parallèle 
à  Oto.  Par  le  point  D,  je  mène  OL  perpendiculaire  à 
0(JL),  et  du  pôle  JN  de  OL.,  j'abaisse  ]\R  perpendiculaire 
sur  OL;  NR  est  la  tangente  au  sommet.  Quand  la  co- 
nique C  varie,  le  pôle  N  de  la  droite  fixe  OL  décrit  une 
droite  qui  est  perpendiculaire  à  OL,  puisqu'elle  passe  par 
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le  pôle  de  OL  relativement  au  cercle  de  centre  O.  Cette 
droite  est  la  droite  NR.  Cette  droite  est  donc  la  même 
pour  toutes  les  coniques  C. 

En  conséquence,  quand  la  conique  C  varie,  la  direc- 
trice, la  tangente  au  sommet,  les  deux  tangentes  issues 
du  point  O  restent  les  mêmes  dans  la  parabole  Q.  Cette 
parabole  reste  donc  toujours  la  même. 

Elle  est  indépendante  du  rayon  du  cercle.  Considé- 
rons la  parabole  P  qui  est  tangente  aux  quatre  droites, 
et  étudions  la  parabole  Q  considérée  comme  enveloppe 
des  droites  A  dans  la  parabole  P.  La  directrice  de  Q 
sera  la  droite  Ox  parallèle  à  l'axe  de  P;  sa  tangente  au 
sommet  sera  l'axe  de  P.  Soit  F  le  foyer  de  P.  La  bis- 
sectrice de  l'angle  FOx  est  aussi  bissectrice  des  tan- 
gentes menées  de  O  à  P;  cette  bissectrice  qui  coupe  l'axe 
de  P  en  U  est  donc  tangente  à  Q;  par  suite,  le  foyer  F' 
de  Q  se  trouvera  à  l'intersection  de  OF  et  de  la  per- 
pendiculaire FF'  à  OU.  On  voit  sans  peine  que 

FF'  =  FU  =  0F, 

et  nous  retombons  sur  les  résultats  trouvés  analytique- 
ment. 

4°  Tout  revient  à  trouver  la  podaire  du  point  O  par 
rapport  à  la  parabole  Q.  Comme  le  point  O  est  sur  la 
directrice,  celte  podaire  est  une  stroplioïde  dont  l'équa- 
tion s'obtient  en  remplaçant  dans  l'équation  langentielle 
de  Q,  «,  p,  w  respectivement  pav  x,  j^  — (x^ — j^)] 

on  a 

è(a72  — j2)  -h  (c  —  a)xy  -^  dy(x'^-\-y^)  =  o. 


(4. 


REMAROIES  GÉOMÉTRIQIES  SIR  LA  MÊME  QUESTION  C); 

Par  m.  g.  LELNEKUGEL. 


Il  était  évident  a  priori  que  la  parabole  (H)  était  in- 
dépendante du  rayon  du  cercle  (O).  Celte  parabole  (H) 
admet,   en  effet,  comme  directrice  le  diamètre  de  (P)     P^s^lx^^eu 
qui  passe  en  O;  elle  est  de  plus  tangente  à  la  polaire  A  " 

de  O  par  rapport  à  (P),  ainsi  qu'aux  bissectrices  des 
deux  tangentes  menées  de  O  à  (P).  Cette  dernière  pro- 
priété de  (H)  résulte  de  ce  que  les  polaires  A  de  O  dé- 
terminent sur  ces  deux  droites  deux  divisions  liomo- 
graphiques  en  involution,  et  d'après  une  propriété 
conuue  : 

La  droite  qui  joint  les  points  homologues  de  deux 
divisions  homo graphiques  enveloppe  une  conique  tan- 
gente aux  deux  droites  sur  lesquelles  sont  tracées  les 
deux  divisions  (Chxsles^  Traité  des  sections  coniques). 

De  même  l'hyperbole  équilalère  (A)  des  neuf  points 
d'un  quadrilatère  inscrit  à  la  lois  dans  un  cercle  (O)  et 
dans  une  conique  (p)  fixe  ne  change  pas  quand,  le  centre 
du  cercle  restant  fixe,  son  rayon  varie.  Eu  effet,  elle 
admet  comme  tangente  au  centre  du  cercle  la  perpen- 
diculaire au  diamètre  de  (p)  qui  passe  en  ce  point  5  elle 
passe  par  le  centre  de  [p)  et  admet  comme  directions 
asymptotiques  des  parallèles  aux  axes  de  (p)- 


(')  Voir  3'  série,  Tome  VIII,  p.  398. 
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De  là  il  résulte  imiaédlatemeiit  les  propriétés  sui- 
vantes : 

Théorème  VIII.    —  L'enveloppe  des  polaires  d'un 

point  O  par  rapport  aux  coniques  inscrites  dans  les 

'     quadrilatères  circonscrits  à  une  conique  (P)  et  aux 

cercles  (O)  de  centre  fixe  et  de  rayons  variables  est 

une  parabole  (H). 

Théouème  IX.  —  hes  quadrilatères  circonscrits  à  la 
conique  (P)  et  aux  cercles  (O)  déterminent  par  leurs 
points  de  contact  avec  ces  cercles  des  quadrilatères 
dont  les  centres  de  gravité  se  déplacent  sur  la  perpen- 
diculaire menée  de  O  au  diamètre  Je  (P)  qui  passe  en 
ce  point. 

Théorème  X.  —  Les  quadrilatères  inscrits  dans  une 
conique  fixe  et  dans  une  série  de  cercles  concentriques 
ont  même  centre  de  gravité. 

Théorème  XI.  —  Les  sommets  des  quadrilatères 
circonscrits  à  une  conique  (P)  et  à  des  cercles  (O)  con- 
centriques décrivent  une  strophoïde  oblique  (T). 

Théorème  XIL  —  Les  foyers  de  toutes  les  coniques 
inscrites  dans  les  quadrilatères  circonscrits  à  (P)  et 
aux  cercles  (O)  sont  situés  sur  cette  strophoïde  (T). 

Ces  deux  derniers  théorèmes  se  déduisent  de  ce  que 
la  strophoïde  oblique  trouvée  dans  la  dernière  partie 
de  la  question  du  concours  passe  par  les  six  sommets  du 
quadrilatère  circonscrit  à  (O)  et  à  (P)  et  qu'elle  est  la 
podaire  de  O  par  rapport  à  la  conique  (P),  qui  reste  fixe 
quand  le  rayon  de  (O)  varie. 

Théorème  XJII.  —  Les  côtés  des  triangles  autopo- 
laires communs  à  une  conique  (P)  çt  à  des  cercles  (O  ) 
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concentriques  enveloppent  une   conique  (H),   et   leurs 
sommets  décrivent  également  une  conique  (h). 

Comme  une  série  de  cercles  concentriques  et  de  rajons 
variables  sont  des  coniques  bitangentes  à  l'infini  aux 
deux  ombilics  du  plan,  une  transformation  par  projec- 
tion conique  des  théorèmes  précédents  conduit  aux  sui- 
vants qui  sont  plus  généraux  : 

Théorème  XIV.  —  L'enveloppe  des  polaires  d'un 
point  quelconque  w  par  rapport  aux  coniques  inscrites 
dans  les  quadrilatères  circonscrits  à  une  conique  fixe 
(P)  et  aux  coniques  (ù)  bitangentes  à  une  conique 
(Q,  )  aux  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  o) 
à  la  conique  (Cî)),  est  une  conique  (S). 

Théorème  corrélatif.  —  Les  pôles  d'une  dioite 
quelconque  par  rapport  aux  coniques  circonscrites  aux 
quadrilatères  inscrits  dans  une  conique  fixe  (P)  et 
dans  des  coniques  (Q)  hilan2,entes  à  une  conique  (0,  ) 
fixe  aux  points  cii  la  droite  la  rencontre,  est  une  co- 
nique (a-). 

En  particulier,  les  côtés  des  triangles  autopolaires 
communs  à  la  conique  (P)  et  aux  coniques  (Q)  envelop- 
pent la  conique  (2),  et  leurs  sommets  décrivent  la  co- 
nique (t). 

Théorème  XV.  —  Les  sommets  des  quadrilatères 
cii'conscrits  à  une  conique  (P)  et  aux  coniques  (Q)  bi- 
tangentes à  une  conique  (S,)  en  deux  points  fixes  dé- 
crivent une  cubique. 

Théorème  XVI.  —  Etant  donnés  un  quadrilatère 
circonscrit  à  une  conique  (0),  on  joint  les  points  conju- 
gués harmoniques  des  points  de  rencontre  a,  ^,  y  de 
la  polaire  L  d'un  point  uy  du  plan   a  avec  les  diago- 
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nales,  par  rapport  aux  segments  déterminés  par  cette 
conique  sur  les  diagonales  de  ce  quadrilatère  au 
point  co  ;  et  par  les  conjugués  harmoniques  des  mêmes 
points  par  rapport  aux  diagonales  on  mène  des  droites 
rencontrant  la  droite  L  aux  points  où  les  trois  droites 
issues  de  oj  la  lencontrent. 

Par  les  sommets  du  triangle  ainsi  obtenu,  on  mène 
des  droites  rencontrant  L  aux  points  où  les  droites  qui 
joignent  le  point  oj  arbitrairement  choisi  aux  points 
conjugués  harmoniques  des  points  d'intersection  de  Lt 
avec  les  côtés  du  nouueau  triangle  rencontrent  L  ;  on 
obtient  ainsi  trois  droites  concourantes  sur  la  droite 
conj uguée  de  la  polaire  du  point  to  par  rapport  à  la 
conique  (û). 

Ce  théorème  résulte  du  théorème  II,  en  remarquant 
que,  par  suite  de  la  transformation  par  projection  co- 
nique, le  centre  du  cercle  se  projette  en  un  point  quel- 
conque to  du  plan.  Les  perpendiculaires  aux  milieux 
des  diagonales  donnent  dans  la  projection  des  droites 
menées  par  les  points  a',  P',  ^  (conjuguées  harmoni- 
ques des  points  a,  P,  y  de  renconlre  de  la  polaire  L 
de  €i  avec  les  diagonales,  par  rapport  à  ces  diagonales) 
et  rencontrant  la  droite  L  aux  points  où  les  droites  qui 
joignent  le  point  to  aux  points  a",  ^",  y"  [conjugués 
harmoniques  des  points  a,  ^,  y  par  rapport  aux  seg- 
ments déterminés  par  (Ù)  sur  les  diagonales]  la  rencon- 
trent. 

Quant  à  la  droite  de  Newton  qui,  dans  le  théorème  II, 
est  par  rapport  au  cercle  la  droite  conjuguée  de  la  droite 
de  l'infini,  il  lui  correspondra  la  droite  conjuguée  de 
la  polaire  L  de  w  par  rapport  à  (Q). 

Théorème  XVIT.  —  Le  diamètre  conjugué  de  la 
droite  de  Newton  d'un  quadrilatère  circonscrit  à  une 
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conique  passe  par  le  cenLre  de  gracile  du  quad/ilatère 
qui  a  pour  sommets  les  points  de  contact  du  premier. 

Théorème  XVIII.  —  Les  quadrilatères  inscrits  dans 
une  conique  {^)  et  dans  des  coniques  hitangentes  à 
une  conique  fixe  aux  points  où.  une  droite  A  la  ren- 
contre ont  tous  même  centre  de  gravité  Ga  harmoni- 
quement  associé  à  la  droite  A. 

Voici  comment  nous  définissons  le  centre  de  gra- 
vité Ga  liarmoniquenient  associé  à  une  droite  A  dans 
un  quadrilatère  x\BGD  quelconque. 

Soient 

a,     a  \     b,     b'     et     c,     c' 

les  couples  de  points  où  A  rencontre  les  côtés  opposés 
et  les  diagonales  intérieures. 

Si  l'on  prend  par  rapport  à  ces  mêmes  côtés  et  ces 
diagonales  les  conjugués  h araaoniques  de  ces  points,  on 
obtient  les  trois  couples  suivants 

«1,     a\  ;     èi     b\     et     Cj,     c\  ; 

les  droites  <2,,  a\^  b^^  b\.,  c^^  c'^  sont  concourantes  en  un 
point  Ga  intimement  lié  à  la  droite  A.  Il  devient  le 
centre  de  gravité  du  quadrilatère  quand  la  droite  A 
passe  à  l'intini,  de  sorte  que  nous  en  déduisons  : 

Les  quadrilatères  inscrits  dans  une  conique  P  et 
dans  des  coniques  homothétiques  et  concentriques  ont 
tous  même  centre  de  gravité. 

Théorîîme  XIX.  —  Etant  donnés  un  quadrilatère 
circonscrit  à  une  conique  (S)  et  une  droite  A,  il  existe 
une  conique  (Sj)  passant  par  les  quatre  sommets  du 
quadrilatère  formé  en  joignant  les  sommets  du  premier 
aux  points  oii  leurs  polaires  respectives  rencontrent  A 
et  par  les  points  de  renconti  e  de  A  et  de  (S). 
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Si  l'on  considère  celte  conique  (S,)  et  les  deux  co- 
niques (S2  ),  (  S3  )  qui  passent  par  ces  deux  mêmes  points 
et  qui  sont  l'une  circonscrite  au  triangle  formé  par  les 
trois  diagonales,  l' autre  au  triangle  formé  en  joignant 
les  points  conjugués  harmoniques,  par  rapport  aux 
diagonales,  des  points  de  rencontre  (a,  [j,  v)  de  A 
avec  ces  droites  aux  points  d'intersection,  des  droites 
qui  joignejit  le  pôle  de  A,  par  rapport  à  (S),  aux  con- 
jugués harmoniques  des  points  a,  P,  y,  par  rapport  aux 
segments  déterminés  par  (S)  sur  ces  diagojiales,  avec 
la  droite  ^,  on  obtient  trois  coniques  (S,),  (22)5(23) 
se  coupant  en  un  même  point. 


NOTE  DE  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE; 

Par  m.  H.-P.  du  MOTEL, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


Nous  nous  proposons  de  résoudre,  à  l'aide  de  la 
règle  et  du  compas,  la  question  suivante  : 

Mener  un  plan  tangent  à  l'hj  perboloïde  réglé  par 
une  droite  donnée  (ou  construire  une  droite  s'appuyanl 
sur  quatre  autres). 

Nous  savons  qu'il  suffit  de  déterminer  les  points  de 
rencontre  de  la  droite  avec  l'hyperboloïde. 

Noussupposons  riivperboloïde  défini  par  trois  généra- 
trices de  même  système. 

Commençons  par  rendre  une  de  ces  génératrices  ver- 
ticale par  des  cliangcmenls  de  plan.  Puis,  dans  ce  sys- 
tème, déterminons  les  génératrices  qui  ont  leur  projec- 
tion horizontale  parallèle  à  celle  de  la  droite  donnée. 

Pour  plus  de  netteté  dans  l'épure  et  dans  le  langage, 
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MOUS  traçons  eu  traits  pleins  les  généi'atrices  d'un  sys- 
tème, en  traits  mixtes  celles  de  l'autre.  Nous  désignons 
deux  génératrices  parallèles  par  la  même  lettre,  sans 
indice  pour  la  génératrice  trait  plein,  avec  l'indice  i 
pour  la  génératrice  trait  mixte. 
Soient  alors  : 

DD'  la  droite  donnée  ; 

Ax\'  et  A,  A',  les  génératrices  verticales  de  l'hyperbo- 

loïde;BB'  et  BjE',  les  génératrices  dont  la  projection 

horizontale  est  parallèle  à  D  5 
ce  une  autre  génératrice. 

Par  la  droite  DD'  menons  une  quadrique,  dont  la  dé- 
finition sera  complétée  par  les  génératrices  AA'  et  BB', 
Les  trois  génératrices  clioisies  étant  parallèles  à  un 
même  plan,  cette  surface  auxiliaire  sera  un  paraboloïde. 
11  a  en  commun  avec  l'hjperboloïde  deux  génératrices 
de  même  système  AA'  et  BB'5  il  le  coupe  donc  en  outre 
suivant  deux  génératrices  de  l'autre  système,  dont  les 
points  de  rencontre  avec  DD'  sont  les  points  cherchés. 
Pour  trouver  ces  deux  génératrices,  nous  chercherons 
leur  point  de  rencontre  avec  une  autre  génératrice  trait 
plein  EE'  du  paraboloïde,  convenablement  choisie  :  ce 
qui  revient  à  remplacer  DD'  par  EE'  dans  le  problème. 

Nous  choisirons  EE'  de  la  manière  suivante  : 

Soit  un  cylindre  vertical  ayant  pour  base  dans  le  plan 
horizontal  un  cercle  quelconque  w  passant  par  A  et  A,. 
Il  coupe  l'hyperboloïde  suivant  ses  deux  génératrices 
verticales  et  une  seconde  courbe  plane  2  projetée  hori- 
zontalement suivant  le  cei-cle  considéré,  et  dont  le  plan 
a^ya^'y'  est  facile  à  déterminer.  Or  ce  plan  coupe  le 
plan  vertical  B,  suivant  une  droite  a^a'|i'  et  il  existe 
sur  notre   paraboloïde   auxiliaire   une  générati  ice  trait 
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plein  parallèle  à  cette  droite.  C'est   cette  génératrice, 
facile  à  construire,  que  nous  prenons  pour  EE'. 

Alors,  pour  trouver  les  rencontres  de  EE'  avec  l'hy- 
perboloïde,  nous  menons  par  cette  droite  un  plan  auxi- 


liaire parallèle  au  plan  a^ya'P'y'.  Il  coupe  la  surface 
suivant  une  conique  homotliétique  de  S,  et  dont,  par 
suite,  la  projection  horizontale  est  aussi  un  cercle.  Du 
reste,  ce  cercle  passe  par  le  point  A  et  A,.  Il  suffit  donc 
d'en   déterminer    un   troisième  point,    et  pour  cela  de 
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prendre  l'intersection  du  plan  auxiliaire  avec  une  géné- 
ratrice quelconque  de  riiypeiboloïde,  B,  IV^  par  exeinj)l(;. 
Ce  cercle  coupe  F,  en  deux  [)oints,  ^  et  v.  Il  sullil  de 
joindre  A[x  et  Av  qui  coupent  D  aux  projections  hoi  i- 
zontales,  meln,  des  points  cherchés. 

(Pour  ne  pas  embrouiller  l'épure,  nous  n'avons  pas 
reproduit  les  constructions  qui  servent  à  trouver  la 
droite  EE',  une  fois  sa  direction  connue.) 


QUESTION  PROPOSÉE. 


ioOS.  Si  Ton  appelle  O  et  R  le  centre  et  le  rayon  du  cercle 
circonscrit  à  un  triangle  ABC,  I  et  /■  le  centre  et  le  rayon  du 
cercle  inscrit,  H  l'orthocentre,  a,  b,  c  les  côtés,  2/7  le  péri- 
mètre et  S  la  surface  du  triangle  OIH  : 

1°  On  a  (avec  a'^  b  ~;:>  c) 

A-C    .    A-G    .    A-B 

■S  =  ■>,  K-  sin siri sin , 

"i.  a  2 

„_  {b  —  c  ){a  —  c)( a  —  h) 

J  —     rj j 

2°  Si  r  et  v'  sont  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  ex-inscrit 
dans  l'angle  intérieur  A  et  S'  la  surface  du  triangle  OI'H,  on  a 
aussi 

G         A-G         A-^B 

ces  cos , 


S': 


2 

(h—  c)ia~^  c)ia-^  h) 


S-h  S'=  B2sin(B  —  G); 

3°  La  condition 

p'*—i.{K'^-\-ioRr  —  r-^)p--^  /•(4R  -^  r)^  lo 

exprime  que  le  triangle  ABG  est  possible  avec  ses  éléments  p, 
^,  r.  (R.  Sondât.) 

Ann.  de  Mcttlieniat..  .i"  série,  l.  1\.  (Janvier  1890.)  4 


(   5o  ) 

SIR  OLELOIES  PERFECTIO\\EME\TS  DONT  SERAIT  SLSCEP- 
TIBLE  L'EXPOSITION  DE  LA  THÉORIE  DES  QUANTITES 
NÉGATIVES. 

Fxlraii   de  Leçons   nouvelles  sur   l'analyse   infinitésimale 
et  ses  applications  géométriques  (en  préparation  ); 

Par  m.  Ch.  MÉRAY, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon, 

ÂVKr     L.\     COLLABORATION     DE     M.     Cu.      RIQUIER, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen. 


Une  confasion  trop  prématurée  et  trop  absolue  faite  entre 
tes  signes  opératoires  de  l'addition  et  de  la  soustraction  et  les 
signes  constitutionnels  des  quantités   positives  et  négatives, 
faite  encore  entre  les  quantités  positives  et  leurs  valeurs  numé- 
riques, rend  les  principes  de  cette  théorie  à  peu  près  inintelh- 
eibles  pour  les  commençants.  Ses  applications  à  la  spécification 
mathématique  des  grandeurs  convenables  dans  deu.  sens  con- 
traires,   et  la   pratique   du   calcul    algébrique,   finissent    sans 
doute  par  leur  apprendre  le  maniement  de  ces  quantités;  mais 
ils  parviennent  bien  rarement  à  se  rendre  un  compte  parfaite- 
ment raisonné  de  ce  qu'ils  font  ainsi.  ,       .     .     , 
En  procédant  comme   ci-après,  il  semble  qu'on   réussirait  a 
éviter  toute  obscurité  et  qu'on  gagnerait  par  surcroît  1  avan- 
tage de  ne  pas  s'écarter  du  domaine  de  l'Algèbre  pure. 

lo.  De  même  que  la  substitution  des  nombres  frac- 
tionnaires aux  nombres  entiers  rend  toutes  les  divisions 
possibles  et  permet  même  de  changer  une  multiplication 
en  une  division  ou  inversement,  celle  des  nouvelles 
quantités  fictives  dont  nous  allons  parler  aux  nombres 
fractionnaires  absolus  ajoute  à  ce  double  avantage  celui 
de  supprimer  les  soustractions    impossibles  et  de  per- 
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mellro  aussi  de  roinplacer  à  volonté  une  souslraclion 
par  une  atklition  ou  bien  une  addition  par  uiu'  soustrac- 
tion. 

JNous  appellerons  provisoirement  qualifiées  des  quan- 
tités absolues  (14)  conventionnelleuicnt  pourvues  de 
certaines  qualités  factices  les  rendant  aptes  à  subir  les 
opérations  également  factices  qui  vont  être  successive- 
ment définies. 

A  cbaque  quantité  absolue  a  non  =  o  correspondront 
(Jeux  quantités  qualifiées  dites  l'une  posi/iue,  l'autre 
négative  dont  nous  appellerons  ce  nombre  a  la  valeur 
absolue  (quelquefois  nu7Jiéri(/ue)  et  que  provisoirement 

nous  noterons  par  <7,  a  respectivement. 

A  la  quantité  absolue  o  correspondra  une  seule  quan- 
tité qualifiée  dite  neutre  et  de  valeur  absolue  nulle,  que 

nous  leprésenterons  par  o. 

Deux  quantités  qualifiées  dont  les  valeurs  absolues 
sont  égales  entre  elles,  mais  non  à  o,  seront  dites  égales 
si  leuis  noms  sont  identiques,  opposées  s'ils  sont  diflé- 
rents. 

DeuK  quantités  neutres  seront  dites  indéfiniment 
égales  ou  opposées. 

16.  L'addition  de  plusieurs  quantités  qualifiées  don- 
nées consiste  à  faire  la  somme  des  valeurs  absolues,  de 
celles  qui  sont  positives,  celle  des  valeurs  absolues  des 
négatives,  et  à  qualifier  du  nom  de  la  plus  grande  de  ces 
deux  sommes  son  excès  sur  la  plus  petite  (on  néglige 
naturellement  les  quantités  neutres).  Quand  cet  excès 
est  nul,  par  exemple  quand  il  s'agit  d'additioinier  deux 

quantités  qualifiées  opjiosées,  on  prend  o  pour  ré- 
sultat. 

Par  exemple,  en  conservant  pour  toutes  nos  opérations 
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factices  les  signes   opératoires  employés  dans   le  calcul 
des  quantités  absolues,  on  aura 


\0    -h         O  =    4   ' 

5     ^     T    =  3  , 


Une  somme  de  plusieurs  quantités  qualijiées  reste  la 
même  si  l'on  modifie  arbitrairement  l'ordre  de  suc- 
cession de  ses  termes,  si  l'on  y  introduit  ou  qu'on  en  ôte 
un  nombre  quelconque  de  parties  neutres. 

17.  Deux  quantités  qualifiées  (juelconques  étant 
données,  on  peut  toujours  en  trouver  une  troisième  et 
une  seule  dont  l'addition  à  la  seconde  reproduise  la 
première.  Pour  exécuter  cette  soustraction,  il  suffit 
d'ajouter  à  la  première  quantité  l'opposée  de  la  seconde 
(lo).  Le  résultat  est  la  différence  de  ces  quantités 
considérées  dans  l'ordre  indiqué. 

Exemples  : 

5  —  6  =  5-7-6=11, 

7  —  3  =  7  +  3   =  4, 


3/        \3/       \3/       \3/\3/'\3  7       ^' 

18.  Deux  quantités  qualifiées,  quand  elles  sont  égales 
entre  elles,  ojit  leur  différence  neutre  et  réciproque- 
ment. 

Quand  elles  sont  inégales,  elles  ont  une  dilierence 
positive  ou  négative.  On  dit,  selon  l'un  ou  l'autre  de  ces 
deux  cas,  que  la  première  est  supérieure  ou  inférieure  à 
la  seconde. 
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Paf  i'\riii[)lc, 


■2 

OU  J)ien  encore 


(»     >  1 1  >  i"» 


i5<  11  <     o     <\   i  ;<  7 


En  particulier,  la  f/uantité  neutre  o  est  supérieure  à 
toute  quantité  néi^ative,  inférieure  au  contraire  à 
toute  quantité  positive. 

19.  Des  quantités  qualifiées  données  étant  conihi- 
nées  dans  un  certain  ordre  par  voie  d' additions  et 
soustractions  consécutives,  le  même  résultat  final  est 
encore  obtenu  si,  à  l'addition  ou  à  la  soustraction 
d'une  quelconque  de  ces  quantités,  on  substitue  respec- 
tivement la  soustraction  ou  V addition  de  la  quantité 
opposée. 

Par  exemple, 

5— II -h-  (i  —  '-}  =  5-i-ii-i-6  —  3 
=   5  —  II  —  6  -1-3=... 
=  5  -hin-  6  -r-  3   =  i5. 

En  particulier,  cette  observation  permet  de  i^eni- 
placer  toutes  les  soustractions  par  l'addition  des  quan- 
tités opposées  à  celles  qu'il  faut  soustraire,  c'est-à-dire  de 
transformer  toujours  en  une  somme  l'expression  consi- 
dérée. 

Si  donc,  on  compose  plusieurs  notations  simples  en 
unissant  indissolublement  diverses  quantités  qualifiées 
à  des  signes  opératoires  -4-  ou  —  placés  devant  elles  ;  si 
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l'on  écrit  ces  notations  les  unes  à  l<i  suite  des  aut/es  en 

convenant  de  remplacer  la  première  par  a  t/uand  elle 

est  -+-  a  ou  —  a,  par  a  (piand  elle  est  —  a  on  -\-  «, 
on  obtient  une  notation  composée  représentant  la  même 
(piantitè  qualifiée,  quel  que  soit  l'ordre  de  succession 
adopté  pour  les  notations  simples. 

Une  pareille  notation  composée  se  nomme  un  polj- 
nônie  dont  les  divers  termes  sont  les  notations  simples 
formées  ainsi  par  des  associations  artificielles  de  signes 
opératoires  -f-,  —  avec  des  quantités  qualifiées. 

La  valeur  d' un  polynôme  ne  change  pas  non  plus, 
si  dans  quelques  termes  on  change  simultanément  le 
signe  opératoire  et  le  nom  de  la  quantité  qualifiée  qu  il 
précède. 

En  écrivant  ses  termes  par  groupes  quelconques, 
on  obtient  des  polynômes  partiels  représentant  des 
quantités  dont  la  somme  reproduit  toujours  la  valeur 
du  proposé. 

!20.  Le  produit  de  plusieurs  quantités  qualifiées  est 
celui  qui  a  pour  valeur  absolue  le  produit  des  valeurs 
absolues  dus  facteurs,  et  qui  est  positive  quand  le  nombre 
des  facteurs  négatifs  est  nul  ou  pair,  négative  quand  ce 
nombre  est  impair,  neutre  quand  quelqu'un  des  facteurs 
l'est  lui-même. 

Exemples  ; 

a  X  /'  =  a  X  />  =  \ab), 

a  X  h  =  a  X  b  =  {ab  ) , 

aX()  =  axo=     o. 

Pour  qu'un  pareil  produit  soit  neutre,  il  faut  donc 
et  il  suffit  que  V  un  au  moins  de  ses  facteurs  le  soit  lui- 
niémc. 
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21.  Le  produit  de  deux  polynômes  peut  s'ohienir 
en  en  formant  un  autre  (jui  a  pour  termes  les  divers 
produits  des  quantités  qualifiées  figurant  dans  le  pre- 
mier par  celles  qui  figurent  dans  le  second,  chacun  de 
ces  produits  partiels  étant  précédé  du  signe  opératoire 
-\-  ou  —  selon  que,  dans  les  poljnômes  proposés,   ses 

facteurs  sont  précédés  de  signes  identiques  ou  dijjé- 
reiits. 

Exemple  ; 

\-\-  a  —  a  )  \ —  c  —  d  j=  —  Vrtcj  — (  adj  -h\bc)  -h  \bd) . 

22.  Le  quotient  de  la  divdsion  d'une  première  quan- 
tité qualitiée  par  une  seconde  sera  (en  cas  qu'elle  existe) 
la  quantité  dont  le  produit  par  celle-ci  régénère  la  pre- 
mière. Sa  recherche  conduit  aux  résultats  suivants  : 

i"  Quand  le  diviseur  n'est  pas  neutre,  le  quotient 
existe  et  il  est  unique  :  I"  neutre  si  le  dividende  l'est; 
H"  non  neutre,  si  le  dividende  ne  l'est  pas,  et  alors  posi- 
tif ou  négatif  selon  que  les  noms  du  dividende  et  du  di- 
viseur sont  identiques  ou  dillérents;  de  plus,  sa  valenr 
absolue  est  toujours  égale  au  quotient  de  celle  du  divi- 
dende divisée  par  celle  du  diviseur; 

2°  Quand  le  diviseur  est  neutre  :  I"  la  division  est 
impossible  si  le  dividende  ne  l'est  pas  en  même  temps; 
II"  la  division  redevient  possible,  mais  le  quotient  est 
absolument  et  entièrement  indéterminé  si  le  dividende 
est  neutre  aussi. 

Exemples  (è  non  =  o)  : 

-«^ — >       < — ^ 

()               o  < — > 
=  — =     o, 


rt    _       a      _  l    a     \ 
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a    _      a     _  /    <^ 


b  b 

< — »- 

=  telle  quantité  qualifiée  qu'on  voudra. 


Comme  on  a 


«    X     I     =    -—   =    «. 


le  changement    d'une    quantité  qualifiée  en    son   op- 
posée  équivaut  à  sa  multiplication  ou  à  sa  div>ision 


par 


23.  Dans  un  monôme,  expression  composée  ne 
comportant  que  des  multiplications  et  des  divisions,  la 
substitution,  à  un  Jacteur  ou  diviseur,  de  la  quantité 
qualifiée  qui  lui  est  opposée  change  seulement  le  nom 
(lu  résultat,  sans  changer  sa  valeur  absolue. 

En  combinant  celte  remarque  avec  celle  du  n"  19, 
on  aperçoit  que  dajis  toute  expression  impliquant  seule- 
ment r exécution  d  additions,  soustractions,  multipli- 
cations et  divisions  de  quantités  qualifiées,  on  peut  où 
Von  voudra  remplacer  l'un  par  l'autre  les  signes 
opératoires  -|-,  — ,  à  condition  de  changer  en  même 
temps  d' une  manière  convenable  les  noms  de  quchjues- 
unes  de  ces  quantités. 

En  particulier,  on  peut  ainsi  n'y  laisser  subsister  que 
des  signes  -\-  ;  cela  même  se  j ait  de  plusieurs  manières . 


(  ^7  ) 
F,\(iii[ilt'  : 


I   —  8  >  •    î   —  I  o .  I  o 

3-4-4  7  -^    ' 


i-^s         J.4  —  lo.io 


I    -T-  8  j  .  4  -^  'O  •  "J 

21.  iSï  R  e5f  le  résultat  d'opérations,  additions  et 
multiplications,  soustractions  et  divisiojisices  deux  der- 
/lière^  sortes  d'opérations  étant  naturellement  supposées 
possibles)  exécutées  sur  les  (/uantités  absolues 

a,     b,     c.      ....     o, 

.   .      -^{  ^->  .  \ 

la  quantité  positii^e  R  [ou  neutre    o  5i  R.  =  o)  est  aussi 

le  résultat  des  opérations  homonym.es  dans  In  théorie 
des  (/uantités  qualifiées  qu  on  exécuterait  parallèle- 
ment sur  les  quantités  positives  ou  neutres 

a.     b,     c.     ....     o. 

Cette  proposition  évidente  autorise  la  substitution 
svstémalique.  aux  nombres  absolus  définis  daus  le  para- 
graphe précédent,  des  quantités  positives  dont  ils  sont 
les  valeurs  numériques.  Et  sa  combinaison  avec  la  possi- 
bilité constante  de  toutes  les  soustractions  qualifiées, 
d'une  part  (17),  avec  les  observations  des  n"^  19  et  23, 
d'autre  part,  assure  à  la  substitution  dont  il  s'agit  les 
deux  avantages  annoncés  au  n"  lo. 

Moyennant  la  substitution  ultérieure  de  quelques 
quantités  négatives  à  des  quantités  positives,  on  reste 
notamiuent   maitre    de  ne   laisser  subsister   dans   une 
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expression  donnée  que  ceux  des  signes  opératoires  -t- 
ou  —  qui  facilitent  le  mieux  la  conception,  la  géné- 
ralisation et  renonciation  des  résultats  obtenus  dans 
la  question  oii  elle  se  présente.  C'est  en  procédant  ainsi 
qu'on  est  arrivé,  par  exemple,  à  cet  énoncé  simple  et  lu- 
mineux de  la  règle  de  multiplication  de  deux  polynômes 
quelconques  : 

Le  produit  est  la  somme  des  produits  partiels  des 
ternies  du  multiplicande  et  du  multiplicateur  trans- 
formés de  manière  à  ne  plus  contenir  l'un  et  l'autre 
que  des  signes  opératoires  +. 

25.  Le  plus  souvent  (mais  pas  toujours)  on  a  intérêt 
à  ne  laisser  partout  que  le  signe  opératoire  +  ;  le  mé- 
canisme habituelle  cette  transformation  d'un  polynôme 
à  termes  absolus  en  une  somme  de  quantités  qualiliées 
consiste  donc  à  substituer  une  quantité  positive  à  chaque 
nombre  absolu  qui  est  précédé  du  signe  +  et  une  quan- 
tité négative,  précédée  du  même  signe  -i-,  à  chaque  nota- 
tion complexe  constituée  par  un  nombre  absolu  précédé 
du  signe  —  et  par  le  signe  —  lui-même. 

Mais  s'il  demeure  bien  sous-entendu  que  le  polynôme 
qualiiié  ne  contiendra  jamais  que  des  signes  +,  on  peut 
se  contenter  de  retenir  que  des  nombres  absolus  «,  /?,  ... 

doivent  être  remplacés  parles  quantités  positives  a,  b^  ... 
et  des  notations  telles  que  —  a,  —  b,  ...  par  les  (juan- 

tités  négatives  rt,  ^,  .  .  . .  Cette  manière  de  voiries  choses 
conduit  à  juger  équivalentes  les  notations 

« ,     If,     . . . ,     il,     0,     ... 
d'une  part, 

a.     b,    .  .  .  . ,     —  a .     —  h.      ... 


(  -^9  ) 
d'autre  part,  et,  d'autre  pai't  eneore,  par  extension, 

-+- a,     -r- b,     ...,     — a,     — b,     .... 

L'usage  courant  est  conforme  à  ce  dernier  point  de 
vue  :  on  trouve  connnode  de  confondre  les  quantités 
positives  avec  leurs  valeurs  absolues,  sauf  à  écrire  devant 
les  notations  de  celles-ci,  quand  on  tient  à  mieux  affirmer 
<|u'on  les  a  transformées  par  la  pensée  en  des  quantités 
positives,  le  signe  opératoire  -h  changé  tacitement  en 
signe  (juaUficatif,  et  à  représenter  une  quantité  négative 
par  la  notation  de  sa  valeur  absolue  précédée  du  signe 
opératoire  —  pris  de  même  dans  un  sens  nouveau  qui 
est  purement  qualificatif.  C'est  ainsi  qu'on  est  ramené 
à  dire  que  les  quantités  positives  ont  le  signe  -+-  et  les 
quantités  négatives  le  signe  — ,  bien  qu'il  ne  s'agisse 
pas  nécessairement  d'additions  ou  de  soustractions  à 
exécuter. 

Enfin  le  théorème  du  n"  24  conduit  encore  à  identilier 


la  quantité  neutre    o    avec  le  zéro  naturel. 


Mais,  en  réalité,  un  nombre  n'est  pas  une  quantité  posi- 
tive; et,  pour  ta  notation  habituelle  des  quantités  néga- 
tives, le  signe  —  n'est  détourné  de  son  sens  opératoire  que 
par  une  convention  tacite.  On  ne  verra  plus  les  quantités 
négatives  à  travers  un  nuage  en  ne  l'oubliant  pas,  en  se  sou- 
venant aussi  qu'il  y  a,  non  une  théorie  des  quantités  néga- 
tives, mais  bien  une  théorie  des  quantités  factices  tant 
positives  que  négatives. 

Ce  mode  d'exposition  peut,  à  ce  qu'il  semble,  se  passer  d'il- 
lustrations empruntées  à  la  considération  des  grandeurs  con- 
crètes dirigées;  c'est  au  début  des  diverses  théories  où  les 
grandeurs  se  rencontrent  qu'il  convient  le  mieux  d'expliquer 
l'application  des  quantités  positives  et  négatives  à  leur  repré- 
sentation analytique. 
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RÉALISATION  ET  tSAGE  DES  FORMES  IMAGINAIRES 
m  GÉOMÉTRIE. 

Conférences  données  par  M.  Maximjlien  MARIE 

au   Collège  Stanislas,  à   Sainte-Barbe,   à]  l'École  Sainte-Geneviève 
et  à  l'Ecole  Monge. 


1.   Est-il  possible  défaire  réprésenter  un  point  du 
plan  des  axes  par  une  solution 

57  =  a  -i-  p  / —  I  , 

d' une  équation 

f{x,y)=o, 

sous  la  condition  que  le  point  représentatif  de  cette 
solution,  dont  les  coordonnées  X\  et  j^  seraient  des 
fonctions  de  T.,  jj,  a',  [il',  conserve  une  position  invariable 
dans  le  plan,  quelque  transformation  que  Von  fasse 
subir  aux  axes  et,  par  suite,  à  la  solution  considérée? 

Et  d'abord,  si  x,  doit  être  foiiini  par  la  formule 

Xi=  'f(rx,  p,  a',  p'), 
il  faudra  qu(;  j^,  le  soit  par 

7i=  ?(«',  P',  a,  P); 

sans  quoi  Téeliange  des  deux  axes  des  x  et  des  j  ne  lais- 
serait pas  le  point  (X|,  ji)  à  la  même  place. 
Supposons  donc  que  les  formules 

,ri=ci(a,  fia',  [:V)         et,        _ri  =  ?( '^',  P', '^.  P) 

remplissent  la  condition  exigée. 

Si  l'on  Iranspoile  l'origine  sur  l'axe  des  x  à  une  dis- 


(    (H     ) 

lance  a  df  raiicicniH',  les  foiimilcs   de  Iranslormalioii 

seront 

x'  =^  X  —  a 

de  sorte  que  la  solution 

.r  =  a  -J-  p  sj—  I  ,         Y  =  a'  +  fi'  \J—  1 
deviendra 

.f'  =  a  —  «  -(-  3  y/ —  I  ,         y  =  a'  -^  fi'  / —  i  : 
le  point  {^\ij\  )  deviendrait  donc 

x\  =  o(a  —  a,  3,  a',  |3'). 

y,  =  cp(a',  3'.  ot-a,  p); 

pour  qu'il  ait  conservé  la  même  situation,  il  faudra  que 
ses  coordonnées  x\^j\  soientliées  à  a:,,^)  par  les  for- 
mules de  transformation,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

cs(a  — a,  p,  7.',  3')=  o(a,  p,  a',  fs')— a. 
et 

o(a'  -3',  a-a,  ?)=cp(a',  p',a,  [3), 

quels  que  soient  a,  p,  a',  |j'  et  a. 

Ces  conditions  exigent  évidemment,  d'abord,  que  a 
n'entre  pas  dans  la  fonction  'j  relative  à  ^',  ni,  par 
conséqu(mt;  7/  dans  la  fonction  o  relative  à  x,;  en  se- 
cond lieu,  que  la  fonction  o  relative  à  X\  ne  contienne 
a  qu'au  premier  degré,  sans  coefficient,  et  de  même,  que 
la  fonction  ca  relative  à  j^,  ne  contienne  a' qu'au  premier 
degré,  sans  coefficient. 

Ainsi  la  transformation  considérée  conduit  à  conclure 
que  Xi  et  >',  doivent  respectivement  allecter  les  formes 

x,  =  ^  -Hd.(p,p') 
Considérons  maintenant  la  transformation  dans  la- 
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quelle;  Taxe  des  y  aurait  sinipleincMit  tourné  autour  de 
l'origiue,  de  manière  à  faire  avec  l'axe  des  x^  resté  fixe, 
l'angle  supplémentaire  de  celui  qu'il  faisait  auparavant. 
Les  formules  de  transformation  seront 

y' =  y         et        x' =  X -\- "icosOj; 

la  solution  x  =  y.-i-  ^  y/ —  i  ,  )'  =  a'-j-  [i'  y' —  i  devien- 
dra donc 

.r'=  a  -i-  p  \/—  I  +  2cosO(a'-i-  j3'  / —  i  ). 

Le  point  représentatif  de  la  solution  transformée  se- 
lait  donc 

ar'j  =  a  -H  2a'  cosO  -î-  ']/(  p  -|-  2  ^'  cosO,  |3') 

yi  =  a'+^(P',  p-+-2p'cose); 

mais,  pour  que  le  point  représenté  soit  resté  le  même,  il 
laudra  que  ses  coordonnées  j:',  , y',  et  J^i,j)  i  soient  liées 
par  les  formules  de  transformation,  c'est-à-dire  que 


ou  que 
et 


y\  =  y\         et        x\  =  xi-^r  9.yi  cos6 

a'-^v]>(!3',  9j  -+-  2p'cose)=  a'+(];(P',  p) 

a  ^-  2a'  cosO  -T-  ^(  ^  4-  2  p'  cosO,  P') 

=  a -+- ^(|3,  P')+ 2Cos6[a'+ -HP',  P)]. 

La  première  condition  montre  que  la  fonction  «]>  rela- 
tive à  ji  ne  doit  pas  contenir  ^  et,  par  suite,  que  la 
fonction  <h  relative  à  x,  ne  doit  pas  non  plus  contenir  ^'. 

En  conséquence,  il  faudra  réduire  x^  etj  ,  à 

•^i=a  +  7(p)         et        ji  =  a'+7_([3'). 

Mais  alors  la  condition 

x\  =  xi-\-  2yi  cos6 


(  ^y-  ) 

se  réduit  à 

■X  -h  j-x'  cos6  +  '|/(P  -+-  2^'  cosO) 
=  a-^-^}/(p)-T-acose[a'-4- J/(p')] 
ou 

ce  qui  exige  que  'l  soit  du  pietnier  degré  et  sans  cou- 
staule. 

En  résumé,  on  est  amené  à  faire  obligatoiremeut 

Il  est,  du  reste,  facile  de  vérifier  que,  dans  ces  condi- 
tions, le  point  représentatif" d'une  solution 

X  =  y.  -\-  ^  y/ —  I  ,         j/  =  a'  +  !3'  y/—  i 

lestera  toujours  le  même,  quelque   transfoiniation  des 
coordonnées  qui  intervienne. 

En  effet,  si  les  formules  de  transformation  sont 

x'  =  a  -h  m  X  -!-  }iy, 
y=  b-^px   -hqy, 

la  solution  transformée  de 

,r  =  a  -H  ^  y/—  i , 

sera 

a"'=a-t-/na-4-na:'-^(/np  +  nP')  y/ —  i ,   * 
y=  b-i-py.  -f-ya'  +  f/j^  -l-g,[i')y/_  ,; 

les  points   représentatifs  de  ces  deux   solutions  seront 
donc 

et 

x\  =  a  -^  /n  7.  -h  ii'x  -T-  ki  m  ^  -i-  /i^')=r  a  -f-  mx^  -h  ny^, 
y\  =  h^po.    ^  qy.'^kip'^  ^q^')=b^pXi    +  g-JKi , 

les  coordonnées   anciennes  et    nouvelles   de   ces  deux 


(  ^4  ) 

points  seront  donc  liées  entre  elles  par  les  formules  dv 
transformation  :  les  deux  points  coïncideront  donc. 

11  n'y  aurait  aucun  avantage  à  donner  à  A  une  valeur 
dinérente  de  i;  nous  ferons  donc  toujours 

^1  =  a  -f-  p,  Vi  =  oc'  H-  P'. 

2.  Les  solutions  imaginaires  a:  =^  a  +  [^  ^ — i, 
T=:a'4-[^'y/ — I  d'une  équation  à  deux  variables 
f(^x, y)=  o  présentent  une  double  indétermination, 
c'est-à-dire  que  les  quatre  variables  a,  [3,  a',  [3'  ne  sont 
liées  entre  elles  que  par  deux  conditions,  celles  dans 
lesquelles  se  décompose 

/(a  +  p  /^  ,  a'+  p'  v/^)  =  o. 

Il  en  résulte  que  les  points  (,r,,j}  ,)  représentatifs  de 
toutes  les  solutions  imaginaires  d'une  équationy(x,j)=o 
formeront  plaque  sur  le  Tableau. 

Sur  la  surface  recouverte  par  ces  points  (xi,j>^i),  on 
pourra  tracer  une  infinité  de  courbes  :  l'une  d'elles  sera 
définie  par  une  équation  complémentaire 

cp(a,  p,  a',  P')=  o. 

La  théorie  donnera  les  moyens  de  les  étudier  toutes; 
îuais  la  classe  de  celles  dont  les  points  correspondraient 
à  des  solutions  qui  pussent  être  rendues  réelles,  en 
même  temps,  par  rapport  à  l'une  des  variables,  x  par 
exemple,  par  une  transformation  convenable  des  coor- 
données, présentera  un  intérêt  tout  particulier,  parce 
que  ces  courbes  auront  des  rapports  beaucoup  plus  in- 
times que  toutes  les  autres  avec  la  courbe  réelle  repré- 
sentée par  la  même  équationy(jc,  j)=  o;  en  effet,  dans 
un  système  convenable  de  coordonnées,  les  ordonnées 
de  Tune  de  ces  courjjes  et  de   la   courbe   réelle   seront 


(  ti'>  ) 

irspccli\  c'inciil  icint'scntt'cs    par   deux    funclions    con- 
joinlos  de  l'ahscisse  romniiiiio 

cl 


y  =  o(x)zr:  \J —  'l{.r), 

annlogic  algébi'ifjiic  d'où  résulteront  une  infinité  d'ana- 
logies géomélrifjues,  qui  permettront  d'instituer  une 
Géoniètrie  covipnréc. 

Les  lieux  courbes  eontenus  dans  le  lieu  plany^(jc,}^)=o 
qui  sont  définis  par  la  condition  précédente  sont  dési- 
gnés sous  le  noni  de  conjuguées  du  lieu  réel  f(x\j)=o. 

Cherchons  la  condition  eouiplémentaire  qu'il  faudra 
joindre  à  l'équation  y^(.r,j)  )  =  o  pour  définir  une  des 
conjuguées  de  ce  lieu,  c'est-à-dire  cherchons  le  caractère 
commun  de  toutes  les  solutions  imaginaires  de  l'équa- 
tion d'un  lieu,  qui  pourraient  devenir  en  même  temps 
réelles  par  rapport  à  l'abscisse,  à  la  suite  d'une  trans- 
formation convenable  de  coordonnées. 

Soient 

3?'  sin(0  —  a  n- j''  sin(0  —  x') 
•^'"  ^ÎTÔ  ' 

et 

x'  sin  a  ^-y'  sina' 

les  formules  d'une  transformation;  on  en  tire 

[a-  sina'  —  _/  sin(0  —  a'  )]  ?in  6 

=  .r'[sina'  sin(0  —  a  )—  sin  a  sin(0  —  a')J. 

Si  donc  on  veut  que  les  x'  soient  réels,  il  faudra  que.i 
vly  soient  tels  que 

c«iiia'  —  j-sin(0  —  a') 
Anri.  de  Mathétnat.,  3*  série,  l.  IX.  (Février  iSgo.)  5 


(  (^^^  ) 

soit  réel,  c'est-à-dire, si  j:'=:a-f-|j  y' — i  etj  =7/-f-[j'y/ — i, 

que 

J3siii7.' — ij'sin(6  —  a')=  o 
ou  que 

[j'  ?ina' 

Jj   ~  siii(0  —  y.' )' 

condition  indépendante,  comme  on  le  voit,  de   l'équa- 
tion du  lieu  considéré. 

Ainsi,  l'on  pourra  rendre  en  même  lem[)S  réelles,  par 
rapport  à  l'abscisse  nouvelle,  les  solutions  de  toutes  les 

équations   à    deux   variables   où   ~-  aurait    une   même 
valeur  C. 

O' 

La  constante  C  =  J-  ({ui  déliait  une  conjuguée  d'un 

lieuy(a',  /)=  o  est  ce  que  nous  nommerons  la  ca/ac- 
téristique  ont  cette  conjuguée. 
On  voit  que  cette  caractéristique 


;in(fJ  —  a') 


est  le  coefEcient  angulaire  de  la  direction  qu'il  faudrait 
donner  au  nouvel  axe  des  y  pour  rendre  en  même  temps 
réelles  les  abscisses  nouvelles  de  tous  les  points  de  la 
conjuguée. 

Ainsi  l'équation  de  la  conjuguée  C  d'un  lieu 

f{x,y)=  o 

résulterait  de  l'élimination  de  a,  ^i,  a'  et  jj'  entre  les 
équations 

/•(a  -+-  [i  v/=rr  ,  a'  -}-  ;i'  v/=^)  =  o, 


et 


1-* 
mais  on  ne  se  servira  jamais  de  celte  équation  d'une  con- 


(  <>:  ) 

|ii^iu'(' cil  ('()i)rili)iiiiLH's  rc'cllc's.  Cctlc  c*([iiali()ii  sci'ait  (l(^ 
(Icyrô  ///  (/// —  i)  ou  (11'  dcgiô  ///-  suivaiiL  (|iie  l'écjiialioii 
_/(a',  )):^i),  lie  degré  m,  aiirall  tous  ses  eoefdcieiil.s  réels 
ou  en  aurait  d'iniaginaires  ;  mais  la  conjuguée  elle-nièuie 
sera  J)ien  [)lus  facile  à  étudier  dans  Téqualioiiy  (.^■,  y)  =  o, 
([iii  la  r('[)réseiite  eu  coordonnées  imaginaires,  que  dans 
celle  qui  la  l'cprésenlerait  en  coordonni'cs  réelles. 

Les  conjuguées  d'un  lieu  de  degré  ///  [)résentenl,  eu 
ellot,  comme  on  le  verra,  tant  au  point  de  vue  algébiique 
qu'au  point  de  vue  géométrique,  tous  les  caractères  des 
courbes  de  degré  ///. 

^ousdémonlrerons  d'ailleurs,  et  c'est,  en  définitive,  le 
Lut  que  nous  nous  pro[)Osons,  que  toute  question  quel- 
conque, résolue  déjà  pour  le  lieu  réely (x,  7)  =  o,  l'est 
par  cela  même,  au  moyen  des  mêmes  formules,  pour 
une  quelconque  de  ses  conjuguées,  moYcnnant  une  in- 
terprétation toujours  tiès  simple. 

Cordes  réelles  d'une  conjumiée.  —  Une  équation 
r  =  C.r -+-(/,  dans  laquelle  <^/ peut  prendre  toutes  les 
valeurs  réelles,  n'est  capable  que  de  solutions  du  sys- 
tème  C:    en    ellét,    si    l'on    y   lait   a' =  a -{- [j  ^  — 1     et 

-)   =a'-[-(3'\  — I.  il  vient 

on  voit  donc  qu'on  pourrait  directement  construire  la 
conjuguée  C  d'un  lieu  /'(.r,  ))^o,  en  recliercliant 
toutes  les  solutions  communes  à  l'équation  f(jc^  -)  )  =  o 
et  à  l'équation  j^  =  Ca*  -+-  d,  dans  laquelle  ou  ferait  va- 
rier d  de  — ce  à  H- x  ^  au  reste  le  point  .r,  =  a  4-  [j, 
)-,  ir=  a' -h  ^j',  qui  représenterait  une  de;  ces  solutions, 
appartiendrait  à  la  sécante  considérée  y=:Cv  -h  r/,  cai' 
les  deux  é(( nations  précédentes  donneiit 

a'~  V^  Ce/ -3)4-^/. 


(  (^8  ) 
3.   Conjuguées  des  coniques.  —  Soit  C  {/ig-  i)  une 
ellipse   quelconque,    cherchons  la  conjuguée  de   celte 


Fis.   I. 


ellipse  dont  les  cordes  réelles  sont  parallèles  à  la  droite 
NN':  pour  cela  rapportons  la  courbe  au  diamètre  paral- 
lèle à  NN',  piis  pour  axe  des  7 ,  et  à  son  conjugué,  pris 
pour  axe  des  x\  l'équation  de  l'ellipse  prendra  la  forme 


X- 

à- 
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si  l'on  donne  à  x  des  valeurs  non  comprises  entre  —  a' 
et  H-  «',  l'ordonnée  du  lieu  sera  imaginaire  et  repré- 
sentée par 

y  =  —,  s/x  -  —  a-  y  —  1 , 

les  coordonnées  réalisées  du  point  correspondant  seront 

b' 


Xx  =  X         et         y\  =  —  yx'f  —  a'-\ 
elles  seront  donc  liées  entre  elles  par  la  relation 

—f-  —  i-r  —1  =  0: 
«'2        b'-^ 


(  6c)  ) 
la  conjui^uéc  lieu  de  ees  points  sera  donc  l'hyperbole 
SAS'TA'T'  ayant  pour  dianièlre  non  transverse  le  dia- 
mètre de  l'ellipse  parallèle  aux  cordes  réelles  de  cette 
même  conjuguée,  et  pour  diamètre  transverse  le  dia- 
mètre conjugué  du  premiei'. 

Ainsi  les  conjuguées  d'une  ellipse  sont  toutes  les  hy- 
perboles qui  ont  avec  elle  un  système  de  diamètres  con- 
jugués commun;  elles  recouvrent  tout  le  plan^  sauf  l'in- 
térieur de  l'ellipse,  et  cette  ellipse  est  reaveloppe  de  ses 
conjuguées.  JNous  savions  déjà  qu'il  en  est  de  même  de 
toutes  les  courbes  :  une  courbe  quelconque  est  l'enve- 
loppe de  ses  conjuguées,  ou  d'une  partie  de  ses  conju- 
guées. 

Considérons  maintenant  une  hyperbole  {Jîg-  2)  :  les 

Via.  ■^. 


parallèles  à  un  rayon  compris  dans  les  angles  des  deux 
asymptotes  qui  comprennent  eux-mêmes  la  courbe 
réelle  rencontreraient  tous  cette  courbe  en  deux  points 
réels;  ainsi  les  cordes  réelles  des  conjuguées  d'une  hy- 
perbole sont  parallèles  aux  diamètres  non  transverses 
de  cette  courbe;  en  d'autres  ternies,  quels  que  soient  les 
axes  auxquels  une  hyperbole  soit  rapportée, la  caractéris- 


(  7"  ) 

Li(jue  C  =  ^  cl  une  coujuguée  ne  pcul  varier  qu'entre 

les  valeurs  extrêmes  des  coeflîcients  angulaires  des  dia- 
mètres non  Iransverses  de  la  courbe.  C'est  un  fait  gé- 
néral en  ce  sens  que,  si  une  courbe  de  degré  //i  est  tou- 
jours coupée  en  m  points  réels  par  toutes  les  droites 
parallèles  aux  rayons  d'un  secteur,  la  courbe  n'a  pas  de 
conjuguée  dont  la  caractéristique  soit  comprise  entre  les 
coeilicients  angulaires  des  ravons  extrêmes  de  ce  secteur, 
et  ces  rayons  extrêmes  ont  généralement  des  directions 
asymptotiques,  parce  que,  généralement,  ou  peut  mener 
à  la  courbe  plus  de  tangentes  inclinées  à  une  asymptote, 
dans  un  sens,  qu'on  n'en  peut  mener  qui  soient  inclinées 
dans  le  sens  contraire.  Au  reste,  cela  ne  veut  pas  dire 
qu'une  courbe  n'ait  jamais  de  conjuguées  dont  les  cordes 
réelles  aient  des  directions  parallèlement  auxquelles  on 
ne  pourrait  pas  lui  mener  de  tangentes. 

Supposons  que  nous  voub'ons  connaître  la  conjuguée 
de  riivperj^ole  SAS'TA'T',  dont  les  cordes  réelles  sc- 
iaient parallèles  à  une  droite  jNiN'  parallèle  à  un  diamètre 
lîB'  non  tians\erse  de  celte  hvperbole:  prenons  pour 
axe  des -)  ce  diamètre  BB'  et  son  conjugué  AA'  pour  axe 
des  x\  l'équation  de  l'hyperbole  prendra  la  forme 


r- 

0  ' 


et  si  l'on  donne  à  x  des  valeurs  comprises  entre  —  a  et 
-|-  n\  y  sera  imaginaire  et  représenté  par 


J'  =  7?  V«'— •'•- V^- 


les  cooi"d(jnnécs  réalisées  du  point  correspondant  seront 


(/ 


y^  =  -'va- 


i    7'    ) 
elles  .siioiiL  (loue  li('(s  eiilrc  elles  pat-  la  rclatidii 


(i  -  b  - 


la  conjuguée  lieu  de  e<'s  points  sera  donc  Tellipse 
l)  A  IV xV,  avant  poui'  dianiélies  les  deux  diamètres  de  l'iiy- 
iK-rbole  considérée,  qui  seraient  parallèles,  l'un  aux 
cordes  réelles  de  la  conjuguée,  et  l'autre  au  diamètre 
conjugué  du  premier. 

Ainsi,  les  conjuguées  dune  hyperbole  sont  toutes  les 
ellipses  qui  ont  avec  elle  un  svstème  de  diamètres  con- 
jugués commun.  Elles  ont  deux  enveloppes,  l'une 
réelle,  c'esll'hvperbole  proposée,  l'autre  imaginaire,  qui 
est  riivpcrbole  de  mêmes  axes,  mais  changés  de  réels  en 
imaginaires,  et  réciprocpiement.  Cette  seconde  enveloppe 
est  ordinairement  désignée  sous  le  nom  (ïhyperhole 
conjuguée  de  la  première;  mais  nous  l'appellerons 
y^\x\.o1  sup plémeutaire  de  la  proposée,  parce  que,  lorsque 
les  conjuguées  d'une  courbe  ont  deux  enveloppes,  l'en- 
veloppe imaginaire  présente  toujours  tous  les  caractères 
d'une  véritable  supplémentaire  de  la  courbe  elle-même 
ou  de  l'enveloppe  réelle. 

Les  deux  enveloppes  ont  ici  les  mêmes  asvmptotes, 
c'est  un  fait  qui  sera  généralisé. 

Les  conjugué<îs  d'une  livperbole  recouvrent  toute  la 
portion  du  plan  compi-ise  entre  cette  hyperbole  et  sa 
supplémentaire,  et  aucune  ne  peut  pénétrer  dans  l'in- 
lérieui'  de  la  cont:a\ité  de  1  une  ou  de  l'autre  des  deux 
bvperboles. 

Les  points  de  l'enveloppe  imaginaire,  ou  de  l'hyper- 
bole supplémentaire,  seraient  fournis  par  les  solutions 
imaginaires  sans  parties  réelles  de  l'équation  de  l'hyper- 
bole proposée,  rapportée  à  deux  de  ses  diamètres  conju- 
gués (pielcontpu's  a  et  h. 


l  72 

En  elïet,  si  clans  1  ë(]tiation 


—  —  7^  —  I  =  o 
a-         0^ 


on  lait 

.r=^^V^~         et,         J)'  =  ?V- 
il  vient 


1  =  0; 


les  coordonnées  réalisées  du  point  correspondant  sont 

•-f^i  —  r''        J- 1  —  1-"  5 
et  elles  sont  liées  par  l'équation 

— -  -—    -i-  I  =  o 

a-  0- 

qui  représente  bien  l'hyperbole  supplémentaire. 

Le  coefficient  anerulaire  -—  du  lieu  '— :  —  v-;  —  1=0, 

en  un  point  de  l'enveloppe  imaginaire,  se  réduit  ici  à 

-—-  et  est,  })ar  conséquent,  réel.  Nous  verrons   bientôt 

(jue  c'est  le  caractère  général  de  l'enveloppe  imaginaire 
des  conjuguées  d'un  lieu  quelconque. 

Lorsque  la  caractéristique  d'une  conjuguée  d'une  hy- 
perbole tend  vers  le  coefficient  angulaire  d'une  des 
asymptotes,  la  conjuguée  correspondante  s'aplatit  indé- 
finiment et,  à  la  limite,  se  confond  avec  l'asymptote  elle- 
même,  qu'elle  recouvre  deux  fois.  Nous  verrons  plus 
tard  que  le  fait  est  général  et  même  que  les  conjuguées 
d'une  courbe  de  degré  quelconque  tendent,  dans  une 
de  leurs  parties,  à  devenir  des  ellipses,  lorsque  leur 
caractéristique  tend  vers  le  coefficient  angulaire  d'une 
asymptote  réelle. 

On  verrait,  comme  précédemment,  que  les  conjuguées 
d'une  parahole  sonr  des  paraboles  égales  à  la  proposée 


(  ;•>  } 

l't  opposées  ;'i  elle  pai'  un  diainèlre  coniiiiiiii  cl  iiiie  lan- 
g(;iile  (-oniinuiic. 

Les  eonjuguéc's  d  une  elli[)sc  imagiiiaiiH; 

«  -        b- 

sonl  toules  li's  livpcrbolcs  (|in  oui  avec  l'ellipst;  réelle 
eorrespoutlaiile 

.5..  2  .'»■-_ 

â^  "^  7/^  ~  ' 

un  système  de  diamètres  ccjnjugués  eoinniun.  Seuienu'iil, 
c'est  alors  le  diamètre  lransvers<i  de  la  conjuguée  qui 
est  parallèle  à  ses  cordes  réi'lles. 

L'eme]op[)e    imaginaire   de  ces  conjuguées    est   l'el- 
lipse 

X'         y- 

VA\e  est  fournie  par  les  solutions  iniaginaires,  sans  par- 
ties réelles,  de  l'équation  du  lieu  lui-même, 

■^'2  ,1-    _ 

II-         b-  ' 

c'est-à-dire  par  les  solutions  de  la  forme 

réalisées  par 

''^1  —  î-'»        ..'  1—  p  • 


En  un  quelconque  des  points  de  cette  enveloppe  imagi- 
naire, le  coefïicieiit  angulaire  -~-  du  lieu  est  réel. 
*  du 

Les  conjuguées  tie  l'ellipse  évanouissante 


17- 


sont  naturcliemenl   réduitt.s  à  leurs   asymploliîs,  c'est- 
;!-(lirc  sont  des  droites.  Les  conjuguées  dont  les  coides 


(  :i  ) 

rci'Ilcs  soiil  paiciilè'lcs  à  une  dioiu;  doiiuce  sont  les  dia- 
i^oiiales  du  parallélogramnie  construit  sui-  les  deux  dia- 
mètres conjugués  d'une  ellipse  honiolliéti(|ue  à  l'ellipse 
é\  anouissante,  dont  l'un  serait  parallèle  aux  cordes 
réelles  de  cette  conjuguée. 

i.    Des  éléiueiils    (V un  lieu  en  un   de  ses  points  et 
(le  r enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lien.  — 

Le  coellicieni  dillérentiel  -~  en  un  point  ,r,  y  d'un  lieu 

dx  ^ 

./\X,  Y)  =  o 
est 

ce   jappoit  n'a  C|u'une   valeur,  cpiel   que  soit  dx,  c'est- 
à-dire  que  si  Ton  donne  à  .r  l'accroissenient 

c/.r  =  il'x  4-  di  \/ —  1 , 

raccroisseinent  coït  lîspondant  de;  )  , 

dy  =  d~j!  +  d'à'  \J  —  i , 

scia   toujours  lié  à   l'accroisstMucnt  de    x  par  la   même 
relation 

d'i  -:-  ./'î'  s/^^x  =  -  4^^^--'  i'iy.  ^  d'i>  v/^) , 
jy\x,y)  ■ 

quels  que  soient  d'y.  et  d'p  l'un  pac  rapport  à  l'autre. 

Soit  7//  -I-  //  \/ —  I  la  valeur  du  coellicicnt  difierenticl 
* j-  au  point  .r,  )  ,  les  accroissements  cori'espondants  de 
.r  el  de  y  scrojit  donc   liés  l'un  à  l'autre  par  la  relation 

dî H-  ^/3 V-^  =  (  ni  -^r  II  \^~^\) [d-j.  +  d'^j \J~) 


(  :■'  ) 

(jtii  .se  décompose  en  deux 

doL  —  ni  d-j.  —  Il  d'^^ 

et 

d'^'  =  m  d'^  -r-  n  <r/a. 

Soient,  suivant  notre  notation  liabitnelle,  j",  et  i)  les 
coordonnées  du  point  repré.scntatil'de  la  solution,  a,  )  , 
,-,  _j_  dxx  et  )  ,  +  (1)  i  celles  d'un  point  in(ininuint  voi- 
sin, de  soite  (pie 

d.ri  =  d'X  -H  d/^j         ft  d\\  =  doc' -h  d'à'; 

les  deux  équations  précédentes  donnent 

dvi  _  d'j.'—  dy  _  (  m    :-  n  )  d'i  -h  (  m  —  //  )  ^/3 
7/.7,  ~  Thr^Td'^  ~  ~  dy.-\-  d'^ 

ou 

/»  -r-  Il  -^{  m  —  Il  )  -,- 
<lyi  _  «a 

^^  d^ 

V-^  pourra  doue  iirendre  Iiahiluellement  une  inlinilé  de 
valeurs,   qui  dépendront   de-^;  c'est-à-dire  (pi'autour 

du  point  x,,j'i,  qui  (îoriespond  à  la  solution  x,  r  à^" 
ré(|uation/'(X,  Y  )  =^  o,  le  lieu  eu  présentera  générale- 
ment une  inlinité  d'autres,  placées  dans  toutes  les  dinx- 
tions,  ce  qui  est  tout  nature],  puisque  ce  lieu  constitue 
une  surface.  Les  lignes  droites  qui  joindi-aient  le  point 
[.r,,  )  ,]  aux  points  [.!•,  H- rAr, ,  y,  -}- J)  ,]  constituent 
les  éléments  du  lieu  au  point  [X),  9  i]. 

Pour  que  tous  ces  éléments  se  conlondissent  géomé- 

/  fl^ 

ti'icpiement,  il  faudrait  <|ue  -^"—  fut  indépendant  de  -^? 

ce  (pii  exigerait  (jue 


ou    «pu-   Il  =z   o. 


(  7^  ) 

Ainsi,   aux  points  cruii  lieu  où -f- est  réel,   tous  les 

'  dx 

éléments  de  ee  lieu  se  confondent,  c'est-à-dire  que  toutes 
les  courbes,  lieux  de  points  [j:,,  j  ,  ],  qui  y  passent,  s'y 
louchent. 

C'est  là  la  propriété  caractéristique  de  la  limite,  réelle 
ou  imaginaire,  de  la  portion  du  plan  recouverte  par  tous 
les  points  imaginaires  réalisés  d'un  lieu  quelconque  ;  les 
deux  enveloppes  réelle  et  imaginaire  des  conjuguées 
d'un  lieu  quelconque  seront  doue  fournies  simultané- 
ment par  la  condition  commune  : 

-j-  est  rcel. 
(Ix 

Nous  allons  donner  deux  exemples  d'une  telle  re- 
clierclie.  Soit  d'abord  le  lieu 

y3  —  «2j-  +  a-  X  =  C). 

tjr ^__ 

c/x  oy-  —  a-  ' 

pour  que  -j-  soit   réel,   il   faut  (pie  y   soit  de   la   forme 

'^' \  ■ — ^i;  alors  X  ser;i  de  la  forme  |j  y  — i.  D'ailleurs, 
<;es  valeurs  de  a:  vlj  devant  saiisfaiie  à  l'équation  du 
lieu,  on  aura 

—  ^i'-*— f<2[i'-H  C/-3  =  o  ; 

ré(|uation  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du 

lieu  est  donc 

y^  -f-  a-j-  —  a-x  =  o. 

La  courbe  réelle,  ou  l'enveloppe  réelle  des  conjuguées 
du  lieu,  est  S  A  O  A'8' ( //^'.  ;^),  et  l'enveloppe  imaginaire 
est  Si  OS',.  Ces  deux  enveloppes  se  touchent  à  l'origine, 
(]ui  est  pour  elles  deux  un  point  d'inflexion,  et  elles 
sont  réciproques. 

JNous  verrons  plus  tard  (pi'il   eu  est  toujours  ainsi  : 


(  77  ) 
li's  tli'ux  enveloppes  soiil  Loujours  réciproques  ruiie  de 
l'autie,  (•'(•sl-à-clice  qiu'  cliaeune  d'elles  est  l'enveloppe 


imaginaire  des  conjuguées  de  l'autre,  et  les  deux  courbes 
ont  les  mêmes  points  d'inflexion,  où  d'ailleurs  elles  se 
tournent  leurs  convexités. 

Considérons,  comme  second  exemple,  le  lieu  repré- 
senté par  l'équation 

(.r  — rt  — 6v/— i)'-t-  {y  —  a—b's/—i)''=  ( /• -^ /■' /ZT, ) ^ ^ 

qui  se  présentera  de  lui-même  dans  la  théorie  des  cour- 
bures et  auquel  nous  donnons  le  nom  de  cercle  imagi- 
naire. 

Soient  x  =  a  -+-  |i  y/ —  i  et  r  =  a'  -j-  ,3'y/ — i  les  coor- 
données imaginaires  d'un  point  du  lieu,  a,  ^3,  a'  et  3' 
satisferont  aux  deux  conditions 

(1)  (oi  —  ay^-  (,3  — /^)2^(-/— a'j2_(3'_/y)2^  r^—  ,''- 
et 

(2)  (a  — a)(^.  — 6j-+-(ot'  — «')(P'— Z,')  =  rr': 

le  coelîicient  diiïerentiel  -j-  aura  pour  valeur  en  ce 
point 

X  —  a  —  b  /—  I    _a  —  CT-f-(p  —  b)  \J —  i 
y  —  a'  —  b\l—  I  a'— r/'— (  3'—  //)/ir7 


dx 


(  :«) 

(,'t,  pour  qu  il  soil  iyh-I,  il  (audia  (jiu; 
a  —  «  3  —  /y 

l^'é(juation  ('.>)  tloiiiic 

3  -  A  =  -^^^^,  (  3'  -  ^'  )  -. 
a  —  a 

eu  subsliluaut  dans  les  deux  autres,  il  vii-ut 


(oL  —  nY^—  ~, /-  (  fi'  —  1/  |i 


(I  bis)        1 


ou 

et 


(  2  OIS  )  — , ; la  —  ''M  h.  3  —  'J  >  =  /v 

I     a  —  «  J    ^ 

ou 

/•/•'(z'—  rt') 


(■iter)  ('i'—b')  = 


(a  —  rt  )  -  -4-  (  s:'  —  (•/)■•' 
élimiiiauL  inaiiiteuaiil   j' —  //.  il  vient 


(4)      (y.  —  a)^^-(y:-a'y^—  '" '' 


(  a  —  a }-—  i  y.' —  n'  )- 
c'est-à-dire 

(       —  (  /-î—  r'^  )  [(a  —  «)3-f-  (a'—  rt')^]—  r^-r'^  =  o, 
équation  qui  donue 


=  /•■'     OU     —  /•  -: 


(  19  ) 
mais  (7.  —  (f)--i-(y! — d'y-   ne  saurait  rlvr.  iic-^alil;  j».ir 
coiiS(.'(jU('iit,  cil  (Icliiiilivo,  la  solution  csL 

(i  qudlcr)  (  x  —  f^  !---(-/' — a' )'-=/•'-. 

c'est-à-dire  (jiie  a  cl  a'  sont  les  coordonnées  d'un  [xtinl 
de  la  cireonféieuce 

(  5  )  {x  —  ((Y^-^  (y  —  «'  y-  =  /-î. 

L'é(juation  (i)  donne,  par  suite, 

et,  par  consécpienl,  [iJ  et  |j'  sont  les  coordonnées  d'un 
point  du  cercle 

I.  .r  —  b  y-  -:-  (  y  —  h'  )-  =  r'-  ; 

mais  l'équation  (3) 

x  —  a   __    'ii  —  h 
a'  —  a'  ~  3'—  // 

montre  que  les  rayons  des  deux  circonférences  (5)  et 
(()),  qui  contiendront  respectivement  les  points  (a,  a') 
et  (,j,  [i')  seront  parallèles. 

11  en  résulte  que  l'enveloppe  imaginaire  du  lieu  pro- 
posé est  la  circonlércnce  du  ceicle 

(,r  —  <-/  —  A)2-i-  (V  —  «'—  b' )-=z  (/•  +  r' )-. 

En  cH'ct,  soient,  par  rap[)ort  aux  axes  Oa;  et  Oj  (Ji^'  4  j> 
C  et  C  les  points  dont  les  coordonnées  sont  a  et  n' 
pour  le  premier,  b  et  //  pour  le  second;  CA  et  CI», 
deux  rayons  parallèles  des  deux  circonlerences  décrites 
de  C  et  de  C  comme  centres,  avec  /■  et  /'  pour  rayons; 
les  projections  de  CA  et  de;  C'B  sur  O.r  seront  rcspccli- 

vemenl 

a  —  ((     i-t      3  —  b. 


(  «-  ) 

vl  k'urs  projections  sui-  Oj  seroni 

'/  —  a'     et     p' —  h'; 

en  conséquence,  si  l'on  construit  le  point  Cj,  dont  les 
coordonnées  soient  n  -\~  h  et   «'-i-  b\  et  qu'autour  du 

Fig.  .i 


0 


©■ 


point  Cj  on  décrive  une  circonférence  de  rayon  /•  4-  /', 
celte  circonférence  sera  le  lieu  clierclié. 

En  ellet,  les  coordonnées  d'un  point  M  de  cette  cir- 
conférence seront 


et 


j'i  =  r/'-i-  b' -r- 


i^  3'— 6'=  a'- 


o.  De  la  ligne  droite.  —  Les  conjuguées  dune  ellipse 
étant  toutes  les  hyperboles  qui  ont  avec  elle  un  système 
de  diamètres  conjugués  commun,  les  conjuguées  d'une 
ellipse  évanouissante,  telle  que  le  lieu  représenté  par 
l'équation 

(y  —  jnx  — p  )'--r-  (  nx  -^  g  )'=  o, 

seront  des  hyperboles  réduites  à  leurs  asymptotes-,  cha- 
cune de  ces  conjuguées  sera  composée  des  diagonales 


(  8i   ) 
de  ruii    (U's  parallélograniincs  (•onslruits  snv  deux  dia- 
mètres conjugués  d'une  ellipse  lioniolhélique  à  la  pi'o- 
posée,  par  rapport  à  leur  centre  conimun,  telle  que 

(  j'  —  m .r  —  p  )- -T-  {  /i  X  -^  q  y-  =  /.- . 

Ainsi,  les  conjuguées  du  lieu 

{y  —  mx  —  p y- -i-  (  nx  -T-  g)-  =  o 

constituent  deux  faisceaux  de  droites,  émergeant  l'un  et 
l'autre  du  point  réel 


où  se  réduit  l'ellipse  évanouissante. 

L'un  de  ces  faisceaux  constitue  le  système  des  conju- 
guées du  lieu 

y  =  (  m  -!-  n  \l  —  i)  ./■  —  p  —  q  /—  i  . 

et  l'autre,  le  système  des  conjuguées  du  lieu 

y  r=  (  m  —  n  \i —  i  )  ■''  ~~  /'  —  'Z  \/ —  •  • 

Considérous  l'uu  d(i  ces  lieux  en  particulier. 
Ou     pourra     toujours    déleruiiner     m -\- n  \  — i      et 
/'  ^  'I S  —  '  1  ^^  f'i<;on  que  l'équation 

j'  =  ( m  -4-  n  \J —  I )x  -\- p  -\-  q  / —  i 

admette  deux  solutions  imaginaires  données  (.»',  r')  et 
(x",  y")  ^  l'équation 

y  —  r  =  —, -77  (  n  —  n  » 

X  —  X 

répondrait,  en  ellet,  à  la  question. 

Si   les  deux  points  (x,  )'),  {x'\  y")  ont  été  pi-is  sur 
uue  même  conjuguée  C  d'un  lieuy(a",  7)  =  o,  la  droite 
Ann.  de  Mathémat.,  3=  série,  l.  I\   (Février  1890).  6 


de  caracléiistique  C  du  lieu 

y- 


y-y  = 


—  (  .r  —  X  ) 


sera  une  sécaule  elïeelive,  quoi(]ue  i-epiéseulée  en  coor- 
données imaginaires,  île  la  conjuguée  (^  du  lieu 

Si  les  deux  poinls  (.r.  7'),  (-ï",  J)")  lendeuL  à  se  con- 
fondre sur  la  conjuguée  G  du  lieu  /"(a-,  7  )  czr  o,  la  même 
droite  deviendra  tangente  à  la  même  conjuguée.  Enfin, 
si  les  deux  points  (x',  }'),  (j:",  y")  s'éloignent  à  l'inlini 
sur  la  même  conjuguée  G  du  même  ]ieuy(x,j  )  =  o,  la 
même  droite  deviendra  asymptote  à  cette  conjuguée. 

On  voit  })ar  là  (|ue  la  forme  imaginaire  sous  laquelle 
soi:t  représenlées  les  droites  d'un  laisc(;au 

y  =.  (  m  -4-  Il  s/ —  i)x  -\-  p  ^  q  \/ —  i 

ne  s'opposera  aucunement  à  la  solution  des  questions 
relatives  aux  tangentes  et  aux  asymptotes,  aux  courbes 
représentées  elles-mêmes  en  coordonnées    imaginaires. 

Au  contraire,  il  est  clair  (ju'il  fallait  Lien  qu'une 
droite  fût  imaginairenunit  représejitée  pour  pouvoir  en- 
trer analyliquement  en  concmrence  avec  une  courbe, 
rcj^résenlée  elle-même  imaginairement. 

L'important  élail  de  constater  que  l'équation 


y  =  (  'n  -h  II  v/- 


p^q^—i 


contient  juste  le  nom])re  de  constantes  arbitraires  sufli- 
saiit,  sans  superfétalion,  pour  permettre  d'établir  tel 
concours  que  l'on  \  ondrait  entre  une  droite  du  faisceau 

y  =.  i^m  -\-  Il  si —  \)t  -^ p  -\-  q  sj —  1 

et  une  conjuguée  désignée  d'un  lieu  donné. 
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11  en  sera   lonjcjurs  de   iiièim;  dans  loutes   les  recliei- 
elies  possibles.    C'est  ainsi,   par  exemple,  (pie   l'c-lude 
préalable  des  conjuguées  du  lieu 

{x  —  a—b  v/-^)-  +  {y  —  a'  —  b\''^f  =  (/•  -^  r'y/^)" 

se  trouvera  tout  naturellement  désignée  pour  présider 
aux  recherches  relatives  aux  couibures  des  conjuguées 
d'un  lieu  fjuelconque. 

L'équation  en  coordonnées  réelles  de  la  conjuguée  C 
du  lieu 

}•  =  ( m  -4-  n  \' —  i)x  —  p  -r-  q  y  —  i 

résulterait  de  réliminatioii  de  a,  ^3,  a'  l't  ^3'  entre  les 
équations 

(  a'  —  3'  v/^^j  =  (  m  -+-  n  s/^~\)  (  2  —  ?  y/— T)  —  /'  --  q  V^^ . 

3'=  C3, 

j"i  =:  a  -^  3         et         T,  =  a'-^  1'  : 


c  est 


■-(' 


■2n/i 


C 


mais  on  ne  s'en  sert  jamais  sous  cette  forme  compli- 
quée, par  la  raison  que,  daiîs  les  recherches  théoriques 
sur  nne  conjuguée  désignée  d'un  lieu  donné,  on  sup- 
pose toujours  qu'on  ait  d'abord  rendu  réelles  les  ab- 
scisses des  points  de  celte  conjuguée,  par  un  choix  con- 
venable d'axes,  et  que  les  droiies  imaginaires,  utiles  à 
considérer,  doivent  alors,  nécessairemc'nt ,  a\()ir  aussi 
leui's  abscisses  réelles. 

Or,  si  l'on  suppose  les  p  nuls,  C=  ^  est  alors  inlini, 
et  l'équation  précédente  se  réduit  à 

7'i  =  (  /n  -t-  rt  )  .r,  -!-  />  ^  ^ . 

Lorscpie   le    coelticient    anguiaiie    /n -j~  n  ^ — i    d'un 
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laisceau  de  droites  imaginaires  dev  ient  réel,  c  esl-à-diie 
lorsque  Féquatiou  du  faisceau  se  réduit  à 

toutes  les    conjuguées    du   faisceau  se   replient   sur  la 

même  droite 

jKi  =  mxi-hp-^q; 

on  le  vérifie  aisément. 

6.   Des   tangentes  aux  courbes  imaginaires.   —  Si 
deux  équations 

/(X,  Y)  =  o         et        /,fX,Y)  =  o 

ont  une  solution  commune  (x,j}^),  et  que,  d'ailleurs, 

ces  deux  équations  fournissent  pour  —--,  en  ce  point,  la 

même  valeur  /// + /z  y/ — i,  les  deux  lieux  admettront 
les  mêmes  élémenls  autour  du  point  (j:,,  7  ,  ),  qui  re- 
présenterait la  solution  commune;  ils  auront  autour  de 
ce  point  un  disque  élémentaire  commun  dont  le  con- 
tour sera  défini  par  les  équations 

dv  =  da.' -^  d^'  \J  —  1  =  (  m  +  n  y/—  i)  (  d-j.  -4-  f/^  \J —  1) 
ou 


et 

d'où 


dx  =  m  d'x  —  n  d^p 
d'^'  =  nd'x^  m  d'^  ; 


d'j.' -h  d^'  =  (m  -\-  n)  doL  -h  {m  —  n)  d'^, 

c'est-à-dire 

.d^ 

dyi  ^  diu. 

dx\  d'6 

arL 

Si  l'on  considère,  en  particuliei",  les  deux   courbes, 
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déliiiies  sépaiéiueuL   [)ar  les  deux  équations  proposées 
f{x,j)  —  o,  /,  (x,  1  )  =  o  et  par  une  relation  complé- 
mentaire commune,  d'ailleurs  arbitraire, 

-^  aura  la  même  valeur  de  part  et  d'autre,  et  les  deux 
ch 

courbes  seront  tangent(!S. 
Les  deux-  équations 

/(X,  Y)  =  o 
et 

lemplissent  les  deux  conditions  imposées,  quelle  que 
soit  la  solution  (x^j)  de  f{X,  Y)  =  o,  et  si,  au  lieu 
d'une  condition  quelconque  cp(a,  [i,  a',  [îi')  =  o,  on  in- 
ti-oduit  la  condition 

C  désignant  la  caractéristique  du  point  (x,j),  d'une 
part,  la  courbe  tracée  sur  le  lieu/ll^X,  \  }  =  o  sera  la 
conjuguée  C  de  ce  lieu  ;  d'autre  part,  la  courbe  tracée 
sur  le  lieu 

sera  la  droite  de  caractéristique  C  du  faisceau  correspon- 
dant, et  la  droite  sera  tangente  à  la  courbe. 

Donc  la  tangente  à  la  conjuguée  d'un  \\enf[\y  Y)  =  o, 
au  point  (X),  >'|)  de  cette  conjuguée  qui  correspond  ;i  la 
solution  (.r,  j  ),  est  la  conjuguée  C  du  faisceau 

Des  tangentes  menées  par  un  point  extérieur  réel 
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à  un  lieu  r^^prcsenlc  par  une  é(/untion  a/gébric/ue,  et 
applicalion  aux  courbes  du  second  degré.  —  Soient 
/"(^X,  1  )  =  o  l'équaliou  du  lieu  proposé,  et  Xq,  ja  les 
coordonnées  du  point  donné,  les  coordonnées  x  et  JK  du 
point  de  contact  inconnu  seront  fournies  par  les  deux 
équations] 

et 

^iif'x—yof'y  +  -o/;  =  O, 

:;o  représentant  i . 

Les  solutions  de  ces  deux  équations  seront  en  nombre 
in(ni  —  i),  si  m  est  le  degré  de  /(x,  y).  Aux  solutions 
réelles  correspondront  des  tangentes  réelles  menées  du 
point  (xo,  j  o)  au  lieu  réel. 

Si  les  deux  équations  admettent  les  solutions  imagi- 
naires conjuguées 

J"  =  2  ±  p  y/ —  I  , 

le  faisceau  de  droites  que  représenterait  ré([uation 

contiendra  les  deux  points  (x,  7  )  et  (a'o,j'o  )•>  parce  que 

les  d(Hix  égalités 

xfx-^yf'r-^J"z=  o 
et 

^o/r  +  ro/r-i-/c'  =  o 

seront  satisfaites,  comme  étant  les  deux  équations 
mêmes  du  problème.  D'un  autre  coté,  le  point  réel 
(xo,  jo  )  sera  le  centre  du  faisceau 

x/;  +  Y/;+/:=o; 

par  conséquent,  toutes  les  droites  du  faisceau  y  passe- 
ront. La  droite  du  faisceau  qui  aurait  pour  caractéris- 
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3' 
li(|iu'  ct'lle  V/  <lt'   li^i  solution  oIjUmiiu-  |()iiidra  dune  cdcc- 

ti\(.'nicMl    le  point  (.t'oi  Vo  '    '">    point    (.i,  9)^    mais    les 
deux  lieux 

j\  x ,  Y )  =  o      et      X  /;  -r-  Y/;  -/:  =  o 

eonliondionl  les   munies  éléments   autour  du  point  re- 
présentatif   de  la   solution   {\^zz  x,\  =  y  ).   Donc,  en- 

'j' 
lin,   la    droite    de    earaeLérisLicjue   C=  ^    du    laiseeau 

X/j.+  \  J ^.-{-  f.z=  o  sera  bien  l'une  des  tangentes  me- 
nées du  [)oint  (xo,  J'n)  à  la  conjuguée  C  du  lieu 
/(  X,  ^  )  =  o.  Comme  on  aura  obtenu  deux  solutions 
conjuguées,  on  connaîtra  deux  tangentes  menées  du 
même  point  (.To;  ^0)  ^  la  même  conjuguée  du  lieu  pro- 
posé. La  caractéristique  C  de  cetti;  conjuguée  dépendra 
de  la  situation  du  point  (xq,  }  0  )• 
Si  les  deux  équations  ' 

f( .r ,  r )  =  o         et         .To/^  -f-  Vo  f'y  -^f'z  =  o 

avaient  d'auties  solutions  imaginaires,  il  y  correspon- 
drait généralement  des  tangentes  à  d'autres  conjuguées. 

Si,  en  ])articulier,  —  -=— fêlait  réel  en  1  un  des  points 
J  y 

imaginaires  de  contact  et  en  son  conjugué,  ces  deux 
points  appartiendraient  à  l'enveloppe  imaginaire  des 
conjuguées  du  lieu  y(X,  Y)  =  o,  et  l'on  se  trouverait 
avoir  mené  du  point  (xcjo)  deux  tangentes  à  celte 
enveloppe. 

Supposons  (ju  il  s'agisse  d Hue  ellipse  réelle  ABA'B 
i fig-  5).  et  soit  M  le  point  donné  (xq,  Vo  >■  on  sait  que  la 
polaire  de  ce  point  est  parallèle  au  diamètre  conjugué  de 
0-M  et  qu'elle  est  réelle^  elle  ne  peut  donc  couper  le 
lieu  qu'en  deux  points  de  la  conjuguée  dont  les  cordes 
réelles  lui   sont   parallèles,  c'est-à-dire  de  la  conjuguée 
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(lui    louche   l'eliipse   aux    exlréuiilés   A   ol   A'  du    dia- 
mèlre  OM.  Soit  JNJN'  cette  polaire;  les  points  de  contact 
cliercliés  seront  N  et  N',  et  Jes  tangentes  cliercliées  se- 
ront MN  et  MN'. 


Supposons    en    particulier  (jue   le   point  donné   soit 

lun   des  foyers  réels  de  l'ellipse   et  tjue  cette  courbe 

soitrapportéeàses  axes  :  la  polaire  du  point  >=  o,  x  =  c 

«-       Il  r  II-         -r-    ,     r^ 

sera    a' = — >   elle    coupera    lelhi" 

points 


pei 


/>2 


=  1    aux 


a- 
■r  =  — , 
c 


les  tangentes  menées  au  lieu  en  ces  deux  points  sont  les 
conjuguées  à  abscisses  réelles  des  deux  faisceaux 


—  ±:  —  \/ —  r  —  I  =  o 
c  c 


Y  =  q=  v/—  1  ^  ±  f-V—  '  • 

Ces  tangentes  ont  donc  pour  équations  en  coordonnées 

réelles 

\  =  rp  X  ±  f , 

elles  sont  rectangulaires  entre  elles  et  elles  passent  géo- 
métriquement par  les  foyers  imaginaires  de  l'ellipse 


ar  =  o         et        y 
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(railleurs  leurs  étjualious  en  coordonnées  imaginaires 
sont  satisfaites   par  x=o   axec  y  =  dzc\J — i.  C'est 
pour  cela  que  Je   calcul  donne  les  deux  foyers  imagi- 
naires. 

Les  (juatre  tangentes  menées  à  l'ellipse  des  deux 
loyers  réels  F  et  F'  forment  un  carré  dont  les  autres 
sommets  sont  les  foyers  imaginaires  cp  et  ci'.  Les  tan- 
irenles  menées  des  points  '^  et  o'  considérés  comme  iina- 
ginaires  coïncideraient  avec  les  tangentes  menées  des 
points  V  et  F'  réels. 

Le  carré  F'csF'-i'  est  géométriquement  et  analyti(jue- 
ment  inscrit  à  la  conique. 

Si  l'on  rapportait  l'ellipse  à  deux  de  ses  diamètres 
conjugués  a  et  //  et  que,  en  supposant  a  ^  //,  on  pi  it 
sur  le  diamètre  a'  le  point  situé  à  une  distance  du  centre 
égale  à  c  =  \Ja'- —  b'-,  ou  aiiiverait  à  des  conclusions 
analogues;  seulement,  au  lieu  d'un  carré  inscrit  dans  la 
conique,  on  trouverait  un  parallélogramme  ayant  ses  dia- 
gonales égales;  les  quatre  somtnets  seraient  des  simili- 
foyers. 

Lorsqu'on  ferait  varier  le  système  des  diamètres  con- 
jugués, les  quatri;  simili-foyers  décriraient  un  lieu  sur 
lequel  ils  se  réuniraient  à  l'origine  lorsque  les  diamètres 
conjugués  viendraient  se  confondre  avec  ceux  qui  sont 
égaux  5  à  ce  moment,  les  quatre  tangentes  deviendraient 
géométriquement  indéterminées  ;  elles  seraient  bien 
icprésentées,  par  rapport  aux  axes,  par  exemple,  par- 
l'équation  complètement  déterminée 

y  =  ±  —  v  —  I  -z", 
•^  a 

mais  toutes  les  conjuguées  de  ce  lieu  répondraient  à  la 
question,  parce  qu'elles  contiendraient  toutes  le  point 
donné  (.Tq,  7'n)i   transporté   à  l'origine.    L'ensemble   de 


(  9o) 
ces  conjuguées  serait  c'onsti tué  par  l'eusenible  des  asym- 
ptotes de  toutes  les  livperboles  conjuguées  de  l'ellipse. 
Nous  verrons  bientôt  cjuil  en  est  de  même  pour  tous 
les  lieux  algébriques  :  si,  en  chercbant  les  asymptotes 
d'une  courbe  fi^x,  j')=  o^  on  en  a  trouvé  une  imagi- 
naire 

y  =  (m  -r-  X  y/ —  \)  x  -î- p  -^  q  / —  i  , 

en  réalité,  on  a  trouvé  un  faisceau  d'asymptotes  à  toutes 
les  conjuguées  du  lieu  proposé. 

Si  le  point  (xoi^l'o)»  1>^''  Iftîuel  on  voulait  mener  des 
tangentes  à  un  lieu  /(j:,  )')=:  o,  était  imaginaire,  les 
ni  (ni  —  i)  tangentes  trouvées  appaitiendraient  à  des 
conjuguées  non  désignées  d'avance  et  d'ailleurs  ne  pas- 
seraient généralement  [)lus  par  le  point  (.^'oO  o)  réalisé. 
Ce  cas  ne  présente  aucun  intéièt  praticpu-. 

7.  Oiœ/fjucs  j)roi)i  irirs  de  l'ein'cloppe  iinaginnire. 
—  Si  l'on  j)ropose  de  mener  à  un  lieu  de  degré  ni, 
y(j'-,j))=o,  des  tangentes  parallèles  à  une  direction 
réelle  donnée,  y  =■■  hx,  les  [)oints  de  contact  a[)partien- 
dronl  soit  à  la  courbe  réelle,  soit  à  l'enveloppe  imagi- 
naire des  conjuguées.  I.e  nond)re  t<jtal  de  ces  tangentes 
sera  ///(///  —  i).  puisrpie  les  éipiations  du  problème  se- 
ront 

f{x,y}=o         et  —  -f  =  ^'• 

Il  en  résulte  que,  si  l'une  des  enveloppes  n'a  que  p  tan- 
gentes parallèles  à  une  direction  donnée,  l'autre  en  a 
tn[7n  —  i) — p.  A  ce  point  de  vue,  les  deux  enveloppes 
sont,  supplémentaires . 

S\ y  =  mXn-  '■p('";  est  l'équatiou  générale  des  tan- 
gentes à  la  courbe  réelle  représentée  par  une  équation, 

f(lL,  Y)  =  o.    Y  =  I  m  -f-  n^^^xW  4--  'f  (  '"  -f-  "  \  —  I  ) 
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sera   évicl(Mniiu!iiL   1  écjualion    géiH-ralc   d(;s   taiigcules   à 
toutes  les  conjuguées.  La  solution  double  eouimune  aux 
deux  équations 

/"(  X ,  Y  )  =  o         et  \  =  {/n  -h  n  \^ —  i )  X  -)-  o (  /«  —  n  \^ —  i ^ 

lepi'ésentera  \c  point  de  contaet  et  si,  dans  celte  solu- 

3' 
lion  double,  on  a  ^  =  C,  la  conjuguée  C  du  faisceau 

Y  =  (  m  -1-  n  \f —  I  j  X  -^  o  (  //i  -}-  n  \J —  i  ) 

sera  tangente  au  point  en  question  à  la  conjuguée  C  du 
lieu  /(x,  -)  )  =z  o. 

Aux  valeurs  réelles  de  m,  pour  lesquelles  »(/«)  serait 
imaginaire,  correspondront  des  tangentes  à  renvelo[)pe 
imaginaire  des  conjuguées  du  lieu  /(X,  Y)=:  o. 

Si  '-5(/?/)  peut  devenir  imaginaire,  deux  de  ses  valeurs 
deviendront  momentanément  égales  et  le  point  de  con- 
tact des  deux  tangentes  confondues  sera  alors  un  point 
d'inflexion  du  lieu  réel. 

Ces  deux  valeurs  de  'f{'n)  pourront,  avant  d  être  de- 
venues égales,  être  représentées  par 

y  (m)  étant  alors  positif;  aussitôt  après,  elles  devien- 
dront 

<li{ni)±  \/ —  y  {  ni )  \/ —  i  , 

—  '/(m)  étant  alors  positif. 

Les  deux  tangentes  au  lieu  réel  seront  représentées 
par 

Y  =  m  X  -+-  '!fi  (  m  )  zh  s/y  (  m  i  ; 

cpiant    aux    diux   tangentes   à    renv(dop[)e   imaginaire. 
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elles  le  seront  par 


Y  =  m  X  H-  '}  (  m  )  ±  yj —  yj  m  )  / —  i  . 

Mais  cette  dernière  opération  ne  représente  que  la  seule 
droite 

Y  =  //?  X  -+-  cp  (  m  )  ±  y/ —  /  i  '"  ) . 

11  résulte  de  là  que  les  deux  enveloppes  d'un  même 
lieu  sont  respectivement  les  enveloppes  de  droites  repré- 
sentées, pour  l'une,  par  une  équation  telle  que 

Y  =  /«  X  +  4'  (  "O  —  /y  (  "'  ) 

et,  pour  l'autre,  par  l'équalion  correspondante 

Y  =  7«  X  -4-  4^  (  '»  )  ±  v^—  X  (  "^  )  • 

11  en  résulte  que  Les  deux  enveloppes  d'un  même 
lieu  sont  toujours  réciproques  l'une  de  Vautre,  lors- 
(ju'elles  coexistent. 

Au  moment  où  y  (m)  s'annule,  le  point  de  contact 
appartient  à  la  fois  aux  deux  enveloppes  et  est  point 
d'intlexion  pour  l'une  et  pour  l'autre,  puisque  les  deux 
tangentes,  à  ce  moment  confondues,  à  Tune  ou  à  l'autre 
deviennent  inslanlanément  imaginaires  pour  l'une  ou 
l'autre  suivant  qu'on  fait  varier  m  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre,  à  partir  de  sa  valeur  singulière.  Il  en  résulte 
que  les  deux  enveloppes  ont  toujours  les  mêmes  points 
d' injlexion,  qu  elles  se  touchent  ea  ces  points  et  qu'elles 
s'y  tournent  leurs  convexités. 

Une  asymptote  réelle 

y  =  m  ,r  -4-  O'  (  m  ) 

d'un  lieu  réel  est  toujours  la  réunion  de  deux  tangentes  à 
deux  branches  distinctes  du  lieu.Lorsquecette  asymptote 
ne  coupe  le  lieu  qu'en  deux  points  situés  à  l'infini,  sa 
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tliicclion  ("Si  géiiérali-meiit  une  dirccliou  liiuile  pour 
les  tangentes  au  lieu.  Si  l'on  essayait  Je  faire  varier 
clans  un  sens  convenable  la  direction  de  la  tangente,  à 
partir  de  celle  de  l'asymptote,  les  deux  tangentes,  un 
instant  conlbuducs,  deviendraient  imaginaires  et,  leur 
coeffîcient  angulaire  étant  resté  réel,  les  points  de  con- 
tact appartiendraient  à  l'enveloppe  imaginaire. 

Il  eu  résulte  que  les   deux  enveloppes  ont  générale- 
ment les  mêmes  asymptotes .  {A  suivre.) 


SUR  LES   SÉRIES  RÉCURREXTES; 

Par  m.  Maur[(:i:  dOGAGNE. 


1.  J'ai  démontré  dans  ma  Théorie  élémentaire  des 
séries  récurrentes  [Nouvelles  Annales,  i884,  p-  (>5) 
que  le  terme  général  ÎJ,^  d'une  série  récurrente,  définie 
par  les  valeurs  des/?  premiers  termes  Uq,  U|,  .  .  . ,  Uy,_) 
et  par  l'échelle  de  récurrence 

pouvait  s'exprimer  eu  fonction  linéaire  de  p  termes 
consécutifs  de  la  ?,ér'w.  fondamentale  cori-espondante,  dé- 
finie par  la  môme  échelle  de  récurrence 

Un  =  «1  «<«-l  -f-  «2  "rt-2  +  ...+  «/,  Un-p, 

avec  les  valeurs  initiales 

i/0=    O,  «1  =  O,  ...,  U/,_2=0,  i//,_i  =   1     (•). 

En  raison  de  l'importance  de  ce   résultat,  que  j'ai  eu 

(  '  )  Lac.  cit.,  p.  So. 
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occasion  d'a|)pli(|U('r  assez  souv(;iil(U'|)ui.>>  sa  puljlicalioii, 
je  crois  devoir  y  revenir  ici  à  la  fois  poiu-  l'établir  d'une 
manière  plus  simple  et  le  compléter,  car  mon  premier 
Mémoire  ne  contenait  pas  la  forme  des  coeflicienls  de 
l'exprf^ssion  obtenue  (  '  ). 

Ecrivons  donc  les  n  —  p  -\-  ^  égalités  consécutives 

Up     =  «iU/,-i-f-  a.U/.-a^-  •  ■-+-  ^fj>l^o, 
\Jp+i=  ai  Vp     -^  a^Vp-i-^. .  .-f-  apUi, 


\j  ,j_i  =  a  1  U  „_.2  —  «2  U  n-3  H-  .  .  .  -t-  <://,  U  „_p_  1 , 

U„     =  a,U„_i4- a2U„_2-r-. .  .^  «/, U„-/j. 

.Multiplions  la  première  par  u,i__\^  la  dcnixième  par 
u„_2i  •  •  -1  ravanl-deiriière  par  iip^  la  dernièie  pai'/<^_,, 
et  faisons  la  somme  en  tenant  compte  des  égalités  qui 
définissent  la  série;  (//).  Jl  vii'ut  alors 

U„  =  U/,-1  u„ -i-  U/,_2(  ««-t-i  —  «1  ««  )-^ . . . 

-T-  \]q{u„+,,^  i—  a-i  U„+i,-^Vi—"lJ'n+i>-i-~-  ■  .—  Cp^i  ll„) 

ou 

/   U«=  Uo«<,i+/j-i  +  (Ui— ailio)«^/i+p-2-t-- •  • 

(l)  -^(Up-2—  «lUy,-3  —  ..  .  —  «P-2U0  )?<«  +  ! 

(  ^(U/,-1—  rtiU/,_2  — .  •  ■—  a.p^^\]^^)Un^ 

Telle  est  la  formule  (jue  Jioiis  avions  en  vue. 

Pour  en  l'aire  saisir  toute  l'importance!,  nous  allons 
l'appliquer  à  un  exemple  qui  se  trouve  dans  jiotre  pre- 
mier jMémoire  (n*^  l!2),  mais  sans  que  le  calcul  soit 
achevé,  et  l'on  va  voir  que  la  foi-me  du  «ésnltat  est  inté- 
ressante. 


(')  A  la  vérité,  il  était  facile  d'achever  le  calcul  que  j'indiquais 
alors.  Le  résultat  que  je  donne  ici  était  donc  implicitement  contenu 
dans  le  Mémoire  en  question.  Je  n'en  crois  pas  moins  devoir  le 
donner  explicitement,  surtout  à  cause  île  l'application  qui  suit. 
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!2.    Le  pi'oblèiiic  tlonl  il  s'a|^il  est  le  suixanl  : 

Troin'er  [lors<niclle  existe)  la  somme  S  de  la  séiie 

Uu  +  U,  -i-  Uj  ^.  . .  -h  U„ -^. . .  ^-  ad  ii.f., 

en  Jonction  de  Uo,  U,,  .  •  .,  U/j_i,  ((^,  n^^  .  .  .,  a j,  qui 
sont  les  données  de  la  question. 

Voyons  d'aboid    coinmeiil,   la    formule    de    Lagraiige 
s'appli(|uerait  à  ce  j^ioblèiiie.  Lagrange  a  dénionlré  (|iie 

(  -i  )  U„  =  a,  pï  M-  ao  o",  ^- . .  .  -+-  %,j  y],. 

p,,  p.i,  ...,  p^  étant  li's  racines  supposées  inégales  de 
ré(piation  (dite  génératrice) 

o(.r  )  =  xP  —  (7i3-/'-'  —  /lo.ri'--  — .  .  . —  af,=  o 

et  a,,  7-2,  .  .  .  ,  y.y,  des  coefdcients  <|ui  se  déterminent  en 
faisant  successivement  dans  (2)  «  =  o,  1,2,  ...,  />  —  i, 
ce  qui  donne  les  />  é(juations  linéaires 

(  3  )     U/  =  a,  p'i  -!-  ao  p'2  — .  .  .  -H  «/,  P/,         (  f  z=  o,  I p  —  \). 

La  formule  (2)  donne 


T  T  il  '  ;^  ■' 

Uv  =  5(1  i i-  a,   ^^ H . .  .  +  a^,  - 

-^^  pi—  I  ?2—  1  Pp^I 

Si  donc,  toutes  les  racines  p,,  p^,  .  .  .,  p^  ont  un  mo- 
dule inférieur  à  l'unité,  on  a,  à  la  limite,  lorsque  ji 
croît  iiidéiîniment. 


I  — pi        I  — P2 


a,,  a.,,  ...,  y.p  ayant  les  valeurs  qui  résultent  du  système 
d'équations  (3).  On  tombe  ainsi  sur  une  fonction  symé- 
trique des  racines  de  l'équation  génératrice  d'une  (orme 
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tellement  compliquée  qu'il  est   à    peu    près   inutile   de 
chercher  à  eu  calculer  la  valeur  au   moyen  des   coeffi- 
cients de  celte  équation. 

3.  Nous  allons  faire  voir  maintenant  comment  notre 
formule  (i)  donne  directement  cette  expression. 

Rappelons  d'abord  le  résultat  suivant  démontré  dans 
notre  Mémoire  de  1884  (n°  10). 

En  représentant  par  fp,  55 .  .  .  P/»)'"  ce  que  devient  le 
développement  de  (pi  +  po-f-.  --^  pp)"  lorsqu'on  y 
remplace  tous  les  coefficients  par  l'unité,  nous  avons  fait 
voir  que 

Partant  de  là  et  nous  appuyant  sur  les  formules  (3) 
et  (4)  de  ïiotre  Mémoire,  qui  donnent 

(  p,  Pi...  ?/,)'«'  +  (  p,  p.2  .  .  .  P,,)'"  +  .  .  .  ^(  ?1  ?2  ■  •  •  ?/,V"-'P^'' 
=  (piP2...ppl)<«-/'+", 

et,  en  posanl  •l(x)^=(.T  —  i)'i(a:), 


nous  avons  obtenu  la  formule 

h=p 


2d  ""-  .y(,)^^i'(p„)' 


i=p-l  /i=l 


d'uù,    à    la     limile,   en    supposant    les    modules  de   p,, 
po,  . . .,  0,1  inférieurs  à  i , 


(i) 


'y(i)         i—ioi^  02-^.  .  .-h  a,,) 
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Ceci  rappelé,  remarquons  que  la  formule  (3)  donne 

2u„=Uo    2    "/+(Ui  — a,Uo)     2     "'■  +  ••• 

i:=0  i=p — l  i^p—l 

i=n 

+  (Up_,  — a,  Up--2  — ...— «p-iUo)  ^  Ui 

i=p-i 
et,  ])ar  suite,  à  la  limite, 

iS   =  5[Uo(l  —  ai  —  a-y  —  .  .  . —  «ya-l) 
-l-Ui(i  —  «1  —  ao  — ...  —  ap-2)  -+-•.. 

Il  suffît  alors  de  porter  dans  (5)  la  valeur  (4)  de  5 
pour  avoir  le  résultat  cherehé.  Pour  l'écrire  plus  sim- 
plement, nous  poserons 

bp      =  I  —  (ai-+-a.2-h.  .  .-4-a^      ), 
bp-i  =  I— («iH-  «2-1-- .  •+  «/5-t), 


62       =  I  — (ai-f-  «2)) 
bi      —  1  —  «1. 

Nous  aurons  alors  la  remarquable  formule 


,g.  g  ^  bp-i  Uq  +  6^-2  Ui  +  ■ . .  +  61  lJp-2  -+-  Up-i 

b  a 


OU,  en  posant  encore  ^0=  ' , 

i=P-i 

/=0 


Aiin.de   Mathemat.,   3' série,  t.  IX.  (Février  1890.) 
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LE  THÉORÈME  DE  DIIPIIS  ET  LA  CYCLIDE  DE  DIPIN; 

Par  m.  E.  MARCHAND. 


1.  Énoncé  du  problème.  —  Tous  les  i^éomèlres  con- 
naissent la  belle  propriété  découverte  par  Du  puis,  ancien 
élève  Je  l'Ecole  Polytechnique,  nioit  au  conimencement 
de  ce  siècle  : 

«  Quand  une  splière  variable  to  touche  constamment 
de  la  même  manière  trois  sphères  fixes  A,  B,  C,  chacun 
des  trois  points  de  contact  décrit  un  petit  cercle  de  la 
sphère  fixe  correspondante.  »  (^Traité  de  Géométrie, 
par  E.  Rouché  et  Ch.  de  Coinberoussc,  5-  édition, 
p.  26-7.) 

Ce  théorèuie,  indépendamment  de  sa  valeur  propre, 
se  recommande  à  l'atlenliou  comme  ayant  conduit  à  la 
solution  d'une  question  non  nioijis  difficile  qu'impor- 
tante du  VIP  Livre  de  Géométrie.  «  Les  auteurs  qui 
se  sont  occupés  de  la  construction  d'une  sphère  tan- 
gente à  quatre  sphères  données  (Gaultier  de  Tours,  ...  ; 
Heegmann,  ...  ;  J.-A.  Serret,  .  .  .  j  etc.)  ont  fondé  leur 
démonstration  sur  le  théorème  de  Dupuis.  Au  lieu  d(î 
suivre  celte  maiche,  qui  ionq)t  l'analogie  avec  la  solu- 
tion du  problème  correspondant  de  Géométrie  plane, 
nous  avons  tenu  à  conserver  complètement  cette  ana- 
logie et  à  traiter  directement  la  question  sans  le  secours 
du  théorème  de  Dupuis,  qui  n'est  plus  alors  qu'un  co- 
rollaire immédiat  de  la  solution  trouvée.  »  (Géométrie, 
par  E.  Rouché  et  Ch.  de  Comberousse,  p.  26^.) 

Toute  la  difficulté  consiste  donc  à  établir  la  célèbre  con- 
struction donnée  par  Gergonne  poui'  le  problème  d'Apol- 
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loulus;  ctM'cle  langent  à  trois  cercles  doiiués.  [^es  solu- 
tions ainsi  ohtenues  sont  irréprochables  au  double  point 
de  vue  de  la  rigueur  et  de  la  simplicité^  mais  il  ne  nie 
semble  pas  sans  intérêt  de  chercher  à  les  compléter;  car 
«  en  générai,  conuue  le  lemarque  Gliasles,  il  ne  suffit 
pas  qu'une  proposition  soit  vraie  pour  qu'on  puisse  en 
faire  un  usage  utile  en  Mathématiques,  il  faut  encore 
connaître  toutes  ses  dépendances  avec  les  diverses  pro- 
positions qui  se  rattachent  au  même  sujet  ».  ((ieoiné- 
Irie,  par  Rouché  et  de  Gomberousse,  p.  233.  ) 

Or,  pour  peu  que  l'on  ait  étudié  les  propriétés  les  plus 
simples  de  la  cyclide  de  Charles  Dupin  [Étude  aiinlj- 
tique  sur  la  cyclide,  par  H.  I^emonniei-  (^Nouvelles  An- 
nales de  Malliéniatiques ,  1870)],  on  reconnaît  que  les 
sphères  tangentes  à  trois  sphères  fixes  forment  préci- 
sément l'un  des  modes  de  génération  de  cette  surface. 
La  cyclide  particulière  dont  il  est  question  ici,  c'est- 
à-dire  la  surface  du  quatrième  ordre  qu'on  obtiendrait 
en  transformant  le  tore  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
a  été  trouvée  par  Dupin  comme  solution  d'un  problème 
de  Calcul  intégral  :  «  Déterminer  toutes  les  surfaces  dont 
les  lignes  de  courbure  des  deux  systèmes  sont  des  cercles.  » 
(Dupin,  Applications  de  Qéoniétrie  et  de  Mèchanique, 
p.  200  et  suiv.,  1822,)  Ayant  l'intention  de  ne  m'ap- 
puyer  que  sur  la  Géométrie  élémentaire,  je  laisserai  de 
côté  cette  délinition;  mais,  a(in  de  niontiei'  dès  à  présent 
l'intérêt  que  peuvent  présenter  ces  recherches,  je  ré- 
sume rapidement  les  propriétés  évidentes  qui  résulteront 
de  la  considération  de  la  cvclidc. 

Le  lieu  du  centie  d'une  sphère  variable  to,  touchant 
constamment  de  la  même  manière  trois  sphères  fixes  de 
centres  A,  B,  C,  est  une  conique  (E)  dont  le  plan  est 
perpendiculaire  au  plan  ABC.  La  conique  (G),  focale 
de  (E),  passe  par  les  trois  points  A,  B,  O,  on  connaît  ses 


(  "^"  ) 

tangentes  en  A,  B,  C,  et  l'on  saitde  plus  qu'elle  estbitan- 
geiite  au  cercle  qui  coupe  orthogonaleoient  les  trois 
sphères  A,  B,  C. 

La  cvclide  de  Dupin  étant  aussi  l'enveloppe  d'une 
seconde  famille  de  sphères  A,  B,  C,  .  . .,  dont  les  centres 
décrivent  la  conique  (G),  le  théorème  de  Dupuis  revient 
à  dire  que  chaque  sphère  enveloppée  telle  que  A  est 
tangente  à  sa  surface  enveloppe  en  tous  les  points  d'un 
cercle.  Or  ce  résultat  peut  se  voir  géométriquement  par 
la  méthode  indiquée  en  Géométrie  descriptive,  lorsqu'il 
s'agit  de  démontrer  que  le  contour  apparent  d'un  tore 
est  une  courbe  parallèle  à  l'ellipse. 

Le  problème  de  Géométrie  plane  consistant  à  déter- 
miner deux  i;ercles  w,  o)'  tangents  aux  trois  cercles  A, 
B,  C  est  identi(jue  à  ce  problème  de  Géométrie  à  trois 
dimensions  :  «  Déterminer  la  section  de  la  cyclide  par 
un  j)lan  passant  par  les  centres  de  trois  sphères  A,  B,  G 
appartenant  à  un  même  mode  de  génération.    » 

Les  propriétés  de  la  cyclide  indiquent  immédiatement 
qu'on  peut  remplacer  les  trois  cercles  A,  B,  G  par  trois 
autres  cercles  quelconques  ayant  leurs  centres  sur  une 
conique  déterminée  (G)  et  coupant  ortliogonalement  un 
cercle  iîxe,  le  cercle  orthogonal  des  trois  cercles  A,  B,  C. 
Inversement,  la  figure  plane  relative  au  problème  d'Apol- 
lonius permettra  de  se  rendre  compte  avec  précision 
de  la  génération  de  la  cvclide  de  Dupin,  ainsi  que  de  sa 
forme  extérieure;  la  surface  se  présentera  comme 
presque  aussi  simple  que  le  tore  et  aussi  facilement 
accessible  aux  procédés  de  la  Géométrie  descriptive!. 
On  obticndi-a  ainsi  un  exem[)le  de  surface  enveloppe 
se  traitant  complètement  et  simplement  sans  autre  con- 
sidération infinitésimale  que  celle  du  plan  tangent  à  la 
sphère. 

11    me   reste  maintenant  à   justifier   toutes  ces  asser- 
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lions.  La  niélliode  aiialytiqui;  pourrait  roiiduire  au  but 
(le  la  manière  la  plus  satisfaisante,  et,  à  ce  propos,  je 
dois  avouer  que  l'idée  première  et  la  substance  de  ce 
travail  m'ont  été  fournies  par  la  tliéorie  des  coniques 
focales  et  de  la  cyclide  de  Dupin,  telle  que  nous  l'a 
présentée  M.  Darboux  dans  son  Cours  de  l'Ecole  ÎNor- 
male,  en  iSy5.  I.e  mode  de  démonstration  employé  ne 
laisserait  subsister  aucun  doute  sur  la  possibilité  d  ar- 
river aux  mêmes  conséquences  par  la  Géométrie  pure  de 
Poncelet  et  de  Chasles;  mais,  pour  éviter  toute  ambi- 
guïté, je  m'eiïorcerai  de  ne  faire  usage  que  des  lliéo- 
rèmes  contenus  dans  tous  les  Traités  classiques  de  Géo- 
métrie élémentaire. 

2.  Propriétés  Jocnles.  —  Si  l'on  se  reporte  à  la  solu- 
tion du  problème  :  «  Placer  une  ellipse,  une  hyperbole 
ou  une  parabole  sur  un  cône  de  révolution  »  [Géomé- 
trie, par  E.  Rouché  et  de  Comberousse,  n°  i08'2),  on 
constate  aussitôt  que  l'on  a  ;  soit 

SA' — SA  =  2C        ifig-  562); 
soit 

SA' -H  SA  =  2c        {fig-  563  ). 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  passant 
par  une  ellipse  donnée  (E)  est  donc  une  hyperbole  (H) 
dont  le  plan  perpendiculaire  à  celui  de  l'ellipiie  passe 
parle  grand  axe  de  l'ellipse;  l'hyperbole  admet  comme 
foyers  les  sommets  de  l'ellipse  et  comme  sommets  les 
foyers  de  l'ellipse.  On  voit  sur  la  figure  {^fig.  061)  que 
l'axe  du  cône  de  révolution  en  cbaque  point  S  est  préci- 
sément la  tangente  à  l'hyperbole  (H)  eu  ce  point.  Liver- 
sement,  on  trouverait  comme  lieu  des  sommets  des  cônes 
de  révolution  passant  par  l'hyperbole  (H)  l'ellipse  (E), 
et  l'axe  du  cône  est  en  chaque  point  la  tangente  à  l'el- 
lipse. 
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Je  désigne  par  A  la  dioite  d'intersecliou  du  plan  Q  de 

l'ellipse  (E)  avec  le  plan  P  normal  à  l'hyperbole  au  point 

S,  et  je  veux  démontrer  que  le  rapport  des  distances  de 

tout  point  M  de  l'ellipse  au  point  fixe  S  et  à  la  droite 

fixe  A  est  constant  et  éiial  à  —  • 
°  a 

En  effet,  le  plan  P  normal  en  S  à  l'hyperbole  est  per- 
pendiculaire à  l'axe  du  cône  de  révolution  qui  a  pour 
sommet  S  et  l'ellipse  (E)  pour  directrice.  Or,  le  rapport 
des  distances  de  tout  point  de  la  surface  d'un  cône  de 
révolution  S  au  sommet  S  et  à  un  plan  P  perpendicu- 
laire à  l'axe  et  mené  par  le  sommet  est  constant  et 
égala  zi  2  3  étant  l'anele  au  sommet  du  cône.  D'autre 
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part,  les  distances  d'un  point  quelconque  du  plan  Q 
de  l'ellipse  (E)  au  plan  P  et  à  l'intersection  A  des  deux 
plans  P  et  Q  sont  aussi  dans  un  rapport  constant. 

Le  rapport  des  distances  d'un  point  de  l'ellipse  à  Set 
à  A  est  donc  constant,  et  l'on  aura  sa  valeur  en  le  déter- 
minant pour  un  point  particulier,  par  exemple  pour  le 
sommet  A  (/î^.  562). 

Réciproquement,  tout  point  S  de  l'espace,  jouissant  de 
la  propriété  que  le  rapport  des  distances  d'un  point  quel- 
conque M  d'une  ellipse  (E)  à  ce  point  et  à  une  droite 
fixe  A  du  plan  de  l'ellipse  soit  constant,  est  le  sommet 
d'un  cône  de  révolution  passant  par  (E).  En  efl'et,  si 
l'on  mène  le  plan  P  passant  par  A  et  S,  le  rapport  des  dis- 
lances de  tout  point  M  de  l'ellipse  à  P  et  à  S  sera  con- 
stant, ce  qui  signifie  que  la  droite  SM  fait  un  angle 
constant  avec  le  plan  P. 

Il  est  dès  lors  tout  naturel  d'appeler  les  points  tels 
que  S  des  foyers  de  l'ellipse.  Le  lieu  des  foyers  d'une 
ellipse  (E)  dans  l'espace  est  une  hyperbole  (H)  et,  réci- 
proquement, le  lieu  des  foyers  de  l'hyperbole  (H)  est 
l'ellipse  (E).  Ces  deux  courbes  associées  (E).  (H)   for- 
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lueul  ce  qu'on  appelle  un  système  de  conuiuei  focales. 

A  chaque  foyer  S  de  la  conique  (E)  correspond  une 

direclrice  A  située  dans  le  plan  de  la  conique.  Toutes 

ces  directrices  sont  parallèles  entre  elles,  et  le  rapport 

;rr—  des  distances  à  un  foyer  et  à  la  directrice  correspon- 
dante reste  invariablement   égal  à  l'excentricité  -•  On 

°  a 

aura  alors,  en  prenant  deux  foyers  distincts, 


M  S        M  S'        c        MS±:.AIS' 


MA         M\'         a         MA  =  .MA' 

d'où  il  résulte  (|ue  la  somme  ou  la  diiierence  des  dis- 
lances de  tous  les  points  d'une  conique  à  deux  foyers 
distincts  reste  constante.  En  examinant  successivement 
tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter,  on  arrive  à  cette 
conclusion  : 

Soient  F(  et  Fo  deux  foyers  quelconques,  D,  et  D2  les 
directrices  correspondantes;  pour  tout  point  M  de  la 
conique  situé  entre  D,  et  Do,  la  somme  des  distances  est 
constante;  pour  tout  point  M' de  la  conique  non  situé 
entre  D,  et  Do,  la  dillérence  est  constante. 

Si,  la  conique  étant  une  ellipse,  F)  et  Fo  sont  sur  une 
même  branche  d'hyperbole  focale,  c'est  toujours  la  dif- 
férence qui  est  constante;  si,  dansles  mêmes  conditions, 
F,  et  Fo  sont  sur  deux  branches  différentes  de  l'hyper- 
bole focale,  ce  qui  est  le  cas  des  foyeis  ordinaires,  on  a 
toujours  à  prendre  la  soiuine. 

Dans  le  cas  où  F,  et  Fo  sont  deux  foyers  d'hyperboles, 
la  ditlérence  rest(i  constante  en  valeur  absolue,  mais  son 
signe  change  quand  on  passe  d'une  branche  de  la  courbe 
à  l'auti-c. 

Ces  résultats  se  déduisent  d  ailleurs  immédiatement 
[)ar  continuité  de  ceux  relatifs  aux  foyers  ordinaires. 
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3.  Problème  d' Apollonius.  Cercles  tangents  à  trois 
cercles  donnés.  - —  La  solution  de  Gergonne,  que  je  sup- 
poserai connue,  apprend  [Géométrie,  Rouché  et  de  Coni- 
berousse,  Jig.  239)  que  deux  cercles  tangents  d'un  même 
groupe  to  et  w'  admettent  le  centre  radical  S  de  A, 
B,  C  comme  centre  de  similitude  et  l'axe  de  similitude 
A'B'C  comme  axe  radical.  La  droite  toco'  passe  donc 
par  Set  est  perpendiculaire  à  A'B'C,  résultat  qui  sera 
utilisé  plus  loin.  On  voit  en  outre  que  deux  cercles 
d'un  même  groupe  sont  en  même  temps  réels  ou  imagi- 
naires, mais  il  ne  m'a  pas  semblé  facile  d'obtenir  par 
cette  méthode  le  nombre  de  solutions  réelles  correspon- 
dant à  chaque  système  de  positions  relatives  des  trois 
cercles  donnés  A,  B,  C. 

L'artifice  employé  dans  le  IP  Livre  de  Géométrie 
pour  mener  les  tangentes  communes  à  deux  cercles  me 
paraît  très  propre  à  donner  une  discussion  exclusive- 
ment géométrique.  11  y  aurait  toutefois  lieu  de  le  pré- 
ciser grâce  à  l'emploi  de  cycles  au  lieu  de  cercles  {Géo- 
métrie, Rouché  et  de  Comberousse,  p.  271).  En  effet, 
nous  allons  être  amené  à  reconnaître  qu'il  ne  serait  pas 
vrai  de  dire  d'une  manière  générale  que,  si  un  cercle 
d'un  des  groupes  touche  A  extérieurement,  et  B  et  C 
intérieurement,  le  second  cercle  du  même  groupe  touche 
A  intérieurement,  et  B  et  C  extérieurement.  Au  con- 
traire, il  est  toujours  exact  de  dire  que  la  détermination 
de  deux  cercles  d'un  même  groupe  revient  à  «  construire 
un  cycle  touchant  trois  cycles  donnés  »  [Géométrie, 
Rouché  et  de  Comberousse,  p.  279),  Quoi  qu'il  en  soit, 
je  ferai  le  calcul  en  m'appuyant  sur  la  formule  qui 
donne  la  distance  tangentielle  de  deux  cycles  (  Geo/?ie- 
?/Ye^  Rouché  et  de  Comberousse,  p.  277).  Si  l'on  prend 
pour  axe  des  x  l'axe  de  transformation  et  pour  axe  des  j^ 
une  droite  perpendiculaire;  si  l'on  désigne  eu  outre  par 
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R  et  /'  les  rayons  des  deux  cycles,  par  P  el  j)  les  abscisses 
et  par  D et  ^  les  ordonnées  de  leurs  centres,  la  formule 
en  question  peut  s'écrire 

Si  donc  les  cycles  donnés  A,  B,  C  sont  représentés 
respectivement  par  (P,  D,  R),  (P',  D',  R'),  (P",  D",  R") 
et  le  cycle  inconnu  lo  par  [p^  d,  /),  on  a,  pour  détermi- 
ner les  trois  inconnues  p,  d,  r,  les  trois  équations 


(0 


(P  -/?)2  +  (D  — f/)2  — (R  — r)2  =o, 

(P'_^)2^_(D'-c/)2_(R'_,.)2  =  o, 

f  (P"_p)2+(D"-^r-_(R". 


/•)2  =  O. 


On  peut  évidemment  prendre  P  =  D  =  o,  et  alors,  en 
posant  R  —  /•  =  p  et  retranchant  successivement  la 
première  équation  (i)  des  deux  autres,  on  est  ramené  à 


(2) 


(3) 


I  /)2  _|_f/2_  p2  =o, 

P'/7 -hD'^  +  (R'  — R)p  =F, 
(  P"p  -+-  D"rf-f-  (R"-  R)p  =  G, 

^  F  =  i[P'2^D'2-(R'  — R)2], 
(  G=i[P"2-+-D"2— (R"-R)2]. 


Un  procédé  commode  pour  résoudre  les  équations  (2) 
consiste  à  remarquer  que  ces  équations  ont  pour  consé- 
quence 

p      d  —  p  y' —  I 

(4)  P'      D'     (R'_R)^Zr7 

P"     D"     (R"— R)v~ 

Posant,  pour  abréger, 

H  =  i[(P'-  P")2-+-  (D'-  D'j2  -  (  R'-  R")2 1, 


(    'o6  ) 
ou   trouve,  par  un  calcul  facile, 


(5) 


Remplaçant  la  première  des  équations  (2)  par  (5  ),  on 
aperçoit  immédiatement  que  l'on  aura  deux  solulious 
réelles  pour  FGH>o  et  deux  solutious  imaginaires 
pourFGH<o. 

D'après  la  théorie  des  cycles,  les  équations  (2)  et  (^d  j 
s'iuterprèlent  aussi  bieu  pour  R,  R  ou  R"  négatifs  que 
pourR  R',  R"  positifs.  Mettant  les  signes  des  rayons 
en  évidence,  on  voit  que,  A,  B,  C  étant  les  centres  des 
trois  cercles,  la  discussion  dépendra  des  six  quantités 
suivantes  : 

2G  =  GÂ'-(R"-R)^        2G'=CX'-(R"-R)•^ 
^H=Xi'-(R-R')^        .H'  =  âb'-(R+RT. 

Les  cycles  w,  0/,  tangents  à  trois  cycles  A,  B,  C  de 
même  sens,  seront  réels  si  FGH>o,  et  imaginaires  si 
FGH  <  o.  Les  cycles  w,  co',  tangents  à  trois  cycles  A, 
B,  C  dont  deux,  B  et  C,  ont  un  même  sens  et  le  troi- 
sième, A,  le  sens  contraire,  seront  réels  siFG'H'>  o,  et 
imaginaires  si  FG'H'  <^  o. 

Or  F<o  indique  que  les  cercles  B  et  C  sont  inte- 
neurs luu  à  Tautre,  F>  o  qu'ils  sont  sécants  ou  exté- 
rieurs, F  <  o  qu'ils  sont  intérieurs  ou  sécants,  t  >  o 
qu'ils  sont  extérieurs.  ^  ^ 

11  sera  dès  lors  facile  d'obtenir  tout  ce  qu  on  désire. 
Laissant  de  côté  les  cas  particuliers  ou  deux  ou  trois  des 
cercles  donnés  sont  tangents  entre  eux,  il  n'y  a  que 
iPois    positions   relatives   possibles    pour    deux    cercles 
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tels  (|ue  B  cl  C;  ils  sont  intérieurs,  sécants  ou  extérieurs. 
Pour  trois  cercles  A,  B,  C,  considérés  deux  à  deux,  le 
nombre  de  positions  relatives  possibles  est  le  nombre 
de    combinaisons    avec  répétition  de   trois  objets  trois 

à  trois,  c'est-à-dire    "*'  .  =  lo.  Je  désignerai  les  dix  po- 

'  1.2.3  '^  '■ 

sitions  par  ces  abréviations  faciles  à  comprendre  : 

EEE,     SSS,     III,     EES,     EEI,     ESS,    EII,    SSI,     SU,    ESI. 

Chacun  des  cas  EEE,  Eli,  SSS  donne  huit  solutions. 
En  efFet  ; 
1°  EEE 

F  >  o,         G  >  o,         H>o,         F'>o,         G'>o,         H'>o; 
FGH>o,         FG'H'>o,         F'GH'>o,         F'GH>o-, 

;i°   EU 
F>o,         G<o,         H<o,         F'>o,         G'<o,         H'<o; 

3"  SSS 

F>o,         G  >  o,         H  >  o,         F<o,         G'<o,         H'<o. 

Le  deuxième  cas  Eli  montre  très  nettement  qu'il  n'j 
a  pas  lieu  de  dire  que  si  tu  touche  B  etC  extérieurement, 
A  intérieurement,  to'  touche  B  et  C  intérieurement, 
A  extérieurement.  On  pourrait  d'ailleurs  s'en  persua- 
der même  en  se  bornant  au  premier  cas  EEE. 

On  a  quatre  solutions  pour  EES,  ESS,  SSI,  SU, 
ESI: 

4°  EES 

F>o,         G>o,         H>o,         F'<o,         G'>o,         H'>o; 

5"   ESS 
F>o,         G>o.         H  >  o,         F'>o,         G'<o,         H'<o; 


(   '08) 
6°  SSI 
F<o,         G>o,         H>o,         F'<o,         G'<o,         H'<o; 

7°  SU 

F>o,         G<o,         H<o,         F'<o,         G'<o,         H'<o; 

8"  ESI 
F>o,         G>o,         H<o,         F'>o,         G'<o,         H'<o. 

Enfin,  on  ne.  trouve  aucune  solution  pourEElet  IJI  : 
9°  EEI 

F<o,        G>o,         H>o,         F'<o,         G'>o,         H'>o; 

io°  m 

F<o,         G<o,         H<o,        F'<o,         G'<o,         H'<o. 

En  résumé,  sur  dix  cas,  trois  donnent  huit  solutions; 
cinq  en  donnent  quatre;  deux,  n'en  donnent  aucune.  Le 
nombre  de  solutions  est  toujours  un  multij^Ie  de  4- 

Si  l'on  se  reporte  à  la  Jig.  289  de  la  Géométrie,  par 
Rouelle  et  de  Comberousse,  et  qu'on  considère  A,  B,  C 
comme  les  centres  de  trois  sphères,  il  est  clair  que  le 
cercle  de  Dnpuis,  relatif  à  la  sphère  A,  est  à  l'intersec- 
tion de  cette  sphère  et  du  plan  vertical  ayant  aa'  comme 
trace  horizontale.  Les  cercles  de  Dupuis  seront  donc 
réels  ou  imaginaires  en  même  temps  que  les  cercles  oj 
et  to'.  On  est  donc  ramené  à  la  question  précédente. 
Sur  chaque  sphère  A  le  nombre  des  cercles  de  Dupuis 
réels  est  4  ou  2.  Le  Tableau  de  discussion  précédent 
s'applique  sans  modification,  les  sphères  A,  B,  C  étant 
intérieures,  sécantes  ou  extérieures  en  même  temps  que 
leurs  cercles  d'intersection  par  le  plan  ABC. 

i.  CréiiéraLisatioii  du  cercle  directeur.  —  Les  centres 
10  et  10'  {\o\v  Jîg.  239,  Géométrie,  Rouché  et  de  Combe- 
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■   (  '^'P  ) 

rousse)  de  deux  cercles  d'uu  même  groupe  sont  toujours 
les  loyers  d'une  conique,  ellipse  ou  hyperbole  suivant 
les  cas,  qui  passe  par  les  centres  A,  B,  C  des  trois  cercles 
donnés. 

Pour  le  démontrer,  on  pourrait  examiner  successive- 
ment les  dix  cas  énumérés  dans  le  numéro  précédent. 
Cette  étude  serait  nécessaire,  si  l'on  voulait  connaître 
avec  précision  la  position  relative  des  cercles  A,  B,  C  et 
de  la  conique;  elle  permettrait,  dans  le  cas  de  l'hyper- 
bole, de  décider  si  A,  B  et  C  snnt  ou  ne  sont  pas  sur  la 
même  branche.  Mais  on  serait  exposé  à  oublier  certains 
cas  particuliers,  ce  qui  enlèverait  à  la  démonstration  la 
rigueur  désirable. 

Je  m'appuierai  sur  ce  théorème,  facile  à  démontrer, 
que  tous  les  cercles  A,  B,  C,  ...  tangents  à  deux  cycles 
donnés  oj  et  to'  ont  leurs  centies  sur  une  conique.  Pour 
l'établir  par  le  calcul,  il  suffirait  d'éliminer  /'  entre  les 
deux  premières  équations  (i)  du  numéro  précédent; 
P,  D,  P'  D',  R,  K'  étant  des  constantes;  p,  d  les  coor- 
données d'un  point  du  lieu,  La  démonstration  purement 
géométrique  ne  présente  pas  de  difficultés.  Les  cercles 
de  centres  to  et  tu'  peuvent  être  extérieurs,  sécants  ou 
intérieurs;  cela  fait  seulement  trois  cas  dont  chacun  se 
décompose  en  deux  nouveaux  cas,  suivant  que  l'on  con- 
sidère deux  cycles  de  même  sens  ou  de  sens  contraires. 
Dans  chacun  des  six  cas,  il  est  facile  de  voir  dans  quelles 
régions  du  plan  peuvent  se  trouver  les  centies  A,  B,  G. 

La^o-,  289  montre  aussitôt  que  les  tangentes  en  A, 
B,  C  sont  les  perpendiculaires  abaissées  de  ces  points 
sur  les  cordes  aa\  bb\  ce' .  En  effet,  d'après  les  proprié- 
tés focales,  la  tangente  en  A  doit  être  bissectrice  de 
l'angle  des  rayons  vecteurs  toArt,  oVa'A. 

La  conique,  lieu  du  point  A,  se  trouve  ici  caractéri- 
sée par  une  propriété  qui  est  une  généralisation  évidente 


(  l'o  ) 
de  celle  dn  cercle  directeur  :  «  Le  lieu  des  cenlres  des 
cercles  tangents  à  un  cercle  de  centre  F'  et  passant  par 
un  point  F  est  une  conique  dont  F  et  F'  sont  les  foyers.  » 
Si  le  cercle  to'  se  réduit  à  un  point,  le  cercle  w  devient 
le  cercle  directeur. 

Sur  \3Lfig.  289  on  voit  que  toutes  les  cordes  de  con- 
tact aa'  passent  par  le  centre  de  similitude  S  des  deux 
cercles  <ù  et  w'  et  que  la  tangente  en  A  est  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  A  suraa'.  Si  w' se  réduit  à  un  point, 
le  point  a'  vient  en  10',  le  point  a  est  le  symétrique  du 
foyer  par  rapport  à  la  tangente  et  Ton  retrouve  la  con- 
struction bien  connue  de  la  tangente. 

Ces  considérations  générales  fournissent  en  outre  l'ex- 
plication du  rôle  théorique  que  joue,  dans  le  problème 
d'Apollonius,  le  cercle  orthogonal  aux  trois  cercles  A, 
B,  C.  Le  cercle  orthogonal  rencontre  le  cercle  A  en 
deux  points  O  et  O'  que  l'on  détermine  en  menant  des 
tangentes  du  centre  radical  S  au  cercle  A.  Comme  A,  est 
le  pôle  de  na"S  relativement  au  cercle  A  {fig.  aSf)),  la 
droite  00' passe  par  A,.  On  a  donc  cet  énoncé  :  Le 
cercle  orthogonal  des  trois  cercles  A,  B,  C  admet  comme 
axe  radical  avec  le  cercle  A  une  droite  00'  qui  ren- 
contre en  A,  l'axe  de  similitude  A'B'C  (/^.  -i^);  la 
polaire  de  A,  relativement  au  ceicle  k  est  la  corde  de 
contact  cherchée  na' .  D'autre  part,  on  a  évidemment 

AiO.ÂiO'=  Al»  =  Aia'  ; 

le  pDÎnt  A,  a  même  puissance  par  rapport  au  cercle  or- 
thogonal et  aux  deux  cercles  w  et  w'.  11  en  sera  de 
même  des  points  B,  et  C,,  de  sorte  que  A'B'C  est  l'axe 
radical  commun  des  cercles  to  et  w'  et  du  cercle  ortho- 
gonal. Si  oj  et  to'  se  coupent  en  deux  points  réels,  le 
cercle  orthogonal  passera  aussi  par  ces  deux  points^  ce 
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résultat  est  d'ailleurs  d'évideuce  iiuinédiate.  Chaque 
point  de  la  conique  ABC  est  centre  d'un  cercle  tangent 
à  la  fois  à  u)  et  co',  la  corde  des  contacts  passant  par  S; 
puisque,  pour  des  points  antiliomologucs  a  et  a',  le  pro- 
duit Sa  .  Srt' est  constant,  tous  ces  cercles  coupent  ortiio- 
gonalement  le  cercle  ortliogonal  a  A,  B  et  C  :  or,  si  ro  et  <£>' 
se  coupent  en  un  point  réel  M,  M  sera  le  centre  d  un 
cercle  de  rayon  nul  tangent  à  la  fois  à  co  et  w'  et  devant 
couper  orthogonal enient  le  cercle  orthogonal  ;  M  sera 
sur  le  cercle  orthogonal,  et  la  tangente  à  la  conique  en 
ce  point  sera  précisément  la  tangente  au  cercle  orthogo- 
nal, car  JNIS  est  bissectrice  du  triangle  Mwi)',  vu  que 
le  point  S,  centre  de  similitude,  divise  la  ligne  des  cen- 
tres woi)'  dans  le  rapport  des  rayons.  Le  cercle  orthogonal 
ne  peut  d'ailleurs  pas  rencontrer  la  conique  ABC  en 
d'autres  points  ;  car  si  le  rayon  R  du  cercle  de  centre  A 
est  différent  de  zéro,  le  carré  du  rayon  du  cercle  ortho- 
gonal est  SA  —  R"^,  ce  qui  indique  que  le  point  A  lui 
est  extérieur. 

On  aurait  été  conduit  tout  naturellement  à  cette  pro- 
priété du  cercle  orthogonal  d  être  tangent  à  la  conique 
ABC  aux  points  où  il  la  rencontre  en  remai-quant  que 
la  conique  ABC  est  le  lieu  géométrique  des  points  dont 
le  rapport  des  distances  à  un  cercle  fixe,  le  cercle  ortho- 
gonal, et  à  une  droite  lîxe,  l'axe  de  similitude,  est  con- 
stant. En  eliét,  la  distance  d'un  cercle  A  de  rayon  R  au 
cercde  orthogonal  est  R:  d'autre  part,  la  démonstration 
de  Gergonne  apprend  que  tiois  cercles  (juelconques  A, 
B,  C  tangents  aux  cycles  o)  et  oo'  admettent  l'axe  radical 
de  w  et  co'  comme  axe  de  similitude,  et  les  distances  de 
trois  cercles  à  un  axe  de  similitude  sont  proportionnelles 
aux  rayons.  Or  on  sait,  d'après  le  théorème  de  Daude- 
lin,  que  «  le  lieu  des  points  A,  B,  C,  tels  que  le  rapport 
qui  existe  entre  les  tangentes  menées  de  ces  points  à  uu 
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cercle  fixe  el  les  distances  de  ces  mêmes  points  à  une 
droite  fixe  soit  constant,  est  une  section  conique  » 
(Géomét/ie,  Rouché  et  de  Comberousse,  n°  1081).  On 
retrouverait  ainsi,  par  voie  purement  géométrique,  des 
résultats  dont  j'aurai  besoin  dans  la  suite;  mais  j'ai  cru 
devoir  renoncer  à  celte  méthode,  à  cause  d'une  difficulté 
inattendue  que  j'expliquerai  plus  loin  (n°  8). 

Pour  terminer,  je  résume  les  résultats  très  simples 
qui  suffiront  à  la  définition  de  la  cyclide.  Soient  a>  et  O)', 
les  foyers  d'une  ellipse  et  2a  lalongueurdu  grandaxe.  La 
généralisation  de  la  notion  du  cercle  directeur  montre, 
d'une  manière  presque  intuitive,  que  tout  point  de  l'el- 
lipse peut  être  considéré  comme  centre  d'un  cercle  de 
rayon  p  tangent  à  deux  cercles  fixes,  l'un  de  centre  w  et 
de  rayon  ^,  l'autre  de  centre  w' et  de  rayou  aa — k, 
Ji  étant  un  nombre  fixe  choisi  arbitrairement.  Les  deux 
foyers  ayant  des  propriétés  identiques,  on  pourra  tou- 
jours supposer  k  <^ia  — A,  c'est-à-dire  k  inférieur  à  a. 

Si  k  varie  de  o  k  a  —  c,  les  deux  cercles  de  centres  w 
et  Où'  sont  intérieurs  ;  on  doit  les  considérer  comme  cycles 
de  sens  contraires  et  \a.Jig.  aSp  fait  voir  très  nettement 
le  résultat.  Pour  k  -.=  a  —  c,  les  deux  cercles  directeurs 
deviennent  tangents.  Lorsque  k  varie  de  a —  c  à  a,  les 
deux  cercles  directeurs  deviennent  sécants;  leurs  points 
d'intersection  réels  sont  situés  sur  l'ellipse  et  la  droite 
qui  les  joint,  confondue  d'abord  avec  la  tangente  à  l'ex- 
trémité du  grand  axe,  se  déplace  parallèlement  à  elle- 
même,  toujours  dans  le  même  sens,  jusqu'à  venir  coïn- 
cider avec  le  petit  axe.  Le  résultat  est  encore  facile  à 
apercevoir;  \ai  Jig.  289  en  montrerait  un  exemple  très 
net,  si  l'on  menait  les  deux  cercles  qui  touchent,  l'un  B 
et  C  intérieurement  et  A  extérieurement,  l'autre  R  et 
C  extérieurement  et  A  intérieurement.  Enfin,  pour  h 
négatif,  les  cercles  directeurs   sont  toujours  intérieurs 
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l'un  à  l'autre,  mais  il  faut  les  considérer  comme  cycles 
de  même  sens.  Le  cercle  de  rayon  p  ayant  son  centre  en 
un  point  de  l'ellipse  est  intérieur  au  grand  cercle  direc- 
teur, mais  comprend  à  son  intérieur  le  petit  cercle  di- 
recteur. On  verra  nettement  la  (igure  en  imaginant  trois 
cercles  A,  B,  C  sécants  deux  ;i  deux,  représentant  les 
sections,  par  le  plan  des  centres,  de  trois  sphères  se 
coupant  en  deux  points  réels,  et  en  menant  les  cercles 
0)  et  (jù!  qui  touchent  à  la  fois  extérieurement  ou  inté- 
rieurement les  trois  cercles  donnés. 

En  tout  il  n'existe  que  trois  cas  distincts  pour  l'ellipse, 
comme  on  le  vérifierait  encore  en  examinant  successive- 
ment les  dix  cas  indiqués  dans  la  discussion  du  problème 
d'Apollonius  (n"  3). 

6.  Cercles  de  Dupuis.  —  La  fig.  289  peut  être  exa- 
minée à  un  nouveau  point  de  vue.  Au  lieu  de  cercles 
de  centres  A,  B,  C,  w,  &)',  imaginons  les  sphères  dont 
ces  cercles  représentent  les  sections  par  le  plan  de  la 
figure.  Pour  préciser,  je  me  bornerai  au  cas  où  le  lieu 
des  centres  A,  B,  C,  ...  est  une  ellipse.  On  a  donc  une 
ellipse  ayant  pour  foyeis  o>  et  w';  les  foyeis  sont  centres 
de  deux  sphères  fixes  de  rayons  A  et  2«  —  A"5  chaque; 
point  tel  que  A  de  l'ellipse  est  centre  d'une  sphère  de 
rayon  0  tangente  aux  deux  sphères  fixes. 

Cela  [)Osé,  tout  point  de  l'hyperbole  focale  qui  coupe 
en  (ù  et  w'  le  plan  du  tableau  peut  être  regardé  comme 
centre  d'une  sphère  de  rayon  fixe,  tangente  à  la  fois  à 
toutes  les  sphères  de  ravon  0  dont  le  centre  est  un  point 
de  l'ellipse  ABC.  La  démonsi ration  repose  sur  la  pro- 
priété énoncée  à  la  (in  du  n"  ï2.  Soit  INI  un  point  de  l'iiy- 
j)erbole  focale,  situé  par  exemple  sur  la  même  branche 
que  le  foyer  w,  centre  du  cercle  directeur  de  rayon  k. 
Si  l'on  désigne  pai-  H  la  distance  du  point  M  à  un  point 
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quelconque  A  de  l'ellipse,  on  doit  avoir,   2  a  désignant 

une  constante, 

d  —  {^  -\-  k  )=  2x. 
On  en  tire  | 

d  =  'j  -î-(2a-i-  /-). 

Comme  2a  4-Â'  est  une  constante,  le  théorème  est  dé- 
montré. La  quantité  k  peut  être  négative;  comme  2a 
varie  avec  le  point  M,  on  voit  que  lorsque  h  est  négatif, 
2a  -h  A"  peut  être  négatif  ou  positif.  Voici  alors  ce  qui 
a  lieu.  Les  trois  sphères  A,  B,  C  se  coupent  en  deux 
points  réels  P  et  Q  situés  sur  l'hyperbole  focale.  Pour 
tout  point  M  de  l 'hyperbole  situé  comme  w  entre  P 
et  Q,  c'est-à-dire  à  l'intérieur  des  trois  sphères,  la  sphère 
fixe  de  centre  M  est  intérieure  à  toutes  les  sphères  A, 
B,  C,  . . . .  Pour  tout  point  de  l'hyperbole  focale  non  situé 
entre  P  et  Q,  la  sphère  fixe  de  centre  M  touche  exté- 
rieurement toutes  les  sphères  telles  que  A,  13,  C,  .... 
Le  point  de  contact  de  la  sphère  de  centre  A  avec  la 
sphère  de  centre  M  est  sur  la  droite  AM.  Le  lieu  des 
points  de  contact  avec  la  sphère  A  de  toutes  les  sphères 
ayant  leurs  centres  atix  divers  points  de  l'hyperbole 
focale  sera  l'intersection  de  la  sphère  A  avec  le  cône 
lieu  de  AM.  Or  on  a  démontré  (n"  2)  que  le  cône  qui  a 
pour  sommet  un  point  quelconque  A  de  l'ellipse  focale 
et  pour  base  l'hyperbole  M  est  de  révolution  et  a  pour 
axe  la  tangente  à  l'ellipse  ABC  en  A.  L'intersection  avec 
la  sphère  A  est  donc  un  petit  cercle  dont  le  plan  est 
perpendiculaire  au  plan  de  l'ellipse  ABC.  Comme  on 
connaît  déjà  deux  points  «,  a'  {fig.  aSp)  de  l'intersec- 
tion, il  devient  évident  que  le  lieu  des  points  de  contact 
est  le  petit  cercle  vertical,  intersection  de  la  sphère  A 
par  le  plan  vertical  an  .  On  trouve  précisément  le  cercle 
de  Dupuis.  Si,  d'ailleurs,  on  se  reporte  au  problème  de 
la  sphère  tangente  à  quatre  sphères  données  [Géomé- 
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trie  Rouelle  et  de  Comberousse,  n"  9o2),  il  (!st  facile 
(le  constater  que  le  centre  de  toute  sphère  deDupuis  est 
dans  le  même  plan  que  l'hyperbole  focale.  En  elfet,  les 
deuxsplières  to  et  w',  tangentes  aux  sphères  fixes  A,  B,  C, 
D  {Géométrie  Rouché  et  de  Comberousse,  p.  266  et  267), 
admettant  pour  centre  de  similitude  le  centre  radical 
des  quatre  spbères  et  pour  plan  radical  le  plan  de  simi- 
litude, leurs  centres  seront  sur  la  perpendic^ulaire  abais- 
sée du  centre  radical  sur  le  plan  de  similitude.  En  se  re- 
portant à  la  fig.  289,  on  voit  que  cette  perpendiculaire 
est  dans  le  plan  vertical  mené  par  S  perpendiculairemeat 
àladroite  A'B'C  L'intersection  du  plan  qui  doit  contenir 
les  centres  de  toutes  les  spbères  de  Dupuis  avec  le  cône 
de  sommet  A  s'appuyant  sur  le  cercle  de  Dupuis  est, 
d'après  ce  qui  précède,  l'hyperbole  focale.  On  est  donc 
certain  d'avoir  obtenu^  au  moyen  de  l'hyperbole  focale, 
toutes  les  spbères  tangentes  à  la  fois  aux  trois  sphères 
fixes  données  A,  B,  C.  {A  suivre.  ) 
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THEOREME  DE  D'ALEIIBERT; 

Par  m.  E.  AMIGUES. 


Soit  ./(-)  un  polynôme  à  coefficients  réels  ou  imagi- 
naires. On  donne  à  ::  toutes  les  valeurs  réelles  ou  ima- 
ginaires, et  soit  ::o  1^  valeur  pour  laquelle  ou  l'une  des 
valeurs  pour  lesquelles  le  module  de  f{z)  est  le  plus 
petit. 

Changeons  de  variable,  en  posant 

-S  ^=^  -Sq  -H  li  \ 

nous  avons  alors 


p  étant  un  entier  positif  au  moins  égal  à  i ,  et  «o  -+-  ^o  y  —  * 
représen  tant  f[  So  )  • 

Cela  posé,  je  dis  que  l'on  a 

"^0-^  bo  /—  I  =  o, 
c'est-à-dire 

/(-o)  =  o, 

ou  qu'à  défaut  l'on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  p. 
ap  =  o,         bp  =  o. 
En  d'autres  ternies,  l'équation 

admet  une  racine,  à  moins  que  le  polvnome  f{z)  ne  se 
réduise  à  une  constante. 

Soit,  en  effet,  (7o  -^  />o  \  —  17^  o.  Le  carré  du  module 
(\k\f{zn)  est  a'I  -r  h^.  Nous  savons  que  le  carré  M-  du 
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module  de  f{zo-\-u)    ne    peut    pas    êlre   inférieur   à 
al  +  h'^.  Caleulons  M-.  Pour  cela,  posons 

u  =  p(cosu)  -+-  / — ■  1  sinw), 

afin  de  séparer  dansy(^o+")   la   partie   réelle    et  la 
partie  imaginaire.  On  a  alors 

/{zo-T-  u)  =  «o-t-  I.pP(ap  sin/>w  —  bp  cos/)'jû) 

-f-  \/ —  I  [bo-+-  I.pP(ap  sin/>to  -j-  bp  cos/)a))]  ; 
on  a  alors 

M-  =  [«0-1-  ^pPiff-p  cospvj  —  bp  sinptxi)]- 
-i-  [^o-t-  -  p^'i^p  sin/jo)  -+-  bpcospiii)]'-. 

Soit  /  la  plus  petite  valeur  de  j),  pour  laquelle  les 
eoelïieienls  Up  et  bp  ne  sont  pas  nuls  tous  deux.  On  a 
alors,  en  ordonnant  M-  par  rapport  aux  puissances  as- 
cendantes de  p, 

M^  =;  a|  -i-  6^  -;-  2  p'( «0 «/  cos  joj  —  «o i'i  sin  i tu 

-+-  boCii  sin  i(ji  -^  b^bj  cosio))  -^  .  . . . 

L'ensemble  des  termes  qui  suivent  a^  +  è^  ne  peut 
pas  être  négatif.  Donc  le  coefticient  de  p'  ne  peut  pas 
l'être.  J'en  conclus  que  ce  coefticient  est  nul  pour  toute 
valeur  de  w;  car,  s'il   n'était  pas  nul  pour  (o  =  co,,   il 

aurait  des  signes  contiaires  pour  ci>=(.o,  et  oj  =  oJ|  +  -'• 

Cette  identité  en  m  se  iraduit  par  les  deux  équations 
suivantes 

ao«/-i-  bobi—  o, 
6o«i—  oobi—  o, 

qui  n'ont  d'autre  solution  que 

a/=  o.         6,—  o. 


(  'iM 

On  prouvera  alors  que  l'on  a,  de  iiièaie, 


et  toujours  ainsi. 


4-4-1  =    O, 


Remarque  1.  —  La  démonstration  suppose  que  la  va- 
leur Zq  est  finie.  Or  on  sait  que,  lorsque  la  variable  z 
est  infinie,  le  module  de  f{z)  est  lui-même  infini. 

Remarque  II.  ■ —  On  s'est  appuyé  sur  ce  principe 
évident  et  que,  en  tout  cas,  on  peut  démontrer  en  toute 
rigueur  :  lorsqu'on  a  des  nombres  positifs  en  nombre 
fini  ou  infini,  ou  bien  l'un  d'eux  est  plus  petit  que  tous 
les  autres,  ou  bien  plusieurs  sont  égaux  entre  eux  et 
moindres  que  tous  les  autres,  ou  bien  une  infinité  de 
ces  nombres  sont  égaux  entre  eux  et  inférieurs  à  tous 
les  autres,  ou  enfin  on  peut  calculer  deux  nombres  aussi 
rapprochés  qu'on  veut  et  entre  lesquels  sont  compris  les 
nombres  les  plus  petits.  On  démontrerait  ce  principe 
comme  j'ai  démontré,  dans  mes  Leçons  d^ Algèbre,  le 
théorème  suivant  :  Une  suite  illimilée  de  nombres  crois- 
sants qui  demeurent  inférieurs  à  un  nombre  donné  est 
une  suite  coni^ergente. 


NOTE  SUR  LE   PROBLÈME  DE  MECAMQIE 
PROPOSÉ  A  L'AGRÉGATIOi\  E^  1889; 

Extrait  d'ixe  Lettre  de  xM.  de  SAINT-GERMAIN 
A  M.  ROUCHÉ. 


Puisque  vous  voulez  bien  penser  que  je  pourrai  inté- 
resser quelques  lecteurs  des  Nouvelles  Annales  en  leur 
indiquant  une  solution  du  problème  de  Mécanique  pro- 
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posé  à  l'agrégalion  en  1889,  je  \ais  le  faire  brièvement, 
la  quesiion  élant  facile. 
Soient  : 

OX,,    0Y|,    OZ    trois   axes  de   coordonnées   rectangu- 
laires; 
S  une  surface  définie  par  ré(juation 

z  —  e*-.+v,  ; 

D  une  droite  dont  les  équations  sont  jc,  =  >  1  =  z. 

Le  système  des  axes  0X|,  OY,,  OZ  et  de  S  tourne 
avec  une  vitesse  constante  o>  autour  de  la  droite  D  sup- 
posée fixe.  Il  s'agit  de  déterminer  le  mouvement  relatif 
d'un  point  M,  ayant  une  masse  égale  à  l'unité,  assujetti 
à  rester  sur  S  et  sollicité  par  une  force  connue  F  :  pres- 
sion sur  la  surface.  Etudier  le  cas  où  F  est  la  résul- 
tante de  deux  forces,  l'une  égale  à  w-JNlO  et  dirigée  sui- 
vant MO,  l'autre  égale  à  Sw^MH,  dirigée  suivant  la 
perpendiculaire  MH  abaissée  du  point  M  sur  un  plan 
mené  par  l'origine  normale  à  D.  A  l'instant  initial,  le 
mobile  se  trouve  sur  OZ  avec  une  vitesse  dont  les  pro- 

jections  sur  OA)  et  sur  Oi ,  sont r  ^^  ~lr' 

La  surface  S  étant  un  cylindre  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  OY) 
et  le  prolongement  OX',  de  OXi,  il  est  naturel  de 
prendre  pour  axes  coordonnés  mobiles  l'axe  donné  OZ 
et  les  bissectrices  OX,  OY  des  angles  X,OY,,  Y,OX', . 
L'équation  de  S  devient 
(1)  ^  =  ea-v'2. 

Quant  aux  équations  du  mouvement  relatif  du  point  M 
sur  cette  surface,  on  sait  les  former  immédiatement  :  ce 
sont  celles  qui  représenteraient  le  mouvement  absolu  du 
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mobile  s'il  était  libre,  mais  sollicité  par  quatre  forces  : 
1°  la  force  donnée  F;  2"  une  foxce  N,  normale  à  S  et  re- 
présentant l'action  de  cette  surface;  3"  la  force  d'inertie 
d'entraînement;  4"  la  force  centrifuge  composée.  Les 
composantes  des  deux  dernières  sont  données  par  les 
formules  de  Rivais  et  de  Coriolis,  et  les  équations  cher- 
chées sont  de  la  forme  bien  connue 

(Jt^  OC 

m  -j—  =  X  +  N  cosa 

^m\^'^x-p{px^  qy  ^  r  z)  +  y  "^^  ~  z  -^ 
l    dy  dz\ 

Dans  le  problème  proposé,  ni  est  égal  à  i,  et  les  com- 
posantes de  la  rotation  d'entraînement  sont,  on  le  voit 
sans  peine, 

les  cosinus  directeurs  de  la  réaction  N,  supposée  posi- 
tive quand  elle  fait  un  angle  aigu  avec  OZ,  peuvent  se 
metlie  sous  la  forme 

COS«  = 1  cost»==o,  cosc 


\J\-\~1Z''-  '  v/n-2^2' 

les  composantes  X,  Y,  Z  de  F  sont  connues  et  l'on  a, 
pour  les  équations  du  mouvement  relatif, 

X  —  z  J-x        '2  (u  dv 
3  ^3    clt 
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Ces  é(|ualions  donnent  la  solution  du  problème  gé- 
néral :  les  deux  équations  qui  résultent  de  l'élimination 
de  N  et  l'équation  (i)  perniellent  de  déterminer  x^j.,  z 
en  fonction  du  temps-,  la  première  ou  la  troisième  des 
équations  {-i)  fait  ensuite  eoniiaitre  la  réaetiou  N,  égale 
et  opposée  à  la  pression  supportée  par  S. 

Dans  le  cas  particulier  proposé,  les  composantes  X, 
Y,  Z  de  F  sont  respeclivemenl,  après  de  simples  réduc- 
tions, 

—  w-(3.r -)- :;  y/a),         — ^"^J,         — tà^ \x  ^ i -{- i z) ^ 

et  l'on  trouve,  pour  les  é(juations  du  mouvement  relatif 
du  point  M, 

d^.r  „ '}. T -\- z  J 1        ao)  dy  N^sy/a 

dt'-  o  ^3   dt        ^i_|.  ,^^2 

<r/2  y        -2  (o  /  /-  dz        dx  \ 

^^^  -cii-^,\f'dï--diy 

d'^z  ^x  yji^  z        iiù  s/'>.  dy  N 

^^>   ■^=^— "    3        ^r dt -^ -^tT^^' 

A  l'instant  initial,  on  a 


I 


■y 


z 


dx  _  dz  _  dy  _      _  5.oj  /ï 

'dt'di"'''  "^  ~  ''"  ~      /3     ' 

Cela  posé,  l'équation  (4)  pt^ut  s'intégrer  une  fois  et 
donne,  eu  égard  à  ces  conditions  initiales, 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  (;5), 
(4),  (5),  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par 
idx^  2//j',  idz^  on  a  l'équation  des  forces  vives  sous 
la  forme 

d.v^  =  —  %i>i-{x  sj-i  4-  z)  {dx  yj-i.  -t-  dz)\ 


(     '"^2    ) 

Tintégrale  première  est,  eu  égard  aux  conditions  ini- 
tiales, 

,       dx^        dy-        dz"-  4     ,,        r         \2 

dV^         df^        dt^        ^  3  ^  '  ■ 

Si  l'on  remplace  -y  par  sa  valeur  (6),  puis  z  et  -^ 

dx 
par  leurs  valeurs  en  fonction  de  a:  et  -r-  5  on  pourra  tirer 

de  cette  équation 

,    ,  dx-^        ,    „  \  —  x"- —  e'^x  yfî 

on  en  déduirait  l'expression  de  t  en  fonction  de  x  à 
Taide  d'une  quadrature  qu'on  ne  peut  réduire  aux  fonc- 
tions élémentaires. 

L'élimination  de  dt  entre  les  équations  (6)  et  (y) 
donne  l'équation  de  la  projection  de  la  trajectoire  sur  le 
plan  des  xj 


dy  __^{ \J->. e-^  ^—  x)\/'i-^i e"'"^  ''^  ^ 

le  second  memlDre  n'est  réel  que  si  x  est  compris  entre 
les  valeurs  o  et  a  qui  annulent  le  dénominateur  (la  mé- 
thode de  Newton  donne  bien  facilement  —  o ,  96702 
pour  valeur  approchée  de  a);  le  numérateur  ne  s'an- 
nule jamais.  De  ces  résultats  et  de  l'examen  des  équa- 
tions (6)  et  (7),  on  conclut  aisément  que  la  trajectoire 
ondule  sur  la  surface  S  entre  deux  génératrices  qu'elle 
va  toucher  alternativement 5  x  et  s  sont  des  fonctions 
périodiques  du  temps  :j'  croit  indéfiniment. 

En  dilférentiant  l'équation  (7)  par  rapport  au  temps, 

on  en  déduit  la  valeur  de  -j-^  qui,  avec  la  valeur  (6)  de 


(  123  ) 
-^>  permet  de  tirer  N  de  l'équation  (3);  on  peut  mettre 
sa  valeui'  sous  la  l'orine 

N  =  4w"-13  —  X  \f}.  —  IX- —  îxz-  v^a)  (i  -i-  2  2-)   ^  ; 
la  réaction  de  la  surface  reste  constamment  positive. 


^'OTE  SIR  UX  THÉORÈME  DE  M.  IIIMRERT 
ET  SLR  li\  THÉORÈME  DE  M.  FOIRET; 

Par  m.  ÉMiLR  BOREL. 


I.    Sur     €^'     THÉORÈME    DE    M.     HuMBERT. 

Considérons  deux  courbes  algébriques  déterminées 
par  leurs  équations  tangentielles 

,  ,  (  /(  ",  V.  w  )  =  o, 

f    o(u,   l),   IV  ]  =  o, 

et  cherchons  la  somme  V  des  angles  que  font  leurs  tan- 
gentes communes  a^ec  l'axe  des  x,  les  coordonnées  étant 
supposées  rectangulaires. 

Pour  avoir  les  directions  des  tangentes  communes, 
éliminons  w  entre  les  équations  (  i  );  nous  obtenons  l'équa- 
tion 

(2)  R(u,  V)  =  o. 

Le  résultat  R(if,  v)  étant  homogène  par  rapport  <à  u  et  p-, 

les  valeurs  de ,  racines  de  l'équation  (2),  sont  les 

tangentes  trigonométriques  des  angles  que  font  avec 
1  axe  des  x  les  tangentes  communes  aux  deux  courbes. 


(  »^4  ) 

Si  l'on  pose 

R(m,  v)  =  AoU"^-+-  Al  W'^-^v  -i-  X2U"^--^^-■ 

on  a 

Al  — A3-^- A5— A--f-. 
tangV: 


Au  —  A2  +  A4  —  Ae  -H .  . . 
On  peut  remarquer  que,  si  l'on  pose 
R(i,  0  =  M>Ni, 
on  en  déduit  aisément 

Or,   pour  calculer  R(i,/),  il  suffit  d'éliminer  w  entre 
les  équations 

/(i,  i,  iv)=  o, 
Cf(£,  i,  w)  =  o. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'angle  V  ne  dépend 
que  des  deux  équations  précédentes;  il  ne  change  évi- 
demment pas  si  l'on  remplace  les  équations  (i)  parles 
suivantes 


(3) 


(4) 


{  /(  U,  V,  w  )  -h  (u'^-^  V-)  t\  (  U,  V,  w)  =  o, 
\  cp(M,  t^,  w)  -h  {u^  -h  i-'"-)cpi(a,  V,  w)  =  o, 

f,  et  cp,  étant  des  polynômes  homogènes.  On  obtient 
ainsi  ce  théorème,  trouvé  par  M.  Humbert,  d'une  ma- 
nière toute  différente  : 

La  somme  des  angles  que  font  avec  un  axe  fixe  les 
tangentes  communes  à  deux  courbes  algébriques  ne 
change  pas  quand  on  remplace  ces  courbes  par  des 
courbes  homofocales. 

En  particulier,  on  peut  les  remplacer  par  leurs  foyers 
réels^  les  tangentes  communes  sont  alors  les  droites  que 
joignent,  de  toutes  les  manières  possibles,   les  foyers 


(   '25   ) 
réels.   La   deuxième    parlie   du  problème   proposé,  en 
1889,  à  l'École  Polytechnique  n'est  qu'un  cas  particu- 
lier de  cette  dernière  remarque. 

II.  —  Sur  un  théorème  de  M.   Fouret. 

1 .  Etant  données  deux  courbes  algébriques  'va- 
riables, mais  rencontrant  chacune  les  axes  de  coor- 
données en  des  points  déterminés  ',  le  produit  des  coej- 
ficients  angulaires  des  droites  qui  joignent  l'origine 
à  leurs  points  d'intersection  est  constant. 

On  peut  énoncer  ce  théorème  d'une  autre  manière,  se 
prêtant  mieux  à  une  transformation,  en  introduisant  une 
troisième  droite  arbitraire  passant  par  l'origine;  le  coef- 
ficient angulaire  d'une  quatrième  droite  variable  ne  dif- 
fère que  par  un  facteur  constant  du  rapport  anharmo- 
nique  qu'elle  forme  avec  les  trois  premières.  On  obtient 
ainsi  ce  nouvel  énoncé  : 

Etant  données  deux  courbes  algébriques  variables ^^ 
mais  rencontrant  chacune  les  axes  de  coordonnées  en 
des  points  déterminés,  le  produit  des  rapports  anhar- 
moniques  formés  par  les  droites  joignant  V origine  à 
leurs  points  d'intersection^  auec  les  axes  et  une  droite 
fixe  passant  par  leur  point  de  concours,  est  constant. 

Le  théorème  corrélatif  est  le  suivant  : 

Lorsque  les  tangentes,  issues  de  deux  points  fixes  à 
deux  courbes  algébriques  7'ariahles,  sont  déterminées , 
le  produit  des  rapports  anharmoniques  que  forment 
avec  ces  deux  points  fixes  et  un  troisième  point  fixe 
aibitraire  situé  sur  la  droite  qui  les  joint  les  divers 
points  de  rencontre  de  leurs  tangentes  communes  avec 
celte  rlroite,  est  déterminé. 


(  '^^(^  ) 

2.  Pour  démontrer  directement  ce  dernier  théorème, 
il  suflit  de  se  donner  les  équations  des  deux  courbes  va- 
riables en  coordonnées  tangentielles,  les  deux  points 
fixes  étant  deux  sommets  du  triangle  de  référence.  Ces 
équations  seront  de  la  forme 

(l)  '. 

(     0{U,    V,    U')  -i-  MP   cp,  (U,    V,    W)  =  o, 

les  polynômesyet  o  étant  déterminés,  y,  et  z>,  étant  va- 
riables. On  a  l'équation  des  points  d'intersection  de 
leurs  tangentes  communes  avec  la  droite  («  =  0,  v'  =  o), 
en  éliminant  w  entre  les  équations  précédentes;  soit 

R(m,  v)  =  o 

l'équation  ainsi  obtenue.  Le  produit  des  rapports  an- 
liarmoniques  considérés  est  égal,  à  un  facteur  constant 
près,  au  quotient  des  coefficients  des  plus  hautes  puis- 
sances de  u  et  de  r,  c'est-à-dire  au  quotient 

R(o,  (O^r^l"'  o)- 

Or  on  peut  obtenir  R(o,  v),  en  annulant  u  dans  les 
équations  (i)  et  en  éliminant  w  entre  les  deux  équa- 
tions 

/(o,  ^>,  ïP)  =  o, 

et,  de  même,  R(m,  o)  peut  être  obtenu  en  éliminant  w 
entre  les  deux  équations 

f(u,  o,  w)  =  o, 
's>{  u^  o,  w)  =  o; 

ce  qui  prouve  que  E  (o,  v)  et  R(//,  o)  sont  indépendants 
de  fi{n,  <',  U')  et  de  cp,(«,  i^,  w),  et,  par  suite,  le  théo- 
rème est  démontré. 


(  '^7  ) 
lî.  Si  Ton  suppose  (pie  los  deux  poiuls  fixes  sont  les 
poinls  eyeliques,  cliacun  des  rapports  anliarmoniques 
considérés  a  pour  logarithme  l'angle  de  la  tangente  com- 
mune correspondante  avec  un  axe  fixe,  à  un  facteur  con- 
stant près.  Le  produit  des  rapports  anliarmoniques  étant 
constant,  la  somme  de  leurs  logarithmes  est  constante, 
et  l'on  retrouve  ainsi  ce  théorème  : 

La  somme  des  angles,  que  font  avec  un  axe  fixe  les 
tangentes  communes  à  deux  courbes  algébriques,  est 
déterminée  lorsque  la  position  de  leurs  foyers  est  dé- 
terminée. 

C'est  le  théorème  de  M.  Humhert. 

4.  On  peut  généraliser  le  théorème  de  M.  Fouret,  eu 
remplaçant  les  droites  fixes  par  des  courbes  algébriques 
quelconques. 

Considérons  un  faisceau  linéaire  de  courbes 

On  peut  appeler  rapport  anharmonique  de  quatre 
courbes  de  ce  faisceau,  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  valeurs  correspondantes  de  X;  ce  rapport  est  égal 
au  rapport  anharmonique  des  tangentes  à  ces  quatre 
courbes,  en  l'un  quelconque  de  leurs  points  communs. 
Cela  posé,  on  a  ce  théorème  : 

Lorsque  les  points  d' intersection  de  deux  courbes 
algébriques  variables  avec  deux  des  courbes  d  un 
faisceau  linéaire  sont  déterminés,  le  produit  des  rap- 
ports anliarmoniques  que  forment  ai^ec  ces  deux 
courbes-là  et  une  troisième  courbe  fixe  quelconque  du 
faisceau  les  diverses  courbes  du  faisceau  qui  passent 
chacune  par  l'un  des  points  d'intersection  des  courbes 
variables  est  aussi  déterminé. 


(   ï-^8  ) 


Soient,  en  effet, 


(1)  /    -4-  (fOi'|/     =  O, 

(2)  /i-+-œ'fi']^i  =  O 
les  équations  des  courbes  variables, 

(3)  o-f-Xtpi  =  o 

étant  l'équation  générale  des  courbes  du  faisceau;  f  et 
y,  sont  déterminés,  'l  et  (]>)  sont  variables. 

Les  rapports  anbarmoniques  considérés  sont  propor- 
tionnels aux  valeurs  de  X,  correspondant  aux  courbes 
du  faisceau  (3)  qui  passent  par  les  points  d'intersection 
des  courbes  (i)  et  (2).  Pour  former  l'équation  donnant 
ces  valeurs  de  À,  il  suffit  d'éliminer  x^  7,  z  entre  les 
équations  (1),  (2).  (3\  et  le  tliéorème  énoncé  revient  à 
ceci  :  le  produit  des  racines  de  l'équation  en  \  obtenue 
est  indépendant  des  coefficients  de  'h  et  de  -i,.  Il  suffît  de 
montrer  que  les  termes  extrêmes  de  l'équation  en  \,  or- 
donnée suivant  les  puissances  décroissantes  par  exemple, 
ne  dépendent  pas  de  ces  coefficients. 

En  elfet,  supposons,  par  exemph',  que  le  terme  con- 
stant de  l'équation  renferme  nn  coefficient  de  •];  ;  nous 
pourrions  résoudre  par  rapport  à  ce  coefficient  l'équa- 
tion obtenue  en  égalant  à  zéro  le  terme  considéié;  ce 
qui  revient  à  dire  que,  pour  une  valeur  particulière  de 
ce  coellicient  de  'i;,  l'équation  en  A  aurait  une  racine 
nulle,  et,  par  conséquent,  les  trois  équations 

/  -4-çOi'];    =0, 
0  =  0 

auraient  une  solution  couimunc;   il   en  serait  de  même 
des  trois  équations 


ce  qui  ne  peut  l'irt;  si  l'on  n'a  fait  aucnnn;  hypothèse  suc 
les  coefllcienls  de  f,j\-,  '^^ 

Ou  verrait  de  la  même  manière  que  le  coefllcient  de 
la  plus  haute  puissance  de  A  est  indépendant  de  6  et  de 
•1/, .  Le  théorème  est  donc  démontré. 


S0LITI0\  DE  LA  0LEST!O\  DE  MATIIEMATIOLES  SPECIALES 
PUOPOSÉE  Al  COXCOLKS  DA(iUÉGAriO\  DES  SCIEXCES 
MATIIÉMATIOIES  DE  1889; 

Par  m.  GAMBEY, 
Professeur  au  Ijcée  de  Rouen. 


I 


On  donne  un  cône  du  second  degré  G  et.  deux  ijua- 
diatiques  A,  A',  insciites  dans  ce  cô/ie^  on  considère 
une  quadrique  variable  S  inscrite  dans  le  mente  cône, 
et  touchant  les  (juadriques  données  A  et  A'  en  des 
points  variables  y.  et  a'. 

i"  Démontrer  que  la  droite  -j.'jI  passe  par  un  point 
fixe. 

a"  Trouver  le  lieu  de  la  droite  d  intersection  des 
plans  tangents  à  la  surface  S  aux  points  a  et  a'. 

3"  Démontrer  que  le  lieu  du  pôle  d'un  plan  fixe  P 
par  rapport  à  la  surface  S  se  composa  de  deux  qua- 
driq  ues  b  il  an  gen  t  es . 

4"  Trouver  le  lien  de  la  droite  qui  passe  par  les 
points  de  contact  de  ces  deux  quadriques,  lorsque  le 
plan  P  se  déplace,  en  restant  pai'allèle  à  un  plan  tan- 
gent au  cône  C. 

Nous  prendrons  pour  axc;s  de  coordonnées  les  axes 
principaux  du  cône  donné,  dont  l'équation  sera  ainsi 

A\2^  BY2^CZ2=o. 
Ann.  de  Matheniat.,  i'  série,  l.  L\.  (Mars  iSijo.)  y 


(    ^'^o   ) 
Celles   des   trois   quaclriques   pourront  s'éciire  Je  la 
manière  suivante  : 

A  AX2-I-BY2+GZ2  — (aX  +6Y  +  cZ  -4- r/)2  =  o, 
A'  AX2+  BY2-^-  CZ2—  (oTiX  +  61 Y  h-  c,Z  +  f/,)^  =  o, 
S  AX2-f-  BY2+  GZ2  — (/X    +  7nY  +  /;  Z  -i-/?)^  =  o. 

Les  coefficients  <7,  Z;,  c,  d;  «,,  />,,  f|,  <^)  sont  donnés  ^ 
mais  /,  m,  «,  p  sont  variables. 

Soient  jr,  j  ,  2  les  coordonnées  du  point  a,  et  :r',  y', 
z'  irlles  du  point  a'.  Je  pose,  pour  abréger  l'écriture, 

A:r2-+-BjK2_|_  G-2  =:  v^ 

a  X    -+-  by    -+-  e  ^    -1-  r/  =  P , 

(1)  ''  <?,.T-'-+-6,y-f-c,^'+f/i  =  p'i, 

/a;     H-  /?i  I    -+-  /1-3   -\-  p   =  Q, 
/:)?'    -!-  /;ij^'-4-  iiz'  -{- p  =  Q'; 

et  je  considère  \  ,  P,  ...  comme  des  inconnues  auxi- 
liaires. En  outre,  eu  prévision  de  certaines  relations 
importantes  que  j'aurai  à  employer,  je  lais  encore 


/2                /»2 

11- 

A    ^  TT    ^ 

TT 

ol          bi)i 

m 

T  ^  ir  ' 

~  T\ 

cixl        b\iii 
A     '       B 

A, 


r2         1,1        ri 
V-^   B   +G- 

=  /.-, 

^ï  ^    ^-'î    ,    cf 

Â^-B-^T;- 

=  /.-, . 

(■^.) 


Cela  posé,  ridentilicalion  des  plans  tangents  en  a  aux 
quadriques  A  el  S    donne 

PQ(7r/  — ff/J)  ^  _  V(l{md  —  bp)  _  _  PQ(  nd  —  cp  ) 

•"^  ""  A(//P-/^Q)  '  -^^  ~   B(^P  -pQ  )  '  "^  ~  G(r/P-y,(Ti  ' 

Substituant  ces   valeurs  de   jr,  j,    z  dans   celles   des 
relations   (1)  qui    les  contiennent,   on  obtient  les  trois 


é(|uations  suivaiiU-s 

(  3  ,)     .  ^,.,  -^ ,  n  Id  —  np  )2        (  md  —  hp  )2        (  nd  -  cp  Y  l 

\  p^r*^^'''^''  —  ap)a        i  md — bp)b        {nd — cp)c'\ 

}       "4'         Â  ^  B       ~"  C  J' 

(4)   ' 

f  r>     r  ^  ^^^  —  '^'^'  ^  ^        ^  f'td  —  bp  }  ni        (  nd  —  cp  )n'] 

=     K]^         X  "^  B  "^  G  J' 

auxquelles  il  laul  joindre 

Prenons  d'aboid  P  —  Q  =  o.  En  remplaçant  V  par 
l*-,  ainsi  cpie  (^  par  P,  dans  l'équation  (3),  et  suppri- 
mant le  facteur  P'',  on  obtient  la  relation 

(  Id  —  ap )-        ( m d  —  bp  \-        (  nd  —  cp\-        ,  ,  „ 

- — -^ — -^ ^ ^ C ^p-dy-^o.^ 

c'est-à-dire 

(  A  )  d-  X  —  2/)r/(  [J.  —  I )  -i- /)■-  /c  =  o . 

Cette  condition  exprime  que  le  plan 

I  )  )       /  X  -T-  m  \  -^  nZ  -^  p  —  {a\  -\-  b\  +  c'L  -{-  d  )  =^  o 

est  tangent  à  la  quadricjue  A  en  a,  à  cause  de  P  —  Q  ^o. 

En.  éliminant  P  et  Q  entre  les  équations  (4),  on  re- 
trouve l'équation  (A). 

Si  l'on  prend,  au  conlraiic,  P  -f-  O  =  o,  on  arrive  à 
la  condition 

(  F5  )  d-t.  —  'i-pdi  [J-  — ^  0  "^  P'f'^  =  t>) 

qui  exprime  que  le  plau 

(  ()  )       /  \  —  // A'  -^  /;  Z  -I-  /;  -h  f  r/  \  -I-  ^  Y  -1-  f  Z  -f-  c/  )  =  o 


(  ^'-''-^  ) 

est  tangent  aussi  eu  a  à  la  cjuadiique  A.  Ainsi,  selon 
que  l'on  prend  P  —  Q  =:  o  ou  P  +  Q  =  o,  le  plan  (5) 
est  le  plan  tangent  eonimun  aux  quadriques  A  et  S  en  a, 
ou  bien  e'est  le  plan  (6). 

Il  est  évident  que  la  considération  du  plan  tangent 
en  a' conduirait  à  des  relations  analogues  à  (A)  et  à  (B), 
où  rt,  ^,  e,  (l  seraient  remplacées  par  «,,  Z>),  c,,  ^j,  et 
que  ce  plan  tangent  est 

(7)  l\  -4-  in\  -^  nZ  +  p  —  («iX  -)-  61 Y  -i-  CiZ  -+-  f/j)  =  o, 
si  l'on  prend  P',  —  (  )'  =  o  •,  ou  bien 

(8)  /X  +  /nY  -+-  7jZ  ^-/J»  —  («jX  -)-  ^1  Y  -H  ciZ  -h  «s?!)  =  o, 

si  l'on  prend  P, +  (^'=0.  Les  relations  analogues  à 
(A)  et  à  (B)  sont 

(  Al  )  d\  X  —  ipdi (  [^1  —  I  j  +  yo2 /^i  =  o. 

(Bi)  d\\  ^  ipdi{^i-h  i)  +  p^- hi  =  o. 

Dans  riijpothèse  P  —  Q  =  o,  les  expressions  de  j:, 
)-,  z  sont 

_        Id  —  ap  _       nid  —  hp  _       nd  —  cp 

^  ^      A(d—py         ^  ~      B{d—p}'  ""  ~      C{d  —  p)  ' 

Multipliant  respectivement  par  «,  Z>,  c  et  ajoutant,  on 
détermine  P,  dont  la  valeur  est  donnée  par  la  formule 

p^       d(p  —  d)      ^ipdjp  —  d) 
d(ix  ~  i)  —  pk         d- \  —  P' k 

La  seconde  (orme  est  obtenue  en  éliminant  [/  à  l'aide 
de  la  relation  (A). 
Il  en  iésuite 

—  2/?f/( Id  —  ap)  _  —  2/)f/( ind  —  bp)  _  —  ipd{ nd  —  cp )   ! 

X(dn—p'-k)    '     ^' ^      B(d-^l—p'-/c)     '      ^'  ^     L](dn  —p'^A)    *! 


(   '33  ) 
El  l'on  aurail  de  inènu-,  pour  P,  —  Q'=  "^S 
,  _  —  ipdi  (  /(/i  —  ctip) 

—  -îpdii/ndi  —  Oi/J) 

,  _  —  9.pd\  (  n(fi  —  Cip) 
""  -       C(dll-pH'r) 

J.   La  droite    aa'   passa  par  un  point   fixe.  —  Les 

('•qualioiis 

\-x  _  \—y  _  Z  —  z 

x — X       y  —  y       z — ;; 

de  la  droite  aa',  transfoi-iiiées  en  y  substiluantles  valeurs 
ci-dessus  de  x,  j%  z\  a\ ^  ',  z\  peuvent  s'écrire 

AX ( rf- X  —  p-k)  -^  i pd(ld  —  ap  ) 
AX  {djl  —  p^  Al  )  -h  i.pdx  (  /rfi  —  a\p) 
_      BY (  f/2  À  —  /?2  k  )  -+-  ipdi  md  —  bp  ) 


V,\{d\\  — p'^k\)  -+-  ipdi{mdi—  h^p) 
_      CZ{d-^l—p^-k)-^  ipd{  nd  —  cp  ) 
GZ(  d\  \  — p- k^  )  -T-  ipd^  {ndi  —  c^ p) 

En  désignant  par  p  la  valeur  commune  de  ces  trois  rap- 
ports, et  en  se  bornant  au  premier,  on  obtient  aisément 

'  .  -,        ad  —  s  d,  d, (  d-  —  odr  ) 

AX  '  p 

^  ]L(d-2—od-i)  —  (k—oki) 

/>-  '  ' 

Les  seules  quantités  qui  dépendent  encore  de  /,  ///, 

//,  1)  sont  —  et  ^-  Si  on  annule  leur  coefficient  commun 

'  P       P- 

(/- —  p<V;,  la  valenr  de  X  deviendra  indépendante  de  /, 

///,  /?,  p  et,  par  conséquent,  des  coordonnées  des  points  a 

d"^  ,  . 

et  a'.  11  suffit  de  prendre  p  =  -7^5  etl'on obtient 

Y    „  ■^■ddi{adi  —  dai)  _  ■>.  ddi  (  hdi  —  dbx)  _  2  ddx  (  cdi  —  dci) 

"-    ,Vrr/V.-,-/.-rfn    '  '     Bir/-'/.-,        ÂTTfT'      "  ""    C(d-^ki-kd\) 


(  '^4  ) 

Or  les  équations  tangeiiLieJles  des  quadri<jues  A  el  A'. 


bv         cw 
"B     ^  IT 


,^  f  u-        t'-        »'-\  ,     (a\it        biv        c,w\        , 

dj(-  +  -  ^  _)  +  .rA;-(  —  +  —  -  -^-  )  -.  Av-  =  o. 

doimeiit  aiséuieut  les  é(]uations  des  soniinels  des  deux 
cônes  circonscrits  à  la  lois  à  A  et  à  A'.  Ce  sont 

(■  =  o, 

équation  de  lotigine,  et 

/fidi—  dcii            6r/,  —  dhi           cr/,  —  de,      \ 
iddi  ( u  -, V  -t — ^, — —  (r  1  -i-  rt-Aj  —  kdi  =  o. 

Les  coordonnées-points  de  ce  second  sommet  sont  donc 
■?.dd\(adi  —  da\  ) 


.r„  = 


.Yo  — 


\{d-^ki  —  kd\) 
■xddx(hd\  —  db\) 
^{d^ki  —  kdl)  ' 
9.  ddi  (  cdi  —  dc\  ) 
^"  ^    i)(,/-^ki—kdl) 
Ainsi  l'on  a 

-\q    =     ,/'|J,  l0=1'(J.  ZlQ     =     ^11. 

et  la  droite  aa'  passe  constamment  par  le  sommet  du 
second  cône  circonscrit  à  la  fois  aux  deux  quadriques  A 
et  A'. 

II.  Lieu  des  intersections  des  plans  tangents  en  y. 
et  a'.  —  Il  suffit,  pour  l'obtenir,  de  retrancher  membre 
à  membre  les  équations  (5)  et  (7),  ou  bien  (6)  et  (8); 
puis,  les  équations  (0)  et  (8),  ou  bien  (6)  et  (7).  On 
obtient  ainsi  deux  plans,  savoir 

(a  —  ai}\-^(b  —  by)\  ^  {c  —  Ci)Z-T-  d  —  dy  —  o, 
(a-^  ai)\^  (b  —  bi)\  -{-{c  -T-  Ci)Z-^  d  -h  di  =  o. 


(  .3:.  , 

111.    f.-cii  (lu  jx'ilt'  d'un  jildii  Jixc  i>(ti'  rn/ipor/  aux 
(/iiar/riqucs  S.  —  Soil 

(  i)  )  u\  -T-  t'  V  -f-  tr  Z  —  I  =  o 

1111  plan  li\(',  t'L  |)f)SOiis 

ux  -r-  Vf  -^  iv  :■  —  i  =  H . 

.r,  7  ,   ~  étant  les  cooi'clonnécs  du  pôle  du  plan  (9)  par 
rapport  à  S.  On  aura  facilenient 

\.r  —  /q  =  p()u.         V,\—/nQ  =  pqv,         C^  — /<  U  =  A'Q  »' : 

doù 

\.r-~pOii  Bv-^pQv  Cz^pCUi' 

f  =    z i —  )  fil  =  — : '  ,  Il  = ^ , 

()  Q  O 

et,  en  multipliant  pai-  x,  y,  z  et  ajoutant  les  résultats, 
on  trouve  d'a]:)ord 


(10) 

1>  = 

V  -  OJ 

HQ 

par  suite,  on  a 

(n) 


_  AH./  —  (  \  —(y^)u 

~  ÎÎQ 

BH  r  — (  V  — Q2)r 

'"=— ^ ÏÏQ 

_  CM^  —  iV  — Q2)„ 
"  -  HQ 


La  substitution  de  ces  valeurs  de  /,  nt,  n^  p  dans  les 
équations  (A)  et  (  A ,  ),  par  exemple,  permet  de  les  mellro 
sous  la  forme 


AQ^— 2c/ll(>  -~/i\   -r- R-:  —  pi  =  o. 
A,Q2_  .,f/  un  — A,V^  Rf  — I'2  =  (. 


(G) 


(   '^6  ) 
en  siij)priiiianl  Je  facUiir  \  — (^-.   cl  en  posant  oDcoïc 

i— V -^^fT-    -^ c •  =  ''' 

(  1 3  )    ' 

J    (  «1  -f-  f/j  II  y-  (  />i  ^-  f/i  l'  )2  (  Cl  ^-  ^/,  (V  )2 

'  X "^  B "^  G '  -  '"  • 

( a  -+-  du   )t  -h  (b  -h  dv  )y  -^  {c  ~  dw   )^  =  R, 
(«1-4-^1  u)x  +  (6i  -i-  rfif)  F  -t-  (ci  -r-  di  w)z.  =  Ri  ; 

a:F   -1-  /^  V    -\-  c  z    -\-  d  =^V, 
a^x  -r-  biV  -h  CiZ  -h  di=  P\. 

L  éliminalion   tk'  Q  cnlrc  K's  équations  ol)l(;nuL's  con- 
duit à 

[^Ai  (  P  -^  R  ^  —  rf,  h(Pi^  R,  )]2 

=  4(  f//ii  —  /idi  )  [(  dhi—  luh  )^  -4-  dd^  II (  p  -4-  R  _  p,  _  K,  )J, 

écjuation  d'une  cjuadiique  circonscrite  à  la  quadiique 

(  dhy—  hd,  )  V  +  f/f/i  H(  P  —  R  —  P,  —  R,  )  =  o, 

le  plan  de  la  couilje  de  conlac  t  étant 

dh^(V  ^  IVi-f/,A(Pi^  R,)  =  o. 

En  substituant  les  valeurs  de  /,  ///,  //,  p  dans  les  rela- 
tions (B)  et  (13)  ),  on  est  encore  conduit  à  la  même  équa- 
tion (C). 

Mais,  si  l'on  associe  (A)  avec  (B,  ),  ou  (  A,  )  avec  (B), 
ou  trouve  l'équation  d'une  autre  quadrique  analogue  à 
(C),  savoir 


(C) 


[  f/Ai  ( P  +  R  )  -  f/i  /( (  Pi  +  Ri  )]2 

=  4  (  r/Ai  +  luh  )  [/  dh^-^  hdi)\  ~~  dd^  M  (  P  +  R  -t-  Pj  +  Ri  )]. 

Ces  deux  quadriques  sont  bitangentes. 

En  elVet,  pour  trouver  leur  courbe  d'inteisection,  on 
peut  éliminer  \  entre  (C)  et  (C),  et  l'équation  obtenue 
pourra  tenir  lieu  de  1  une  d'elles. 


(   '^^7   • 
On  arrive  ainsi  à  une  é(|iiali()ii  qui  se  Jeeouipose  en 
deux  facteurs  linéaires,  savoir 

H  =  u.r  -^  vy  -T-  <t  ^  —  1  =  0 
el 

dhiiV  —  R  )  — /u/,  (  l'i^  R,)  =  o. 

IJonc,  les  (/undrit/ues  (C)  cl  (C)  se  coupeiiL  suivant, 
deux  courbes  planes  et.  sont ,  par  conséquent ,  Intan- 
gentes. 

1\ .  Lieu  de  la  droite  des  contacts  des  quadrit/ues  {  G  ) 
el  (C)  quand  le  plan  considéré  se  déplace  en  restant 
parallèle  à  un  plan  tanqeut  au  cône.  —  Si  0  est  une 
indéterminée,  l'équation  du  plan  mobile  peut  s'écrire 

Aaar  -f-  B^j-f-  Cy-s  =  0, 
Aa2   -4-6^2  ^Cvz  =0, 

avec  les  conditions 

A  a  =  p  » .  B  ^  =  p  t'.  C  Y  =  p  «■  ; 

ce  qui  réduit  les  relations  (i3)  à 

/.   -^  ~  {au.   -4-6  3    -;-  c  Y  )   =  h, 

A-j-i-  ^^(a,a  ^  bx'6  -^  Cl-')  —  hi. 

p 

Cela  posé,  les  équations  de  la  droite  des  contacts  des 
([uadriques  (C)  et  (C)  étant 

11  =  0         Cl         ^//i,(P^  R)  — /«f/,(Pi— R,;)  =  n 
ou  plus  simplement 

II  =n  cl  r/A,l'  _  /^r/,  I'i=o. 


(  '^^'^  ) 

il  suflira  d'cxpliciler  (es  équations 


dk 


'idd 


d,  k 


!  «17.  -+-  hy  ,3  +  Cl";)      V 

■).  dd 


(ci'j.  -\-  b^i  —  c 


Y)]p,  =  o 


(ï>) 


et  d  éliminer  z  entre  elles,  ce  qui  donne  immédiatement 

j   V[dki{XoLX  -^  B^  y-^  Gy;:)  -{-  ac/f/il  «la-r-  ^i  /  ^-  Ci'(  )] 

i       —  I'i[f/i/.(Aa:r  -+-  H3j+  G-;-)  +  iddy^ax  -4-  6fi  -+-  c-;  )]  =  O; 


équation  d'une  autre   quadricjue  dont  quatre  généra- 
trices rectilignes  sont  mises  en  évidence. 
La  question  est  complètement  résolue. 


SLU   I;ABERUAT10\   de   COLUBIUE;. 

Par  m.  HUSQUIN   DE  RHÉVILLE, 

Élève  de  l'Ecole  Centrale. 


En  joignant  un  point  A  {Jig-  »)  d'une  courbe  plane 
au  milieu  IM  de  la  parallèle  BC  à  la  tangente  en  A,  on 


obtient  une  droite  AAI  qui,  si  BC  est  infiniment  rap- 
proché lie  A,  est  appelée  axe  d^ ah er ration  de  la  courbe 
au  point  A  (Thansojv,  Journal  de  Llouville,  i84i)- 

r  IIM   ,  ,,,....,  , 

J..e  rappoi  l  -r-jT  étant  en  gênerai  ijni,  il  en  est  de  même 


(  ':^y  ' 

(le  l'angle  UAM  ([uc  lail,  l'axo  crabci ration  avec  la  noi- 
nialo  :  cet  angle  o  csl  la  dc\>ialion  de  courbure  en  A. 

Si  11  et  R  -f-  dK  sont  les  rayons  respectifs  des  lUuix 
cercles  (CAA)  cl  (BAA),  on  a 

CÏÏ'  =  (-2R—  AIl^AJI. 

ÏÏÏ['  =  [•2(K-i-.,/ll)- AIIJAII: 

(l'on,  en  retranchant  membre  à  membre  et  en  remai-- 
(|nant  (|ne  CÏÏ' —  Blï' =  2  HM  .  lîC. 

ini.BC  =  f/l{.AFl 
et,  par  snite, 

tang^-  -  Xh   -  BC;  -  arcBG  * 

(  )r  l'arc  I3C,  intercepté  par  qnatre  points  B,  A,  A.  C 
distants  de  ds,  est  égal  à  "6  ds\  on  a  donc 

'-'''-''=  Z  Ifs' 

,,  p  '   •  1  I  •    '  dR  1 

Cette  tonne  met  r.n  evnlence  la  quantité  -j- y  analogue 

à  la  courbure  -j-  et  à  laquelle  le  nom  à'aberralion  de 

courbure  convient  mieux  qu'à  l'angle  0  lui-même.  (^Voir 

Salmotv,  Courbes  ])l(ines,  p.  J12.) 

En  remarquant  que  le  ravon  de  courbure  IV de  la  dé- 

,         ,  ,     ,    ,   d\\  ,  ,  1    .     f/R         R' 

veloppee  est  égal   a  -7-1  on  en  ileduit  -^  ^^  "F'  ce  qui 

démontre  la  forinule 

I  iv 

'"^^^=3   R' 

due  à  Transon  (loc.  cit.),  mais  qu'il  établit  par  une 
méthode  Ibit  laborieuse  en  généralisant  une  propriété 
des  coniques. 


i4o  ) 


dl\ 


Si  l'on   appelle   3a  l'aberralion  de  courbure  -j-^   au 

point  A,  le  paramètre  P  de  la  parabole  osculalrice  est 
donné  par  la  formule 

expression  dont  l'analogie  avec  celle  de  la  courbure 
I  _         7 


est  remarquable. 


H^'  '?=Ê] 


SIR  LA   COURBURE  D'UNE  PODAIRE;i/^ 

Par  m.  HUSQUIN  DE  RHÉVILLE, 

Elève  de  l'Ecole  centrale. 


1.   Soit  M  (^/(g.  i)  la  projection  d'un  point  fixe  O  sur 
la   tangente  en  A  à  une  courbe  fixe  :  menons  la  tan- 


tisT.   I. 


gente  MP  au  lieu  du  point  !M   (!t  projetons  sur  cette 
droite  le  point  O  en  P. 


(  '4.  )     . 

Nous   désignerons   p.ir  a   l'angle   ()\M   on   son   égal 
OMP. 

En  posant 

OA  ==  p,         OM  =/;,         OP  =  </,  ■ 
le  rayon  de  eourbure  en  A  est 

et  le  rayon  de  courbure  de  la  podaire  en  IM  est 

dp 

En  diliérentiant  l'égalité  /'-=  yp,  on  obtient 

,  ip  dp  —  n  d'j 

dq  =  ~ —         -  — -• 

L'élimination  de  rl(/  donne 

po  dp 

r  =  —^ — — 1 

7.p  dp  —  g  dp 

et,  en  remarquant  que  —  =  sina,  on  trouve  la  formule 


l^ 


•xo  —  Il  sina 


qui  se  trouve  démontrée  dans  le  Traite  d' Analyse  de 
INl.  Laurent  (t.  IJ,  p.  126)  par  une  méthode  plus  pé- 
nible, bien  que  plus  naturelle. 

IL  La  première  conséquence  de  cette  expression  du 
ravon  de  courbure  de  la  podaire  est  la  construction  géo- 
métrique suivante  du  centre  de  courbure  de  cette  couibe 
relatif  au  point  AL 

Soit  w  {Ji^-  2)  le  centre  de  courbure  au  point  A  :  je 
mène  OB  perpendiculaire  à  AO  jusqu'à  sa  rencontre  en 
Vt  avec  la  normale  Ato. 


(  'iO 

Les  clroilcs  MW  et  Oto  se  coupent  en  D  et  la  droite  Al) 
p.isse  au  centre  C  de  courbure  de  la  podaire  en  IN] . 


l"2n  ellet,  si  AD  prolongée  rencontre  OALen  K,  on  a 


A 13 


jVkj         W  sina 


P 


Le  triangle  MO///,  eou|)é  j)ar  la  transversale  ACK, 
donne 

M  G        AO   KÎ\I  Ap 


et,  par  suite, 


Cm        /H A  KO         R  sina 


MC 


•20  —  K  sin  a 


Cette  construction  coniplèlenient  linéaire  est  plus 
simple  que  celle  donnée  par  M.  Mannheini  (Coiu's  de 
Qéomiitrie  descrijUivc,  p.  197),  <]ui  exige  la  construc- 
tion d'un  cercle. 


IJl.  Uii  sait,  d'après  un  llii-orèmu  de  M.  du  Chalt:i)cl 
[NoiweUes  .Innales,  1886),  que  si  une  courbe  appar- 
tient à  la  famille  0'":=  a'"  cosmw,  on  a 

p  =  ( /;?  -1-  I  I  K  ?ina: 

dans  ces  conditions,   on  en  déduit,  pour  la  valeiu-  du 
rajoii  de  couibure  de  sa  podaire  par  raj)port  au  pôle, 


ce  qui  peut  s  ecru'e 
0  sina 


on  en  déduit  (jue  : 

La  podaire  de  La  courbe   0 '"  =  «'"  cos///(.)  par  rap- 
port au  pôle  est  la  courbe  de  même  famille 


,7«  -t-  1  _/H  -i-  1 


UEMARQIES  SIK  LOSClLATH)\; 

Par  m.  E.  GESARO. 


Soit 

l'équation  intrinsèque  d'une  iainille  de  courbes.  On  sait 
que  p,  pi,  Oo,  ...  étant  les  rayons  de  courbure  succes- 
sifs en  un  point  d'une  ligne,  ou  a 

y'i-)  }\=   ?  -/-  ■>  Pi  =   ?  -7-'  ?3  ~  ?  —7-  ?  •  •  •  • 

«.S-  (is  as 


(  '44  ) 

Si  1  On  Jéii\e  n  iois  do  suite  l'équaliou  (^i  ).  en  tcnaiU 
coinpU;  tles  égalités  (2),  on  obtient  n  relations  entre  les 
quantités 

p,       pi,       P2,        ....        P/(.       s.       (Il,       1(2-        ■■■■       ft,i-l- 

L'élimination  de  s,  a^,  a-y,  •  •  .,  rt«_i,  entre  (1)  et  les 
n  relations  obtenues  donne 

'P(p,  pi,  p,_,  ps,  . . .  p/,l  =  o. 

Cette  équation  earaetérise  la  famille  considérée.  Elle 
n'est,  en  ell'et,  qu'une  équation  dilïérentielle  du 
n"'""'  ordre,  dont  l'intégrale  générale  renferme  n  con- 
stantes arbitraires;  mais  //  —  i  de  ces  constantes  con- 
stituent le  système  de  paramèties  qui  ligure  dans 
l'équation  (i),  et  la  «"^'"''  (îst  déterminée  par  le  (lioix 
de  l'oiigine  des  arcs. 

\  oici  (pielques  exemples.  L'équation 

a-  p-  -^  b-S'  =  a'-b- 

donne,  [)a!'  dérivations  siu'cessives, 

a-  0]  -T-  b-  s  =  (I,  n-  p..  -+-  h-  p  =  o.  a-  p3  -r-  ^-  p  1  =  '>• 

L  équation  caractéristique  des  lignes  c_\cloïdales  est 
donc 

(3)  pp:j—  PlP2  =  0. 

Si  l'on  particularise  ces  lignes,  de  manièie  que  leur 
équation  intrinsècpie  ne  contienne  plus  qu'un  seul  pa- 
ramètre, il  est  clair  qu'on  doit  obtenir  une  relation  où 
0;,  ne  ligure  pas.  C'est  ainsi  (pie  la  développante  di' 
cercle,  la  spirale  logarilhmique,  la  cytloïde,  l'iiypocv- 
cloïde  à  trois  rc:broussenients  sont  respect i veinent  carac- 
térisées par  les  équations 

P2  =  o.  Z'j^i  —  pî  =   '*•  p  ~^  p2  ^  ";  9  p  ~^  ^2  ^  "  ■ 


(  »4^  ) 

mais,   en    laiil  iju  elles   apparlieiiuenl  à   la   famille  des 
lignes  cycloïdales,   leur  équation  caracléristique  com 
mùiie  est  toujours  (3). 

On  trouve,  de  la  même  manière,  les  équations  carae- 
léris tiques  suivantes  : 

p--i--2pf—     ff2=o  (chaînette  d'égale  résistance ), 

4p--T-3pî — 2p,:'2  =  o  (chaînette  parabolique), 

9p2--f.4p2 — 3pp2  =  o  (parabole), 

i8p2-i-  5pf  —  3p32=  o  (  hy|)erbole  équilatère). 


Ces  équations  sont  toutes  du  même  tvpe 

( 4 )  >'^?^ -t-  (;^  -^ I •  ?î  —  ??î  =  o- 

Cela  lient  à  ee  (|ue  les  équations  intrinsèques  des 
eourbes  considéi'ées  ])euvent  être  mises  sous  la  forme 
eomniune 

do 


/ao 


(|ai  ie[)résenti^ 


la  chainette  d'égale  résistance pont 

la  cycloïde » 

V/ivpocycloïde  à  trois  rebrousseincnts.         » 

la  chainette " 

la  parabole >' 

Y Jiyperbole  écjuilalère » 

la  cardioïde "        a  =  —  f.  u.  =  —  \^ 

la  lemniscate  A&  Bernoiilli »         À  =       |.  i/.  =      2 

Linterprétation  j^éo;ii<''lii(|ue  de  léquation  (  4)  est  aisée. 
Soient  C,  Cl,  C2,  .  •  .  les  cenlies  de  courJnire  suceessils 
en  un  point  M  de  la  eoiube.  Si  l'un  partage  CM  dans  le 
rapport  <le  a  à  1  — ).,  et  CC,  dans  le  rapport  de  A  +  )./ 
Ami.  tic  Mdlliéniat ..  V  série,  l.  I\.    (Mars  i8i)ii._)  (O 


A  = 

F. 

\i.  = 

A  = 

—   I, 

[i.  = 

, 

A  = 

—  9. 

;j.  = 

À  = 

2, 

]X  = 

À  = 

3. 

ij.  = 

À  = 

6, 

jJL   = 

À  = 

1 

u.  = 

(  i46  ) 
à  !  —  (a  -|-  Ajjl),  cl  qiif,  par  ]c  premier  point  de  division 
on  tire  la  perpendieulaire  à  la  droite  qui  le  joint  au 
second  point  de  division,  cette  perpendiculaire  passe 
par  C2.  On  construit  ainsi  le  troisième  centre  de  cour- 
bure, connaissant  les  deux  premiers  centres. 

Toute  ligne  de  Ribaucour  vérilie  une  équation  de  la 
forme  (4),  les  coeflicients  A  et  [jl  étant  liés  par  l'éga- 
lité A|j.  =  I.  Il  en  est  de  même  des  spirales  sinusoïdes, 
la  relation  nécessaire  entre  les  coefficients  étant 

X(2[JL  —  I)-=   [Jl. 

Enfin,  si  ^1  et  x)  sont  les  premiers  membres  des  équa- 
tions caractéiisti<|ues  de  la  parabole  et  de  l'hyperbole 
équilatère,  il  y  a  encore  à  remarquer  les  courbes  défi- 
nies par  l'équation 

(-5)  ^  =  /4' 

ou,  ce  qui  levient  au  même,  par  l'équation  (4)  lorscpi'on 
pose  entre  les  coeflicients  la  relation  A  ==  9a.  L'équa- 
lion  (5)  représente  l'iiyperbole  équilatère,  la  spirale 
logarithmique,  la  ligne  de  Ribaucour  d'indice  — \^  '  ''Y" 
pocycloïde  h  trois  rebroussements,  etc.,  pour  /i=  o,  'j. 


L'équation  intrinsèque  des  coniques  donne  immédia- 
tement 


9?- 


01 


c'est-à-dire 

(6)  9P 


(«è)"3 


9? 


(aby^ 


d'où  l'on  déduit,  par  une  première  déiivalion, 


\)?"-^??i 


abf 


aby 


(I  l'I  b  élaiit  des  dcini-axes.  Cos  é(juatiuiis  doiuicnL 

cl  l'on  coinprciid,  iiiaiiileiiaiit,  pourtjuoi  les  équations 
caractéristiques  do  la  parabole  et  de  l'hyperbole  équila- 
tère  sont  ^J  =  o  et  ^  =  o.  On  voit,  en  outre,  que  la 
ctjnique  considérée  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole 
suivant  que  P^o  ou  P  <C  f*.  Dn  reste,  les  équa- 
tions (7)  montrent  que  la  connaissance  des  trois  pre- 
miers rayons  de  courbure  suffi l  pour  la  détermination 
intrinsèque  de  la  conique.  On  trouve 


P/i 


b  =  -^  S  J5  —  \/i52— 36pp2 . 

On  doit  remarquer  que  le  radical  inférieur  est  toujours 
réel,  à  cause  de  l'idenlité 

i5- —  36pp2—  (5pf  —  3pp2)"--T-  36p-pf . 

Si  l'on  dérive  l'une  ou  l'autre  des  égalités  (y),  on 
obtient 

(  8  )  4"pî  ~^  36p^pi  -!-  gp-p3  — ■  4  )  ppi  p2  =  o. 

Telle  est  l'équation  caractéristique  des  eenitjues.  On 
en  déduit  plusieurs  constructions  simples  du  quatrième 
centre  de  courbure  au  moyen  des  trois  premiers  centres. 
Il  est  utile  de  remarquer  que  le  premier  membre  de 
l'équation  (8)  peut  être  mis  sous  la  forme  suivante 

C  =  9p(pp3—  p,p2  »-+-  ^pi(5p  —  -}.£)). 

Si  deux  courbes  ont  un  contact  du  «"""'  ordre,  le  con- 
tact de  leurs  développées  est  du  [n  —  1^""^  ordre  ;  d'où  il 
lésulte  que,  j)Our  établir  un  contact  du  //"""^  ordre  entre 


(  •4<S  ) 

deux  courbes,  en  un  point  M,  il  suffît  de  faire  coïncider 
les  n  —  I  premiers  centres  de  courbure,  C,  C|,  Co,  .  .  ., 
Crt_2,  d'une  courbe  avec  les  centres  correspondants  de 
l'autre.  Pour  rétablissement  du  contact,  toute  couibe 
peut  donc  être  remplacée,  aux  environs  de  M,  par  une 
autre  courbe,  possédant  eu  commun  avec  la  première 
les  n  —  I  premiers  centres  de  courbure.  Cette  courbe 
auxiliaire,  rapportée  à  la  tangente  et  à  la  normale  en  M, 
a,  si  l'on  veut,  une  équation  de  la  forme 

(9)  ^=--r---x3_^_L.^._..., 

le  second  membre  étant  limité  aux  n  —  i  premieis 
termes.  On  sait  que 

y  y       dx 

y •>  y •>  y"  1  ■  ■  •  ^^^^^^  l<^s  dérivées  successives  de  y  par 
rapport  à  x.  Cela  posé,  pour  x=:o,  y  =  o^  j^'^o, 
on  trouve  successivement,  en  dérivant  (9), 

(10)  a=-,  i  =  '—,  Y= ,  .... 


Maintenant,  si  l'on  veut  qu'il  y  ait  contact  du  n"'"^''  ordre 
entre  une  courbe  quelconque  et  une  autre  courbe,  repré- 
sentée, par  rapport  à  la  tangente  et  à  la  normale  com- 
munes, par  une  équation  entre  x  etj%  il  suffit  de  rem- 
placer, dans  cette  équation,  >  par  l'expression  (g),  en 
négligeant  les  puissances  de  x  dont  le  degré  surpasse  n. 
On  obtient  une  équation  en  .r,  qui  doit  admettre  n  racines 
nulles. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  construire  la  conic|ue 
osculatrice  à  une  courbe  donnée,  en  un  point  .M.  L'équa- 


(   '45)  ) 
lion  truiie  conique  touchant  la  courbe  M  esl 

(n)  7  =  A.r2-+-Bj-î+2Crv. 

Pouifiu'il  y  ail  osculation,  il  faiil  que  le  contact  soit  du 
(juatriéine  ordre.  On  peut  donc  limiter  le  second  membre 
de  (9)  aux  trois  premiers  termes,  et  négliger  ensuite, 
lors  de  la  substitution  de  j  dans  (11),  les  puissances 
de  X  dont  le  degré  surpasse  4-  H  vient  d'abord 


2         6  "^    '     •>.4  ^ 


— -  J-i  -^-iCl  -X—  ^X"^) 
4  \a  <3      / 

d'où,  en  identifiant, 


Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  (1  1),  après  y  avoir 
remplacé  a,  [j,  v  par  les  expressions  (10),  on  trouve  que 
l'équation  de  la  conique  osculatrice  est 

(  I  ? )  (  3  p  j-  —  p  1  j  )2  -7-  Vr-  =  1 8  p3  j. 

Les  coordonnées  du  centre  O  de  cette  conique  sont 

Si  Ton  observe  que  3pjro=  pij^'o^  on  letrouve  la  con- 
struction du  deuxième  centre  de  courbure,  indiquée  par 
Maclaurin.  La  seconde  égalité  (i3)  fournit  une  con- 
struction simple  du  troisième  centre  de  courbure.  Il  est 
facile  de  continuer  la  discussion  de  la  conique  (12).  On 
trouve,  par  exemple,  que  l'angle  o  des  asymptotes  et 
l'inclinaison  '|  du  grand  axe  sur  la  tangente  sont  donnés 
par  les  formules 

^'■'   I — ^  I  6ppi 

^  'jpj  —  ^^?i 

(pii  permettent  de  résoudre  une  foule  de  questions. 


(  ^5o  ) 
On    détermine   facilement  la  trajectoire  du   point  O 
pai'  les  métliodes  hahituelles.  L'application  des  formules 
connues 


Zx  _dx        y-0 

or        dy        X 
ds         ds         p 

^'^^              ds-  ds            p      ' 

aux  coordonnées  (i3)  donne 

(15)                        -o^(ïl.o., 
■     '                        ds          V- 

oy,       3€p 
ds           p2 

On  voit  donc,  avant  tout,  que  le  point  O  se  déplace  tan- 
gentiellement  à  OM.  Autrement  dit,  le  lieu  des  centres 
des  coniques  osculatrices  à  une  ligne  (M)  est  une  courbe 
de  poursuite  de  (]M  ).  La  ligne  (M)  est  donc,  en  quelque 
sorte,  une  développante  de  (O),  mais  une  développante 
obtenue  en  supposant  que  le  fil,  primitivement  enroulé 
sur  (O)  et  dont  un  point  décrit  (M)  lors  du  déroule- 
ment, subisse  à  chaque  instant  une  extension  ou  une 
contraction  convenable. 

11  est  clair,  d'après  (»5),  que  le  rapport  des  vitesses 
des  points  O,  M  est 

(i6)  _  =  -v/9p2-^pf, 

l'indice  o  seivant  à  distinguer  tout  ce  (|ui  se  rapporte  à 
la  trajectoire  de  O.  On  trouve  ensuite,  par  les  méthodes 
habituelles, 

.,_^  €p(9=^^^. 


p3 

Les  deux  dernières  relations  fournissent,  dans  chaque 
cas  particulier,  l'équation  intrinsèque  de  (O). 

Considérons,  par  exemple,  l'hypocycloïde  à  trois  re- 
broussements,  représentée,  comme  on  sait,  par  l'équa- 
tion 


(  I^'  ^ 

a  c'iaiil  les  r^  du  iliaincUc  du  (hmcIc  diioclcur.  On  a 

P  =  36</'-,         i)  =  45«-,         C  =  —  'îaîoa^.s'. 
Les  ioruiult;s  (i6)  cl  (ly)  donnent,  au  signe  près, 
_  i5a-2        5a  _  i5p.9 

On  déduit  de  là  que  le  lieu  des  rentres  des  coniques  os- 
culatriccs  est  représenté  par  l'équation 

Ce  lieu  est  donc  une  liypocvcloïde  à  six  points  de  re- 
broussemenl  :  trois  de  ces  points  coïncident  avec  les 
points  de  rebroussement  de  1  hvpocvcloïde  donnée,  les 
trois  autres  leur  sont  diainélralenient' opposés  sur  la  cir- 
conférence directrice  commune. 

Veut-on  imposer  à  la  conique  osculatrice  une  condi- 
tion, on  ne  doit  plus  retenir  dans  le  second,  membre 
de  (9)  que  deux  termes,  aiin  de  laisser  dans  (11)  un 
coefticient  libre.  On  obtient  ainsi 


d  où 


ce 
1 

b 

A  = 

•X 

■1 

I 
■?,  p 

'            "  "~  ~  Ga  "^ 

6o-i 


Par  suite,  l'équation  (i  i)  se  transforme  en  (1  2),  P  res- 
tant arbitraire.  On  aura  la  parabole  osculatrice  ou  l'hv- 
perb(jle  équilatère  osculatrice,  suivant  qu'on  retuplacera 
P  par  o  ou  par  (c)o--f-  0']).  Nous  aurions  pu  éviter  de 
répéter  le  calcul  qui  nous  a  conduit  à  l'équation  (12),  et 
cela,  tout  simplement,  en  éliminant  Co  entre  cette  équa- 
tion et  l'équation  caractéi  istique  de  la  conique  spéciale 
(ju'on  veut  considéi^er. 

Arrêtons-nous  à  étudier  la  parabole  osculatrice.  On 


(  ^52  ) 
sait  chercher,  en  partant  de  son  équation,  les  coordon- 
nées du  foyer,  l'équation  de    la  directrice,  etc.    Cette 

équation  est 

2p,.r  -f-  6pjK  -f-  3p-  =  o, 

et  sa  dérivation  donne 

(p2—  3  p)a-  -1-4  p,^^  -H  2  pp,  =  o. 

On  tire  de  là  x  =  o,  y  ^  —  v,  y,  par  conséquent,  la  di- 
rectrice de  la  parahole  osculatrice  à  une  courhe  quel- 
conque touche  son  enveloppe  sur  la  normale  à  la  courbe. 
Le  contact  a  lieu  au  point  symétrique,  par  rapport  à  M, 
du  milieu  de  MC.  En  appliquant  aux  coordonnées  du 
point  de  contact  les  formules  (li),  on  obtient,  par  des 
calculs  connus, 

3_ 

.,Q,  d'^o        v/9P'+Pi  ,    _  (9P^+Pi)' 

(10)  — r~  =   ?  po  —  = 

as  ■}.  p  2  P 

Si   p- -|-g5- =  <2'-,  il  vient  po=  -^ •  Donc  les  paiaboles 

osculatrices  d'une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements 
ont  pour  directrices  les  tangentes  au  cercle  directeur. 
Si  i^  =  o,  les  formules  (i8)  donnent 

Po=  2 /ep'^-i- Pi  )      so=  I  —ds, 

tj       p 

ou  bien,  en  tenant  compte  de  (6)  et  de  l'équation  in- 
trinsèque de  l'hyperbole  équilatère, 


d'où,  par  l'élimination  de  p, 


VP 


0^  ch 


So=    ~ 


Par  conséquent,  Tenvcloppc  des  dircclrioes  des  païa- 
l)oles  osculatn'ces  A  nne  liyix'ihole  équilatèie  est  une 
des  eoiiibes  définies  par  l'équation  (4),  pour  les  valeurs 
1  o  et  I  des  coellicients  X  et  ^ ,  C'est  une  spirale  sinusoïde 
d'indice  — ^. 

Quant  au  foyer,  ses  coordonnées  sont 

Ces  valeurs  nous  disent  qu(î  le  foyer  est  symétrique,  par 
rapport  à  la  tangente,  de  la  projection  de  M  sur  la  di- 
rectrice. Les  formules  (i4)i  appliquées  aux  coordon- 
nées (19),  donnent 

,      .         o±_  i9P^-phV  h  _        6|)ppi 


ds       2(9p2-t-pf)2  ds       2(9p-4-pï)- 

Ces  formules  nous  montrent,  avant  tout,  que  la  normale 
au  lieu  du  foyer  passe  au  quart  de  MC,  et  que  la  tan- 
gente au  même  lieu  divise  en  parties  égales  le  segment 
déterminé  par  la  directrice  sur  la  tangente  à  (M),  à 
partir  de  IM.  On  trouve  ensuite 

dSo  \P  /'  ?«  V     P  / 

Par  exemple,  si  p-+  9-^'=  ^' -, 

So=  '2S,  Pq  —  |p,  25pJ  -H  9^2   =  4^2^ 

Donc  les  foyers  des  paraboles  osculalrices  d'une  liypo- 
cycloïde  à  trois  rebroussements  sont  situés  sur  l'épicy- 
cloïde  ayant  mêmes  points  de  rebroussement.  De  même, 
si  i^  =  o,  les  formules  (21)  donnent  5o=  4 ■y,  Po=^T(i^^ 
d'où  l'on  déduit  que  les  foyers  des  paraboles  osculatrices 
à  une  hyperbole  équilatèic  se  trouvent  sur  une  des 
courbes  définies  par  l'équation  (i),  correspondant  aux 
valeurs  :^  et  i  des  coellicients  A  et  •j..  Enfin  toute  courbe 


(  '54  ) 

représentée  par  la  même  équation,  mais  correspondant 
aux  valeurs  —  |  et  —  ,'  des  coefficients,  est  telle  que  les 
foyers  de  ses  paraboles  osculatrices  sont  alignés  sur  une 
droite. 

En  remplaçant   P   par  — (c)o--|-o^)  dans   (ra),    on 
obtient  l'équation  de  l'hyperbole  équilatêre  osculatrice 

X-  —  y2  =  — i—  xy  -H  2  oy. 

3  p     ■ 

Les  coordonnées  du  centre  sont  a"y=2^,  Jo==^ — ^y,. 
Ceci  nous  montre  que  le  centre  de  l'hyperbole  équila- 
lère,  osculatrice  en  un  point  M  d'une  courbe,  est  le  sy- 
métrique de  M  par  rapport  à  la  directrice  de  la  parabole 
osculatrice,  en  ]M,  à  la  même  courbe;  puis,  en  vertu  de 
(19)  et  (20), 


cIxq  _   (9p2 — pf)i5  or'o  _  6ipppi 


d'( 


fis         (9?"''-+-pî)-  d^  {9?'-^Pi)"^' 


ds        p  ?         oî" 


dso        13         '  Po  A5 

Si  p-  -t-  95-  =  rt-, 

5o  =  5  5,  Oo  =  I  5,  4*)  ?  T;  -i-  9  -^T;  =  25  Cl^ . 

Donc  les  centres  des  hyperboles  équilatères  osculatiices 
d'une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements  sont  situés 
sur  l'épicycloïde  étoilée,  qui  a  mêmes  points  de  rebrous- 
sement.  De  même,  pour  ^  =^  o,  on  voit  que  les  hyper- 
boles équilatères  osculatrices  d'une  parabole  ont  leurs 
centres  sur  la  parabole  symétrique  de  la  première,  par 
rapport  à  la  directrice  commune  :  résultat  évident. 
Enlin  les  courbes  dont  les  hyperboles  équilalèies  oscu- 
latrices ont  les  centres  sur  une  droite  sont  représentées 
par  une  équation  (4),  pour  les  valeurs  ^  et  \  des  coeffi- 
cients. 


(  ■•^^>  ) 

Les  rcsullals  qui  précèdriit  sont  facilement  exten- 
sibles à  une  indnité  de  familles  de  courbes,  comprenant 
la  l'amille  des  coniques  d'une  part,  celle  d,es  liynes  cy- 
eloïdales  de  l'autre.  Chaque  famille  est  caractérisée  par 
un  indice  «,  et  toute  courbe  (M)  de  la  famille  possède 
dans  son  plan  un  cercle  tel,  que  la  polaire  de  M  par  rap- 
port à  ce  cercle  détache  de  la  jiormale  en  M,  à  partir  de 
ce  point,  un  segment  égal  à  7z  -|-i  fois  le  rayon  de  cour- 
bure. Les  coniques  sont  caractérisées  par  l'indice  —  2, 
les  lignes  cycloïdales  par  l'indice  o.  L'équation  intrin- 
sèque générale  de  ces  lignes  est 

n  -t- 1      r  do 

(22) 


Xp"~'—  [JLp'""^  — 
On  en  déduit,  par  dérivations  successives, 


'    71  —  1  / 


\o" 


I    ,  -  111  —  I    ,      - 

—         00^=    KO' 


puis 

\  ïi  —  2  '■*  n 

(23)  \o~^^^=      "^'     p.  'X-J^'^    ."^\^. 

'  {Il  —  I  )-  '  '  {  n  —  1  )■- 

après  avoir  posé,  pour  abréger, 

P  =:(n  — i)2p2-^(n  +  i)2pf  +(^2— i)(pf  —  ppa), 

i5  =    — ^[(  /2  —  I)2p2-|-(n-i-l)2pf]4-(ft2-I)(pf  —  pp2)- 

C'est  ainsi  qu'on  détermine  la  courbe  (22),  qu  on  veut 
mettre  en  contact  du  quatrième  ordre  avec  une  courbe 
quelconque. 

Dans  toute  famille,  définie  par  son  indice,  il  existe 
une  ligne  de  Ribaucour,  caractérisée  par  l'équation 
P=:o,  et  une  spirale  sinusoïde,  caractérisée  par  l'éijua- 


(   '5(3  ) 
tion  i^  =  o.  Les  coordonnées  du  centre  du  cercle  direc- 
teur sont 

(24)  ^0= ^ ,         ro=  W^' ' 

et  le  rayon  du  cercle  est 

^   s/—  (  /?  —  1  )  (  /22  —  I)  j5  . 

On  voit  que  le  cercle  directeur  se  réduit  à  une  droite 
pour  P  =  o,  à  un  point  pour  ^  =  o.  Enfin,  on  obtient 
l'équation  caractéristique  des  courbes  (22),  dont  l'in- 
dice est  donné,  en  dérivant  l'une  ou  l'autre  des  éga- 
lités (28).  On  parvient  à  C  =  o,  où 

C  =  2/ipi[(2«  — 1)|)  —  •>.( n  -i-i)i9] 
—  («  —  i)  (n^ — i)  p(pp3 —  Pip2)- 

Ainsi,  pour  n  =  o,  ou  retrouve  l'équation  caractéris- 
tique des  lignes  cycloïdales,  et  l'on  voit  que,  dans  cette 
famille, 

V  ^  pip^Pi),     ii  =  pp2— p^ 

L'équation  ^  =:  o  caractérise  les  cycloïdes,  qui  jouent 
ici  le  méuie  rôle  que  les  paraboles  dans  la  famille  des 
coniques,  et  l'équation  ^  =  0  caractérise  les  spirales 
logarithmicpuîs.  qui  jouent  le  rôle  des  hvperbolcs  équi- 
latères. 

Il  est  presque  superflu  de  faire  remai'quer  que  toutes 
les  propriétés  démontrées  plus  haut  pour  le  cas  de 
72  = —  2  subsistent  en  général.  Ainsi  l'application  des 
formules  (i4)  ^ux  coordonnées  (24)  donne 

occo  _       (n-{-i)€.pi  ^J'o  _        (n  —  i)€p 

et  Ton  voit  que  le  lieu  des  centres  des  cercles  directeurs 
des  courbes  (22),  osculatrices  à  une  courbe  quelconque 
pour  une  valeur  déterminée  de  «,  est  toujours  une  ligne 


(   •^>7  ) 
clf  poursuite  (Ir  la  courbe  considérée.  Si  l'on  particula- 
rise l(;s  lignes  (22),  de  manière  que  X^  =  o-,  on  trouve 
les  formules 

ds        p  p   _  n  —  \  p 

ds„  ~  ^         '  po  ~  n  -4-  I  ^ 

qui  servent  à  déterminer  le  lieu  des  pôles  des  spirales 
sinusoïdes,  d'indice  «,  qui  ont  un  contact  du  troisième 
ordi'e  avec  une  courbe  donnée.  Enfin,  si  Ton  rapprocbe 
les  expressions  des  coordonnées  du  pôle  de  ^  et  l'équa- 
tion de  la  directrice  de  P,  on  voit  que,  si  une  ligne  de 
Ribauoour  et  une  spirale  sinusoïde  de  même  indice  ont 
un  contact  du  troisième  ordre,  le  point  de  contact  est 
symétrique  du  pôle  de  la  spirale  par  rapport  à  la  direc- 
trice de  la  ligne  de  Ribaucour.  Nous  n'insistons  pas  sur 
un  grand  nombre  d'autres  résultats,  que  la  mélliode  ex- 
posée dans  cette  JNote  permet  d'obtenir  avec  la  plus 
iirande  facilité. 


S0LLT10\  »E  LA  QIESTIO^  1566     ^      ,     , 

(voir  8'  série,  t.  \I,  p.  ?9t));  ■      '  J 

Par  m.  h.  brocard. 


DL  éiant  la  peipendlcidaire  élevée  sur  V axe  focal 
d'une  conique  par  i un  des  points  de  cet.  axe  d'oii  la 
conique  est  vue  sous  an  an^le  droit,  et  P  désignant  le 
pôle  de  la  droite  DL  par  rapport  à  la  conique,  si  un 
cercle,  ayant  son  centre  sur  cette  conique  et  langent  à 
la  droite  DL,  coupe  l'axe  Jocal  aux  points  M,  et  Mo, 
le  /apport  de  PM,  à  PM2  <?-v^  constant. 

Que  devient  le  théorème  dans  le  cas  de  V hyperhole 
éijuilalère?  (  Mu  r. ic.E  D'OcAr.jNK.) 


s 


La  conique  étant  supposée  une  ellipse  rapportée  à  ses 
axes,  le  point  D  est  à  l'intersection  de  l'axe  focal  et  du 
cercle  ortlioptique,  cercle  qui  est  concentrique  à  l'el- 
lipse et  qui  a  pour  rayon  d=  ^/a--h  b^ •  On  trouve  fa- 
cilement   que   le    pôle    P    de    la   droite    DL    est    à    une 

distance  OP  =  — r- 
d 

Le  cercle  ayant  son  centre  (a,  jS)  sur  l'ellipse  et  tan- 
gent à  la  dioite  DL  a  pour  équation 

( .r  —  a)2 -4- (  r  —  3  )2  =  (  f/ —  a  )2, 

et   les   abscisses   des    points  M|,   Mo   sont  données   par 
l'équation 

{x  —  a  )2  H (  «2  _  a  )2  =  (V/  —  a  )2. 

a- 

d'où 

(7  a  ±  ia- —  dt  ) 
a 
On  en  déduit 

a  7.  —  {  a- — di)        a-        {a- — diMd  —  a) 


3",:-PM,= 


., — ,_         ^ 

d 

a 

a- 
~~d 

(r/a  - 

[loù,  au  signe  près, 

P.M,        d  —  a 

const 

DA, 

ad 

«2  )  (  d 


ad 


A,,  Ao  étant  les  sommets  de  l'axe  focal. 

Comme  cas  particuliers  d'une  vérilication  immédiate, 
on  peut  considérer  les  ceicles  ayant  leurs  centies  aux 
(]ualre  sommets  de  l'ellipse. 

Dans  le  cas  de  l'hyperbole  dont  les  asymptotes  forment 
un  angle  aigu,  le  cercle  ortlioptique  est  réel  et  la  pro- 
priété subsiste  moyennant  le  changement  de  y/a-  -+-  b^ 
en  y^<- —  b- . 


(  '^iJ  ) 

Mais,  à  mesure  (jue  l'anglf  îles  asyinploles  augmente 
et  devient  très  voisin  de  t)()",  le  point  P  s'éloigne  sur 
Taxe  local,  la  droite  DL  se  rapproche  du  centre  de  la 
conique,  et  le  rapport  des  segments  PM,,  PMo  a  pcjur 
limite  i,  lorsque  l'hyperbole  est  équilatère.  Le  seg- 
ment M,  JM2  est  alors  toujours  réduit  à  un  point. 


SOLLTIOX  DE  LA  QIESTIOX  1591 

'  voir    *  série,  I.  IX,  p.  20)  : 

Par  m.  G.-R.-J.  KALLENBERG  VAN  DEN  BOSCH, 
Ingénieur  civil  à  Breda  (Hollande). 


Soient  A,  B,  G  les  pierls  des  trois  nomiales  à  une 
parabole  menées  par  un  point  P  de  son  plan.  Par  le 
sommet  O  de  la  courbe,  un  fait  passer  irais  cercles  res- 
pectivement tangents  à  la  pai  aboie  en  A,  B,  C.  Ces  cer- 
cles coupent  la  courbe  en  trois  autres  points  A',  B',  C. 
Démontrer  que  les  normales  en  A',  B',  C  à  la  parabole 
sont  concourantes.  (Lemaire.) 

Les  cordes  d'intersection  d'une  parabole  et  d'un 
cercle  étant,  en  général,  deux  à  deux  également  incli- 
nées sur  l'axe  de  la  parabole,  on  reconnaît  aisément 
que,  dans  le  cas  où  le  cercle  est  tangent  à  la  parabole, 
les  cordes  qui  se  rencontrent  au  point  de  contact,  telles 
que  AO  et  AA',  font  des  angles  égaux  avec  l'axe,  ainsi 
que  la  troisième  corde  OA'  et  la  tangente  commune 
en  A. 

Dès  lors,  si  l'on  [irend  l'axe  de  la  parabole  et  la  tan- 
gente au  sommet  pour  axes  des  coordonnées,  et  que  l'on 
nomme  l'i ,  J'21  J)':t  h"''  ordonni'es  des  points  A,  l>,  C  et 


(   i6o  ) 
j)^'i ,  y', ,  j)'!j  celles  des  points  A',  B',  C,  on  trouve,  immé- 
diatement, 

Les  ordonnées  )', ,  j'2-,  J'3  sont  données  par  les  racines 

de  l'équation 

y^  —  "ipi'z  —  P }  y  —  ip^-r,  =  0, 

si  ç  et  r,  représentent  les  coordonnées  du  point  P. 
On  tire  de  là 

(  ri  +  JK2  +  j-3  =  o, 

(  7172^3=  az-^T, 

et,  en  multipliant  ces  équations  respectivement  par  —  2, 
4  et — 8,  on  obtient,  en  vertu  des  relations  entre  j,,  jo^ 

.''3  et  j-',,  7-;, y.,, 

[  71+72-^73  =  0. 

/  .^ N      )  7'i  72  +  7'i  73  -^  72  73  =  —  8/> (  ^  —  /? ) 

=  —  2/7[(4ç-3y7  )-/>], 

'  j-'i  j-2  /s  =  —  I «V^^ '^z  =  2/>2 (—  8 rj  ). 

En  comparant  ces  valeurs  avec  celles  de  (1),  on  voit 
que  les  normales  aux  points  A',  B',  C  concourent  au 
point  P',  dont  les  coordonnées  sont 

;'=4;  — 3yo         et         r/:=;  —  Svj. 

Le  cercle  mené  par  les  points  A,  B,  C,  qui  passe  en 
même  temps  par  le  sommet  O,  a  pour  centre  le  point 


^  ^  7' 


■2  4 

le  centre  du  cercle,  qui  passe  par  A',  B',  C  et  par  le  som- 
met, a  donc  pour  coordonnées 

a'=^^^tZ  =2Ï-/>  et  fj'=^=_ur,. 


(   i6i 


RÉALISATION  ET   USAGE   DES  FORMES   IMAGIXAIRES 
EX  GÉOMÉTRIE. 

C()Ni'i:iu:x(^ii:s  doxnkks  v\i\  M.  IMammii.if-x  MARIE 

ail   Colli'^ic  Stanislas,  à   Sainle-Barl)o ,    à    l'Ecole  Saintc-Gcncvirvc 

et  à  l'I^lcolc  iMonge  (  '  ). 


8.  Des  asymptotes  aux  courbes  iinni^inaires,  — 
Lorsque  le  coefficienl  du  prcniior  terme  d'une  equalion 
algébrique  se  rapproche  de  /éio,  l'une  des  racines  de 
cette  équation  grandit  indéfiniment;  mais,  en  devenant 
infinie,  elle  devient  indéterminée  :  son  module  devient 
infini,  mais  son  argument  reste  indéterminé  si,  dn 
moins,  on  ignore  comment  K;  coefficient  du  premier 
terme  de  l'équation  considérée  est  lui-uiôme  parvenu  à 
la  valeur  zéro;  car,  zéro  est  aussi  indéterminé  que  l'in- 
fini, étant  l'un  et  l'autre  des  nombies  dont  les  modules 
ont  diminué  ou  crû  indéfiniment,  leurs  arguments  pou- 
vant être  restés  quelconques. 

Supposons  que  deux  équations  algébriques 

f{x,y)  =  o        or,        /i(.r,  j)  =  o, 

de  degrés  m  et  «,  soient  telles  que  l'élimination  entre 
elles  de  y  conduise  à  une  équation  en  x,  de  degré 
inn—p,  on  dira  que  p  des  points  d'intersection  des 
deux  lieux  se  sont  transportés  à  l'infini,  ce  qui  expri- 
mera simplement  qu'il  n'en  est  resté  c[ue  nm  —  p^  à  dis- 
tance finie;  mais,  en  réalité,  les  abscisses  et,  par  consé- 
quent, les  ordonnées  des  p  points  passés  à  l'infini  seront 


(  '  )  Voir  mùmc  lomc,  p.  Gn. 

Ann.  de  MaUiéinat ..  .i"  série,  l.  I\.  (Avril  i8()0.) 


(  'C.  ) 
devenues  indélerininées  :  en  réalité,  les  deux  lieux  au- 
ront p  infinités  de  points  communs  à  l'infini. 

Mais,  si,  au  lieu  des  lieux  superficiels  ./=o  et  J \=-  o, 
on  considère  spécialement,  sur  ces  deux  lieux,  les  deux 
courbes  qui  seraient  définies  par  les  mêmes  équations, 
auxquelles  on  aurait  adjoint  une  équation  complémen- 
taire 

o(a,  p,  a',  ;î')  =--  o, 

ces  deux  courbes  auront  seulement  j)  points  communs  à 
l'infini. 

Quant  aux  arguments  des  coordonnées  de  ces  p  points 
rejelés  à  l'infini,  ils  seront  parfaitement  déterminés. 

En  elï'et,  les  valeurs  infinies  de  x  et  dey  devront  sa- 
tisfaire indidéremment  à  l'un  ou  l'autre  des  deux  sys- 
tèmes 

y=o     et     0  =  0         ou        y"i  =  o     et     0  =  0, 

ces  deux  systèmes  admettant  également  les  solutions  in- 
finies considérées. 

Supposons  qu'on  les  recherche  dans  les  équations  / 
et  o  :  l'équation  f(  y.  -{-  '^  \l —  1 ,  a' -h  ^'  y— -7)  =:  o  se 
décomposera  en  deux  autres,  dont  les  premiers  membres, 
pour  des  valeurs  infinies  de  a,  [i,  a!  et  ^',  se  réduiront 
aux  parties  homogènes  des  plus  hauts  degrés^  de  même, 
l'équation  'j(a,  j^,  a',  [^')  =  o,  pour  les  mêmes  valeurs 
infinies  de  a,  JB,  a'  et  [i',  se  réduira  aussi  à  une  équation 
liomogène  en  a,  ^,  a'  et  ^'. 

Les  valeurs  infinies  de  a,  [^,  a' et  [!>' seront  donc  déter- 
minées par  trois  équations  homogènes  qui  assigneront 
les  valeurs  des  rapports  deux  à  deux  de  ces  quatre  quan- 
tités, et,  notamment,  celles  des  rapports  -  et—,,  ou  les 

^  '  a        a 

valeurs  des  tangentes  des  arguments  de  x  et  de  j'  deve- 
nus infinis. 


('  i():i  ) 

Ca'\i\  j)osc,  supposons  (jiu;  l'on  ail  rcclieiclié,  par  les 
mélhodes  ordinaires,  les  asyni[)t()tes  d'un  lieu 

et  qu'on  ait  trouvé  pour  l'une  d'elles  un  eoellicieut  an- 
gulaire égal  à  m  -t-  n  y  —  i ,  et  une  oidonnéc;  à  l'origine, 
égale  h  p  -{-  f/  \J —  i  :  en  raison  du  calcul  même,  l'élimi- 
nation de  7'  entre 

/{t,  y)  =  o         et        y  =  i^ni  -r  n  y/—  i)x  -^  p  -^  q  \^ — i 

fournira  une  équation  d'un  degré  moindre  de  deux 
unités  que  celui  de  J'ix^  y^z=z  o. 

Ainsi,  si  l'on  adjoignait  séparément,  aux  deux  équa- 
tions 

/(^-7)  =  »         «t         y={m^n\/—i)x^p^qs/~i. 
une  même  relation  complémentaire 

o(a,  ^,  a',  3')  =  o, 

les  deux  courbes  ainsi  définies  seraient  asymptotes  l'une 
à  l'autre,  et  auraient  en  commun  deux  points  à  l'in- 
fini. 

I^es  conclusions  seront  les  mêmes  si  l'on  prend,  pour 

1     •  1  '  •  P'  -1 

relation  complémentaire  commune,  i^=c;  mais  alors 

les  deux  courbes  considérées  seront  :  l'une  la  conju- 
guée c  du  lieu 

f{x,y)  =  o 

et  l'autre  la  droite  de  caractéristique  c  du  faisceau 

j={ni-^  n  y/—  1  ),r  -r-  /)  -t-  ^  /—  » • 

On  voit  ainsi  que,  lorsqu'on  rencontre,  pour  un  lieu 
algébrique,  une  asymptote  imaginaire,  en  réalité,  OJi  a 


(  i'34  ) 
trouvé  un  faisceau  d'asymptotes  à  toutes  les  conjuguées 
de  ce  lieu. 

On  peut  vérilier  celte  proposition  de  la  niaaière  sui- 
vante : 

Si,    en    recherchant    les    asymptotes    d'une    courbe 
f{x,j)  ■=  o,  on  a  trouvé,  pour  l'une  d'elles, 

jK  =  (  /;/  +  n  SI  —  \)t  -^  p  ^  q  y  ~  i , 

il  résultera  du  calcul  même  que,  l'une  des  formes  dej)% 
définie   par    l'équation  y(x,j)=o,   se    trouvera  être 

plus  une  fonction  '^{x)  dont  le  module  tendrait  vers 
zéro,  lorsque  le  module  de  x  croîtrait  indéfiniment. 
Mais,  si  l'on  considère  les  deux  lieux  à  abscisses  réelles, 
définis  par  les  deux  équations 

^  =  ( /n  -H  /i  </^  ijx  -\- p  -{-  q  Y —  J 
et 

y  =  [m  -i-  >i  y/—  i) x  -^ p  -h  q  \J —  i  +  'f  ( a' ), 

d'une  part,  ils  se  léduiront,  le  premier,  à  la  conjuguée 
c  :=:  :/j  du  faisceau 

jK  =  (  /«  -H  n  / —  \)x  -\-p  -\-  q  \/—  I  ; 

et,  le  second,  à  une  branche  de  la  conjuguée  c  =  co  du 

lieu 

f{x,y)  =  o. 

D'ailleurs,  les  équations  en  coordonnées  réelles  de  ces 
deux  lignes  seront,  la  première, 

y  =  {m  -^  n)x  -{- p  -h  q 

et,  la  seconde, 

y  =  (/n  -+-  /i)x-^p  -+-  q  -^'Pl(■r)-4-cp2(.r), 

»(  (x)  désignant  la  partie  réelle  évanouissante  de  ©(.r), 


(  '«^^  ) 

et '.5o(x)leco{'(ricient,  aussi  évanouissant,  Je  ^  — i,daus 

cp(i). 

La  droite  c  =■  x  du  faisceau 

y  zzz  [/n  -Jr  n  y/ —  i)  x  -^  p  -\-  q  sj  —  \ 
sera  donc  asyuiptote  à  la  conjuguée  c  =  a>  du  lieu 

Cela  posé,  il  est  clair  que,  si  deux  lieux,  de  degrés  m 
et /z, sont  tels  qu'en  éliminant  }  entre  leurs  équations  par 
rapport  à  un  système  donné  d'axes,  l'équation  résultante 
en  X  soit  du  degré  inn  —  p  seulement,  il  en  sera  tou- 
jours de  même,  quels  que  soient  les  nouveaux  axes  aux- 
Cjuels  on  viendrait  ensuite  à  rapporter  les  deux  lieux, 
parce  que,  aux  viii  —  p  solutions  finies  trouvées  précé- 
denunent,  il  coirespondra  toujours,  en  raison  des  for- 
mules de  transformation,  nin  — p  solutions  finies,  nou- 
velles, et  ([ue,  aux  p  anciennes  solutions  infinies,  il 
correspondra,  de  même,  p  solutions  nouvelles  inlinies. 

11  en  résulte  que,  si  l'élimination  de  y  entre 


y  ^^  \in  -k-  n  \J —  \)x  -^ p  -^  q  \J  —  I 

et  une  équation 

f{T,y)  -^o 

de  degré  m,  conduit  à  une  équation  en  x^  de  degré 
(ni — 2)  seulement,  le  même  fait  se  reproduira  entre 
les  équations  des  deux  mêmes  lieux  rapportés  ensuite 
à  de  nouveaux  axes  f|uelconques  ^  de  sorte  qiuî  les  con- 
juguées des  deux  lieux,  dont  les  cordes  réelles  seraient 
parallèles  au  nouvel  axe  des  y,  seront  perpétuellement 
asymptotes  l'une  à  l'autre.  On  voit  ainsi  cjue,  si  l'une 
des  asynqitotes  d'une  courhe  se  présente  sous  une  foiiue 
imaginaire 

y  =:  [m  -\-  n  v'' —  î).r  -^ p  -\-  g  \/—  i , 
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cette  équation  représcnieia  un  faisceau  d'asymptotes  à 
toutes  les  conjuguées  de  la  courbe,  et  que  la  conjuguée  a 
du  faisceau  seia  l'une  des  asymptotes  de  la  conjuguée  c 
de  la  courbe. 

Une  asymptote  réelle,  j^  nr  ex  -+-  d,  à  la  courbe  réelle 
est  aussi  asymptote  à  la  conjuguée  c  du  lieu  5  en  elFet, 

y  =  ex  -T-  d  sera  une  corde  réelle  de  la  conjuguée  ^-  =c 

du  lieu,  mais  elle  coupera  cette  conjuguée  à  l'iniini.  La 
même  asymptote  réeWe  j  =  c x -\- d  sera  aussi  générale- 
ment asymptote  à  l'envelopjje  imaginaire  des  conjuguées, 
parce  que  c  correspondra  généralement  à  une  direction 
limite,  pour  les  tangentes  à  la  courbe  réelle,  de  sorte 
que  si  l'on  faisait  varier  c  infiniment  peu,  dans  un  sens 
convenable,  l'ordonnée  à  l'origine  de  la  tangente  paral- 
lèle à  la  nouvelle  direction  deviendrait  imaginaire. 

Si  l'on  avait  trouvé  pour  une  asymptote  d'un  lieu  une 
équation  à  coefficient  angulaire  réel 

y  =  mx-^p-\-q  /— 1, 

cette  équation  représenterait  une  tangente  à  l'infini  à 

l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées,  c'est-à-dire  une 

asymptote  à  cette  enveloppe. 

L'équation  en  coordonnées  réelles  de  cette  asymptote 

serait  d'ailleurs 

y  T=^  nix  -\- p  ^r-  q. 

Corollaire  J.  —  le  nombre  des  asymptotes  réelles  ou 
imaginaires,  d'une  courbe  de  degré  «i  est  m;  mais  l'é- 
quation d'une  asymptote  imaginaire  en  fournit  une 
elTective  pour  chaque  conjuguée;  on  en  conclut  que 
le  nombre  total  des  asymptotes  de  la  courbe  réelle  et 
d'une  quelconque  de  ses  conjuguées  est  toujours  vi. 

Corollaire  II.  —  Si  les  asymptotes  d'une  courbe  de 
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degré  ///,  étaient  réelles,  eliacuiie  d'elles,  à  la  vérité, 
pourrait  être  considérée  comme  asymptote  à  la  conju- 
guée du  lieu  dont  la  caractéristique  serait  égale  au 
coefficient  angulaire  de  cette  asymptote  ;  mais  les  con- 
juguées, dont  les  caractéristi(|ues  n'auraient  pour  va- 
leurs aucun  des  m  coeflicienls  angulaires  des  ni  asym- 
ptotes, n'auraient  pas  d'asymptotes,  ni  par  conséquent 
de  branches  infinies;  elles  seraient  donc  entièrement 
composées  d'anneaux  fermés. 

9.  Théorie  des  contacts  des  divers  ordres  des 
courbes  imaginaires  et,  en  particulier,  de  leur  cour- 
bure. —  Si  deux  équations 

/(X.  Y)  =  o         6.t        /,(X.Y)  =  o. 

qui  admettent  une  solution  commune 

X  =  i.Q-r-%  /—  I ,  )-  =  a;,  —  To  \/—  I , 

fournissent,  pour  cette  solution,  les  mêmes  valeurs  de 

dy    d-v  dPy  •   ,>  ^■    . 

-f-»  -7-^5  •'•■)  -7-^'    et  SI  1  on    aciioint  séparément  aux 

dx    dx^  dxf  J  ^ 

deux  équations  /":=  o  et  /',  =  o  une   même   condition 

complémentaire 

o(  a,  j3,  a',  3')  =  o, 

admettant  la  solution  a  =  ao,  ,j=-  |joi  ^-'=^0  ^^  i^'^^  1^0' 
les  deux  courbes  ainsi  définies,  réalisées  selon  la  règle 
générale  par  x,  =  a  -f-  ^S  et  j',  =  a' -h  '^^' ,  auront  p  +  i 
points  communs  confondus  avec  le  point 

c'est-à-dire  auront  en  ce  point  un  contact  de  l'ordre /^. 


(  ^(^^  ) 

En  effet,  soient,  au  [)oiiit  [x,  rj. 


dj 


=    nil   ^r-   fil    \/ I  , 


dx- 


-     =   7/^2  -t-  /«2  /- 


dPy 
dxi' 


n,,  \/- 


les  valeurs  eominunes,  fouinies  séparément  parles  deux 
équations  y  =  o  et  /,  =  o  pour  X  =  j:'  vX  Y  .-=  r,  des 
p  j)renjières  dérivées  de  Y  par  rapport  à  X,  si  l'on  veut 
connaître  les  coordonnées  \x  -^  cU  .r,  j  -r  ^^i.}']  de  deux 
points  iuliuitnent  voisins  du  point  [j^^  J  ]i  sur  les  deux 
courbes  considérées,  en  posant  d ^  x  =  f/au  -j-  r/j^o  \/ —  i 
et  d\y  =  fly.'^-^- (l[i>[^i^'  —  i,  on  aura,  pour  déterminer 
doLQ^  d^o,  dy.\^  et  dp'^^^  les  conditions 


ou 
et 
avec 


d'^'^j  =  m^d'^Q— iiid'j.», 


c'est-à-dire,    pour    les   deux    courLes ,    trois    équations 
homogènes  ideJitiques  entre  f/^'oî  d^^j^^^  dy.\^  et  f/|jo,  d'où 

d3 
l'on  conclura  les  mêmes  valeurs  pour  y-^?  et,  par  suite, 

pour  -^r  »  c'est-à-dire  pour  /7,  o:  et  pour  <^ij^  si  l'on  sup- 

d^o 
pose  (ju'on    prenne,   des   deux   côtés,    la    même   valeur 

pour  dy.(t. 

Les  deux  courbes  auront  donc  un  second  point  com- 

nnin  confondu  avec  le  point  [v-n-f-  |jo,  ^1,  H-  %,],  et  les 
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cooi'doimées    imaginaires   de    (;e    secoiul    point    seront 
X  -h  </,a;  et  y  -f-  <^/|,/. 

En  ce  second  point,  les  déri\ées  de  j  par  rapport  à  x, 
tirées  de  l'une  ou  de  l'autre  des  équations  J=  o  ou 
J\  r=  o,  auront  pris  leurs  anciennes  valeurs  augmentées 
des  produits  par  d^x  de  leurs  dérivées,  c'est-à-dire 

-j-  —  (nii      -h  «I       / — 1^  -H  (m.2  -4-  n.2  sj —  i)  diX, 

~-jL  =  ( ni',      -^  «•>      \/^^)  —  (ms  ^  Hz  \/~  i)  diT, 

~Î^]J±Y  =  ('«/'-i-^  «/^-i /—')-<-  (w/>-^-«/V— O'^i'^- 
elles  seront  donc  les  mêmes  de  part  et  d'autre,  jusqu'à 
l'ordre  p  —  i . 

Quant  aux  dérivées  y;>"''"'"^  '^^  V  P^i'  rapport  à  x,  elles 
ne  seraient  pltis  les  mêmes  au  point  [x+f/,x,  j)  -f-(if,j)  ], 
fJtp+\  -{-  J^p_^.^\^' — i  n'ayant  plus  la  même  valeur  sur  les 
deux  lieux. 

Qnoi  qu'il  en  soit,  on  démontrera  comme  précédem- 
ment que  les  deux  courbes  auiont  encore,  au  delà  du 
point  correspondant  à  la  solution  (x  -t-  d  ^  x,  y  -i-  dfj'), 
un  autre  point  commun  [x-'rdiX-l-d.iX,  y-\-d{j-\-doy^^ 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'au  (/>  -—  lycme  point 

[x  -\-  diX  ^  d.,x  -^  . .  .  -.-  dj,x,  y  -f-  dyf  -f-  doy  -!-...  -î-  dpy\  ; 

mais  le  raisonnement  ne  pourrait  pas  s'étendre  au  delà, 
puisque,  arrivés  à  ce  {p  -\-  i)"™*^  point,  on  ne  pourrait 
plus  dire  que  les  dérivées  premières  de  y  par  rapport  à 
X  seraient  encore  les   mêmes,  soit  qu'on  les  tirât  de 

y  1=  o  ou  de  y,  =r  o. 

Le  théorème  énoncé  est  donc  établi  quelle  que  soit  la 
relation  'jj  =  o. 

11  subsistera  si,  au  lieu  d  une  relation  de  forme  quel- 
conque, satisfaite  ]>ar  les  \al('urs  ao,  [jn,   aj,,  Ij,,  des  va- 
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riables,  on  prend  spécialement  la  relation 

?  ~  Po  "  '' 

c  étant  la  caractéristique  du  point  [.ro,  J'o]>  ^l  alors  le 
théorème  s'énoncera  dans  les  termes  suivants  : 

Si,  en  un  point  commun  à  deux  lieux  /(X,  Y)  =  o  et 
/"((X,  Y)  =  o,  les  dérivées  de  X  par  rapport  à  Y,  jusqu'à 
jg^ieme^  sout  Ics  niêmcs,  soit  qu'on  les  tire  de  l'équation 
f=:o  ou  de  l'équation  y,  t=  o,  les  conjuguées  des 
deux  lieux,  passant  par  ce  point  commun,  y  auront  un 
contact  du  fy^'^'=  ordre. 

Le  théorème  subsisterait  encore  si,  au  lieu  d'être  dé- 
finies par  une  équation  commune  C5(a,  [3,  a',  [i')  =  o, 
les  deux  courbes  considérées  l'étaient  par  la  condition 
concrète,  de  constituer  les  enveloppes  imaginaires  des 
conjuguées  des  deux  lieux  J"  =:  o  et  J\  =  o,  c'est-à-dire 
que,  si  les  enveloppes  imaginaires  de  deux  lieux  f  ^^  o 
et  j\  =  o  ont  un  point  commun  [jc,  jk]  et  que  les  deux 
équations  f  =z  o  gI  f\=^Q  fournissent  séparément  les 
mêmes  valeurs  en  ce  point  pour 

d\  '     5X2  '      "  ■  '     dXP  ' 

les  deux  enveloppes  imaginaires  auront,  au  point  réali- 
sant la  solution  X  =:  x,  Y  =  }    un  contact  de  l'ordre  p. 

Mais  la  démonstration  doit  être  un  peu  modifiée  pour 
s'appliquer  à  ce  cas. 

Soient  au  point  [^,j>]i  commun  aux  deux  enve- 
loppes, 

(  -y-  1  =  nii,     quantité  réelle,  par  hypothèse, 

(ê)  =  '"^  +  "^^^' 
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les  valeurs  coiumuiuîs  tics  dérivées  de  Y  par  rapport  à 
X,    au    point    [jr,  j  ],    tirées    de  ^(X,  Y)  =  o    ou    de 
/,(Y,X)==o.  ^  ^  ■ 

Si  l'on  voulait  obtenir,  sur  l'une  ou  l'autre  enve- 
loppe, un  point  [x  -h  diX^  j  4-  c?ij]  infiniment  voisin 
du  point  [■X,j],  en  faisant  <^/,  x  =  r/,  ao  4- (^i  [3o  \/ — i 
et  /-/,  y  =z  di  ajj  -h  df  [i'^^  y/- —  i ,  on  devrait  d'abord,  dans 
les  deux  cas,  faiie 

di  a'o  -+-  di  py  v/—  I  _ 

dioco  +  di  Po  /—  I 
c'est-à-dire 

di  x'q  =  nti  di  «0         et         di  P'y  =  nii  di  ^o  ; 

d'un  autre  côté,  le  point  \x\  -^  d^x,  y  +  d\y^  ayant  dû 
rester  sur  l'une  ou  l'autre  enveloppe,  il  faudrait  que  la 

valeur  de  |  -rq  )  en  ce  point  fût  restée  réelle,  mais  cette 

dY 
nouvelle  valeur  de  -tzt  se  formerait  dans  les  deux  cas  de 

aX 

l'ancienne  7?t, ,  augmentée  du  produit  par  d^x^  de  sa  dé- 
rivée, c'est-à-dire  de 

(/«2-T-"2'/ l)  dxX       OU       (/«2+  "2  / 0  Vh^o^  di  [jQ  / — i), 


<:/i  ao  et  d ^  ^o  devraient  donc  dans  les  deux  cas  satisfaire 
à  la  même  condition 

m-i  dx  po  "^  '*2  di  <Zo  =  o, 
d'où 

d\  Po  '^2 

f/i  ao  ma 

de  sorte  que  si  l'on  prenait,  dans  les  deux  cas,  la  même 
valeur  pour  d \  Xq,  on  trouverait  les  mêmes  valeurs  pour 
d ^  X  et  d \j. 

D'où  l'en  voit  que,  dans  les  liypotlièses  admises,  les 
deux  enveloppes  auront  au  moins  deux  points  infini- 
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meut  voisins  coinniiuis,  conespoiidaiil  aux  deux  solu- 
tions [j^,  J'^]  et  [x  -+-  d,x^  y  -h  d,j]. 

Au  second  point  [x  -t-  d^x,  X  +  d,j],  les  dérivées 
de  Y  par  rapport  à  X  seront  devenues 

-— -  =  nii-T-  \ni2-T-  «2  y — i)  diX,     quantité  réelle, 
— — -  =  (  m.,  -I-  «2  / —  i)  +  (  /»3  -f-  «3  \/—  i)  dx  X, 

-j—jjzr^  —  [  'Hp-i  —  «/,_!  /—  I ,'  -h  (,  m,,  -f-  Hj,  / —  i)  dix: 

elles  seront  encore  les  njêmes  sur  les  deux  lieux,  jusqu'à 
l'ordre  p —  i  ;  on  démontrerait  donc,  comme  précédem- 
ment, que  les  deux  enveloppes  auront  encore  en  com- 
mun un  troisième  point 

[x-\-  diX  -^  d-ix,  y  +  c/i j -{-  d=,y], 

et  ainsi  de  suite  jusqu'au  {p  -\-  i)"^™''  point.  En  résumé, 
les  deux  enveloppes  auront  p  -h  i  points  communs  in- 
finiment voisins  du  point  [jc,  r],  c'est-rà-dire  auront  en 
ce  point  un  contact  de  l'ordre  p. 

Il  résulte  immédiatement  de  ces  deux  théorèmes  géné- 
raux : 

1°  Que  le  rayon  de  courbure  d'une  conjuguée  quel- 
conque d'un  lieu  quelconque,  au  point  où  cette  conju- 
guée louclie  l'enveloppe  léelle  du  lieu,  est  égal  au 
rayon  de  courbure  de  cette  enveloppe  réelle  au  même 
point. 

En  ellét,  si  l'on  a  déterminé  par  le  calcul  le  centre 
[a,  è]  et  le  ravon  R  du  cercle  osculateur  à  une  courbe 
y(X,  Y)  =  o  en  l'un  de  ses  points  réels  [x^j],  les 
deux  équations 

/(X,Y)  =  o         et         (X  — «)2  +  (Y  — 6)2=  R2 
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atlinc'llruuL  la  soluliou   lomimiiie  [ J'5  J)  ]   ^'^  loiuiiiroiiL 

d\        f/n     ,  .  ,  , 

(11  ce  point,  nour  -jrr  et  -nr^y  les  mêmes  valeurs:  les  eon- 
^  '■  d\       a\-  ' 

juguées  des  deux  eourbes  réelles  qui  se  toueheroiit  en 
ce  point  auront  done  aussi  en  lie  elles  un  eontaet  du  se- 
eond  ordre,  e'est-à-dire  auront  môme  rayon  de  cour- 
bure; mais  on  constate  aisément  que  l'iiyperhole  é(|ui- 
latère  conjuguée  d'un  cercle  a,  en  son  sommet,  poui- 
rayon  de  courbure,  le  rayon  même  du  cercle. 

On  en  conclut  le  théorème  énoncé. 

2"  Si  la  valeur  de  l'expression 


nm 


d'y 
dx- 


calculée  en  un   point   [.r,  7  ]  de  l'enveloppe  imaginaire 
des  conjuguées  d'un  lieu  f(^',  Y)  =::=  o,  est 

r  -i-  r'  \J —  1  , 

le  rayon  de  courbure  de  cette  enveloppe   en   ce  point 

[a:.  7  ]  sera 

r  -^  /•'. 

En  etl'el,   si  les  formules  usuelles  ont  donné,  pour  les 
coordonnées  du  centre  du  cercle   osculateur   au   point 

[.r,j]de/(X,Y:)  =  o, 

a  -^  b  \J —  1      et      a-\-  b'  \J —  i  , 

les  deux  équations 

/(X,Y)  =  o 
et 

( X  —  o  -  ^>  \l^^\f  -^  (  Y  —  a  —  b'  \f^)-  =(/■-+-  ;■'  v/^)" 

admettront  la  solution  commune  [^,^)  ]  et  fourniront, 
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pour  -7^  et  pour  -r^-j'  les  mêmes  valeurs  eu  ce  point; 

.     dv  '    1     1  •        r  1     ' 

mais  -j-  sera  réel,  le  poiut  [x,  j  J  etaut  suppose  appar- 
tenir à  J'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu 
y(X,  Y)  =  G,  ce  point  appartiendra  donc  aussi  à  l'en- 
veloppe imaginaire  des  conjuguées  du  lieu 

(X_a~b  s,^~y'  ^  (  Y  -  «'-  b'  •/^)'  ={r-^r'  \/^\ 

c'est-à-dire  an  cercle 

< X  —  a  —  b)^ ^  (\  —  a'  —  b'  f-  =  ( r  -\-  r  f-: 

d'ailleurs   les   enveloppes   imaginaires    des   deux  lieux 
auront  entre  elles  un  contact  du  second  ordre  au  point 
correspondant  à  la  solution  [x,  >  ]  *,  elles  auront  donc, 
en  ce  point,  même  rayon  de  courbure. 
On  en  conclut  le  théorème  énoncé. 

Parabole  osculnlrice  d'ordre  p  à  une  conjuguée 
quelconque  en  un  quelconque  de  ses  points.  —  La  para- 
bole osculatrice  d'ordre  />,  à  une  courbe  réelle,  en  un  de 
ses  points  [.3",j'],  est  représentée  par  l'équation 

dy  ,  ^.  f/2  y  (  X  —  .r  r-  dP  y  (X  —  .T  )" 

Y  =  y-i — =-(\  —  x)  -h.  -y^  ■  -i- .  .  .  -1-  -7-^ 

dx  dx-        1 .  -2  dxi'     !.■>,...  n 

Si  l'on  avait  rapporté  un  lieu^YX,  Y)  =  o  à  des  axes 
tels,  que  les  abscisses  de  la  conjuguée  c  de  ce  lieu  de- 
vinssent réelles,  l'équation  en  coordonnées  imaginaires 
d'une  des  brandies  de  cette  conjuguée  prendrait  la 
forme 

X'  étant  réel  ^  mais  l'équation  de  cette  branche,  en  coor- 
données réelles,  serait 

Y',=:ç,(X',)-^d;(X',); 
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les  di''ri\c'c'S   tic    \'   [)ar   rappoi  l   à    X'   étant   supposées 
égales  à 

m i  -h  fil  \/—  I , 

m,  -^  «2  V  -—  '  > 

/"/;  -+-  II,,  \J  —  I  , 

celles  de  Y',  par  rapport  à  X',  seraient 


Téquation  de  la  [)arabole  oseuiatrice  d'ordre  />,  à  la  con- 
juguée considérée,  au  point  [-^i  jj),  ],  serait  donc,  dans 
le  Jiouveau  système  d'axes, 

.  x'i  —  .r'i  (^'i  —  .7"'i  y- 


m,,-^  n,,) 


(X',  —  .r',  y 


On  obtiendrait  donc  immédiatement  l'équation,  dans 
le  nouveau  système  d'axes,  de  la  parabole  cliercliée,  si 
Ton  connaissait  les  dérivées  mi  -f-  «)  \/ —  i  ,  .  •  •  , 
nip-r-  Jip'^  —  i   de  la  nouvelle  ordonnée  }'  par  rapport 

à  la  nouvelle  abscisse;  mais  ces  dérivées  -r-7'    •  •  •  '  ■ ,  , 

ax  dx  P 

pourront  toujours  être  trouvées  en  fonction  de  -i-i  •  •  • .. 

-r~T,y  sans  qu'on  soit  obligé  d'effectuer  la  transformation 

des  coordonnées  ;  il  suffira  en  effet,  pour  cela,  de  dériver 
jusqu'à  l'ordre  p  les  formules  de  la  transformation. 

Ainsi,  supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  les 
premiers  axes  fussent  rectangulaires,  qu'on  ait  conservé 
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rancieii  axe  des  x  el  qu'où  ail  seulement  dirigé  l'axe 
desj)  '  parallèlement  aux  eordes  réelles  de  la  conjuguée 
en  question  :  les  formules  de  transformation  seront 

f       y  ,  , 

y  =  —^ — r  et  X  ^=  X  —  y  cota  , 

a'  désignant  l'angle  du  nouvel  axe  des  j  avec  l'ancien 
axe  des  x. 

On  déduira  de  ces  formules 

dy'  1      (ly  dx  dx'  dy  , 

dx'        si  11  a'  dx  dx'  dx  dx  ' 


d'où 


puis 


dx'        sina'  dx  dy 

I ^cota 


dx 


dy 
dx 


dy 
d- y  I  dx  dx 

dx'-         sina'  dx  dx' 

dy^ 

dx 


dy  , 

I 'j-  cota 

I  dx 


sina  dx  dy  , 

I f-  cota  , 

dx 

et  ainsi  de  suite. 

On  pourrait  donc  développer  en  série,  par  la  formule 
de  Taylor,  l'ordonnée  réalisée  d'une  conjuguée  quel- 
conque d'un  lieu  quelconque. 

Revenons  au  rayon  de  courbure  d'une  conjuguée  quel- 
conque en  un  quelconque  de  ses  points. 

Si  le  lieu  était  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires 
dont  l'un,  celui  des  }  .,  fût  parallèle  aux  cordes  réelles  de 
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I  •  ,  •  1  '    '  •    dy         cl-  y 

la  con)uguee  coiisiuerec,  cL  si  ~-  et  -j--  avaient  pour 

valeurs,  en  un  point  de  eette  conjuguée, 


cfy 

dx 


n  y  — 


d'-y  I — 


les  dérivées  de  l'ordonnée  réalisée,  par  rapport  à  l'ab- 
sci^se  réelle,  auraient  en  ce  point  pour  valeurs 


dvx 
dx\ 


d^v 


dx\ 


T  =  P^(J^ 


en  sorte  que  le  rayon  de  courhure  serait  représenté  par 


R  = 


_  [i  +  (w^/0^]-^ 


p  +  q 


Si  le  lieu  était  rapporté  à  des  axes  rectangulaires  quel- 
conques, les  formules  de  transformation  feraient  con- 
naître, comme  on  l'a  vu,  les  quantités  cheichées  ni  -\-  n 
et  p  +  </. 

Le  calcul  fait  directement  donne,  par  rapport  à  des 
axes  rectangulaires  quelconques, 


-[ 


(n  -\-  cY  -^  n-{n  —  c  )- 


(/•  —  /■')(  c-'—  3  cn^)  -!-  (  r  -i-  /•'  )  (  3  c2  «  —  /j-*  i  ' 


OÙ  c  désigne  la   caractéristi(jue  de  la  conjuguée  consi- 
dérée, /•  -h  /•'\/—  I  la  valeur  de  1  (expression 


\'-m] 


\  dx  I 

~d^ 
dx- 


calculée  au  point  considéré,  et  n  le  rapport  du  petit  au 

An/1,  de  Mathéinat.,  3«  série,  t.  I\.  (Avril   rSijo.)  I2 
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grand  axe  de  l'ellipse  évanouissante 

qui  contient  les  éléments  du  lieu  au  point  considéré. 

Si  le  point  considéré  de  la  conjuguée  c  était  celui  où 
elle  touche  l'enveloppe  imaginaire,  fi  serait  nul  et  la 
formule  précédente  se  réduirait  à 


ci{r-r') 


on  peut  arriver  à  ce  résultat  en  partant  de  la  lorniule 
donnée  plus  haut 

3 

^  ^  \ i -^  ( 771  ^  nyy- 

En  y  faisant  d'abord  n  =  o,   puisque  le  point  considéré 
appartient  à  l'enveloppe  imaginaire,  il  vient 

3 

mais  la  formule 


['-(^)T 


(P-y 

donnerait  toujours  pour  R  la  même  valeur  r  H-  /'  y/ — •  i , 
au  même  point,  quels  que  fussent  les  axes  rectangulaires 
auxquels  le  lieu  fut  rapporté  ;  on  peut  donc  poser,  en  sup- 
posant les  axes  rectangulaires,  l'axe  desj  parallèle  aux 

cordes  réelles  de  la  conjuguée  et  -~~  =  p  -\-  {j  y/ —  i ,  au 

.  j  ,    ,  dy 

point  considère,  avec  -j-  =  m 


1 
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il'où  1(111  lire 

3  •  3 

P  =  — ; rr-         •''         7  =  —  '  ^^ TT- 

cl.,  |)nr  siiile, 

d'où 

r  —  r 

Théouème.  —  La  développée  de  l'enveloppe  imagi- 
naire des  conjuguées  dUin  lieu  plan  est  V enveloppe 
imaginaire  des  conjuguées  de  la  développée  du  lieu. 

Cette  relation  remarquable  entre  les  deux  enveloppes 
se  démontre  de  la  manière  suivante  : 

Soient  X  =  a  +  [i  y/ —  i ,    y  =  y! -\-  ^'  \J —  i   les  eooi'- 

données  imaginaires  d'un  point  .r,  =  a  -1-  [B,  -)  ,  =  a'-f-  [3' 

de  l'enveloppe  imaginaire  d'un  lieu  /(X,  Y)  =  o:  r/i  la 

1  '  11      1      dy  f'r  •  3'  1 

valeur  réelle  de  -^  = —  -=-777-  en   ce   point  et  ^  =  c  :  le 

faisceau 

Y  — y  =  m  (  X  —  X) 

ou 

Y  =  /??  X  -+-  a'  -f-  p'  y/—  f  —  «î  (  a  +  p  /—  i  ) 

des  tangentes  au  lieu  f{\,  Y)  =  o,  au  point 

57  =  a  -I-  p  / —  '  •       y  =  ^'-^  ^'  /—  1  ■ 

se  réduira  à  la  seule  droite 

Y  =  m  X  -t-  a'  —  »r  a  +  j3'  —  m  K , 
tangente  à  l'enveloppe  imaginaire  au  point 
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d'un  autre  côté,  le  faisceau 

m  ■ 
ou 

Y=--X  +  a'+S'  /^  -f-  -  (a  -^  [B  v/=^i) 
se  réduira  à  la  seule  droite 

Y=— —  X  +  a'+S'+  -(a  +  p), 

et  cette  droite  sera  normale  à  l'envedoppe  imaginaire  au 
point  considéré,  c'est-à-dire  sera   tangente  à  la  déve- 
loppée de  l'enveloppe  imaginaire. 
Ainsi 

dx 

sera  l'équation  générale  en  coordonnées  imaginaires  des 
tangentes  à  la  développée  de  l'enviîloppe  imaginaire; 
d'un  autre  côté 

Y_^=-^(X-.), 

dx 

où  X  el  j  seraient  réels,  serait  l'équation  générale  des 
tangentes  à  la  développée  de  la  courbe  réelle. 

Mais,  dans  les  deux  cas,  y  h ^j:   sera   la   même 

dx 
fonction  de  .r,  ou  de  m,  qui  dépend  de  x. 

Les  deux  développées  seront  donc  respectivement  les 
enveloppes  de  systèmes  de  droites,  tels  rpie 

Y  =  «i  X  -H  cp  (  /?i)  ±  \/(]/  (  m  ; 
et 

Y  =  /« X  H-  çp ( /« )  ±:  /—  d/(m) , 
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c'est-à-diie  que  chacune  d'elles  sera  l'enveloppe  imagi- 
naire des  conjuguées  de  l'autie.  (^  suivre.) 


mn  SUR  LE  THEOREME  DE  STllRM; 

Pak  m.  b.  nievvenglowski. 


So\i  f(x)  un  polynôme  entier  de  degré  ni,  à  coeffi- 
cients réels.  Désignons  par  u^  le  nombre  des  variations 
présentées  par  la  suite  de  Sturm  relative  kj(x)  et  à  sa 
dérivée,  quand  on  substitue  à  x  le  nombre  réel  a.  Si  l'on 
désigne  par  cs(x)  le  polynôme  formé  en  prenant,  dans 
chacun  des  polynômes  successifs  de  la  suite  de  Sturm 
considérée,  le  terme  ayant  le  plus  haut  degré,  et  si  l'on 
appelle  ^^  le  nombre  de  variations  de  'f  (x)  et  /celui  de 
C5( — x),  on  sait  que 


A  étant  un   nombre    entier   positif  ou  nul,   puisque  le 
degré  de  o(x)  est  égal  à  m. 
Or  on  a  évidemment 


donc  on  a  aussi 

(i)  v_^-^  1'^^=  m  —  afc. 

Cela  posé,  soit  2I  le  nombre  des  racines  imaginaires 
de  l'équation  f{x)  =■  o.  Si  toutes  les  racines  de  cette 
équation  sont  distinctes,  on  sait  que 

(2)  i>_„ — i>+^=m  —  2Ï. 
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Les  équations  (  i  )  et  (2)  donnent 

(3)  p_«=w  — I  — A-, 

(4)  f+.=  I-A-. 

Si  l'on  désigne  par  n  le  nombre  des  racines  réelles 
de  réquation^(x)  =  o  qui  sont  supérieures  à  a,  on  a 

«'3  —  v+^  =  n  ; 

donc,  en  vertu  de  l'équation  (4), 

(5)  cv^=„  +  I_/,. 

Lorsque  In  suite  de  Sturm  est  complète,  le  polynôme 
çp(x)  est  complet  :  dans  ce  cas 

i>  -h  v'  =  m  ; 

on  doit  donc  faire  k  =  o  dans  les  formules  précédentes, 

et  l'on  a  alors 

v_^  =  ni  —  I , 

Vn=  n  -{-  l. 


LE  THÉORÈME  DE  DUPUIS  ET  LA  CYCLIDE  DE  mm  (M; 

Par  m.  E.  MARCHAND. 


6.  Définition  de  la  cjclide  de  Dupin.  —  Je  suppo- 
serai, comme  dans  tout  ce  qui  précède,  qu'on  ait  sous 
les  yeux  la  flg.  289  de  la  Géométrie  de  MM.  Rouché 
et  de  Comberousse.  Ceci  admis,  on  se  propose  l'étude 
des  sphères   tangentes  simultanément    à   trois  sphères 

(')  Voir  même  tome,  p.  98. 
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iixes  A,  B,  C.  On  a  vu  (u"  i)  que  la  ihéorie  des  cycles, 
étendue  aux  splières,  permet  de  séparer  les  sphères 
cliercliées  eu  quatre  groupes  correspondant  aux  quatre 
cercles  de  Dupuis  qui  coexistent  sur  chaque  sphère  fixe 
telle  (jue  A;  la  discussion  de  la  réalité  des  cercles  de 
Dupuis  se  ramène  immédiatement  (n"  3)  à  celle  des 
cei'cles  tangents  à  trois  cycles  donnés  A,  B,  G. 

Il  suffit  d'examiner  un  des  quatre  groupes  en  particu- 
lier, par  exemple  celui  qui,  sur  là  Jjg.  289,  est  défini 
par  les  cercles  de  contact  aa\  bb',  ce'.  D'après  ce  qui 
précède,  les  trois  sphèi^es  A,  B,  C  peuvent  être  rempla- 
cées par  une  infinité  d'autres  ayant  leur  centre  sur  une 
conique  bien  déterminée.  La  surface,  lieu  géométrique 
des  cercles  aa'  correspondant  à  toutes  ces  sphères,  sera 
désignée  par  le  nom  de  cyclide  de  Dupin. 

Nous  avons  deux  séries  de  sphères,  les  unes  ayant 
leurs  centres  sur  une  conique  ABC,  les  autres  sur  la  co- 
nique focale  de  la  précédente.  Toutes  les  sphères  de 
l'un  des  systèmes  sont  tangentes  à  toutes  les  sphères  de 
l'autre  et  le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  est 
la  cyclide.  Une  première  classification  des  points  de  cou- 
tact  a  fait  apparaître  la  surface  comme  lieu  géométrique 
des  cercles  aa'  dont  les  centres  décrivent  la  conique 
ABC-,  il  est  évident  qu'en  intervertissant  les  deux  sys- 
tèmes de  sphères,  le  même  lieu  s'engendrera  par  des 
cercles  dont  les  centres  décrivent  la  conicjue  focale  de 
ABC.  Alors  par  tout  point  de  la  surface  passent  deux 
cercles  différents,  ce  qui  permettra  d'établir  l'existence 
du  plan  tangent  par  la  méthode  utilisée  dans  le  Cours 
de  Géométrie  descriptive  pour  les  cônes,  les  cylindres  et 
les  surfaces  de  révolution. 

Soit  maintenant  M  un  point  de  la  cyclide.  D'après  ce 
qui  piécède,  parce  point  passent  deux  sphères  tangentes 
entre    elles,    appartenant,    l'une   au   premier    système, 


(  i»4  j 
l'autre  au  second  système.  Chacune  de  ces  splières  con- 
tient un  cercle  de  la  surface  passant  par  M;  les  tan- 
gentes à  ces  deux  cercles,  qui  définissent  le  plan  tangent 
à  ia  cyclide,  sont  situées  dans  Je  plan  tangent  commun 
aux  deux  splières.  La  surface  a  même  plan  tangent  que 
les  deux  sphères  au  point  M.  On  peut  donc  dire  que 
chaque  sphère  de  chaque  système  n'a  en  commun  avec 
la  cyclide  qu'un  petit  cercle  et  (ju'en  tout  point  de  ce 
petit  cercle  le  plan  tangent  est  le  même  pour  les  deux 
surfaces. 

On  est  amené,  d'uue  manièie  tout  élémentaire,  à 
considérer  la  surface  comme  enveloppe  de  deux  systèmes 
différents  de  sphères.  Les  notions  les  plus  simples  de  la 
Théorie  géoiuétrique  des  enveloppes  font  voir  que  la 
caractéristique  de  chaque  sphère  particulière,  telle 
que  A,  doit  être  un  cercle,  comme  limite  de  l'intersec- 
tion de  la  sphère  A  et  de  la  sphère  infiniment  voisine 
du  même  système.  Le  lésultat  obtenu  par  Dupuis  j)arait 
dès  lors  tout  naturel. 

J'arrive  maintenant  au  but  principal  de  ce  Chapitre, 
qui  est  de  rendre  la  cyclide  de  Da[)in  aussi  facile  à  aj)er- 
cevoir  dans  res[)ace  que  le  tore  et  la  surface  des  ondes. 
On  vient  de  voir  que  tiois  sphères  fixes  A,  B,  C  choisies 
au  hasard  servent  en  général  à  définir  (juatre  cyclides 
de  Dupin  et  la  discussion  faite  au  n"  3  indique,  pour 
chaque  position  respective  des  trois  sphères,  combien  il 
y  a  de  cyclides  réelles.  Les  sphères  du  même  système 
que  A,  B  et  C  peuvent  avoir  leurs  centres  sur  une  ellipse 
ou  sur  une  hyperbole;  si  les  centres  sont  sur  une  hy- 
perbole, ceux  des  Sj)hèies  de  l'autre  système  seront  sur 
une  ellipse.  On  a  donc  toujours  le  droit,  s'il  ne  s'agit  que 
de  classer  les  différentes  formes  que  peut  affecter  la  cv- 
clide  de  Charles  Dupin,  de  partir  du  mode  de  génération 
fourni  par  les  sphères  dont  le  centre  est  sur  une  ellipse. 
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D'après  la  discussion  it-sninaiiL  (  ti"  i)  les  propriétés 
des  cercles  directeurs  dans  le  cas  de  l'ellipse,  on  voit  que 
la  cvclide  de  Dupiu  ne  peut  odïir  que  trois  formes  dif- 
féientes. 

Première  forme.  —  On  prend  dans  un  plan  horizon- 
tal deux  cercles  co  et  w' intérieurs  l'un  à  l'autre  (^jO'.aSp). 
On  détermine  le  eentic  de  similitude  intérieur  S  et 
l'axe  radical  A'B'C.  Par  le  point  S  on  mène  une  sécante 
quelconque  qui  rencontre  les  deux  cercles  to  et  co'  en 
n  et  a!  du  même  côté  de  S-,  le  cercle  vertical,  admettant 
aa'  comme  diamètre  horizontal,  engendre  une  cyclide 
lorsque  le  rajon  vecteur  San!  tourne  de  iSo**  autour  du 
point  S.  Comme  on  peut  remplacer  la  surface  par  la 
sj)lière  inscrite  A  pour  tout  ce  qui  est  relatif  au  plan 
tangent  en  un  point  du  cercle  aa\  on  voit  que  les  plans 
tangents  le  long  du  cercle  considéré  enveloppent  un 
cône  de  révolution  de  sommet  A).  On  obtiendra  alors 
un  point  quelconque  et  le  plan  tangent  en  ce  point,  ce 
qui  permettrait  en  particulier  de  déterminer,  d'après  les 
procédés  courants  de  la  Géométrie  descriptive,  la  sec- 
tion de  la  surface  par  un  plan  quelconque. 

Il  est  facile  de  se  rendre  compte  que,  de  même  que  la 
verticale  ayant  son  pied  en  S  est  l'axe  radical  commun 
de  toutes  les  sphères  du  premier  système,  l'axe  radical 
A'B'C  des  deux  cercles  to  et  0/  est  axe  radical  commun 
pour  toutes  les  sphères  du  second  systènie.  En  elïet, 
chaque  sphère  du  second  système  touche  la  sphère  A 
en  un  point  M  du  petit  cercle  aa' .  La  droite  A,IM  est 
une  tangente  à  cette  sphère.  Il  en  résulte  cjue  les  tan- 
gentes menées  de  A|  à  toutes  les  sphères  du  second 
système  sont  égales.  Le  point  A,,  qu'on  peut  considérer 
comme  un  point  quelconque  de  la  droite  A'B'C,  a 
même  puissance  par  rapport  à  toutes  les  sphères  du 
second  système. 
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Les  cercles  de  contact  avec  les  sphères  du  second 
système  se  construisent  dès  lors  sans  aucune  peine.  De 
même  que  tout  plau  passant  par  la  verticale  S  détermine 
deux  cercles  du  premier  mode  de  génération,  tout  plan 
passant  par  A'B'C  détermine  deux  cercles  du  deuxième 
mode  de  génération. 

Deuxième  forme.  —  Les  deux  cercles  co  et  to'  sont 
sécants.  On  mène  encore  des  rayons  vecteurs  par  le 
centre  de  similitude  interne  S,  et  l'on  suit  comme  pré- 
cédemment le  mouvement  d'un  cercle  vertical  aa' .  L'axe 
radical  A'B'C  passe  par  les  deux  points  d'intersection 
des  cercles  directeurs  co  et  to'  qui  sont  des  points  dou- 
bles pour  la  surface.  Toutes  les  sphères  du  second 
système  passent  par  les  deux  points  doubles,  et  comme 
la  surface  est  l'enveloppe  de  ces  sphères,  le  cône  des 
tangentes  en  chaque  point  double  est  l'enveloppe  des 
plans  tangents  à  toul(!S  ces  sphères  au  point  double.  Les 
rayons  des  sphères  iorraant  un  côn(;  de  révolution  qui  a 
le  point  double  pour  sommet  et  l'Iiyperbole  focale  pour 
directrice,  on  voit  que  le  cône  tangent  au  point  double 
sera  le  cône  supplémentaire  du  premier.  Ce  cône  est 
donc  de  révolution;  comme  son  axe  est  dans  le  plan 
horizontal  et  qu'on  a  immédiatement  les  deux  généra- 
trices situées  dans  le  plan  horizontal,  à  savoir  les  tan- 
gentes aux  cercles  to  et  to',  on  le  détermine  avec  la  plus 
extrême  facilité. 

Troisième  forme.  —  Les  cercles  to  et  co'  sont  de  nou- 
veau intérieurs  et  l'on  mène  maintenant  des  sécantes  par 
le  centre  de  similitude  externe.  La  seule  différence  avec 
le  premier  cas  est  qu'au  lieu  de  grouper  les  cjuatre  points 
d'intersection  de  la  sécante  avec  co  et  co'  de  manière  à 
avoir  deux  cercles  extérieurs,  on  les  groupe  de  manière  à 
avoir  deux  cercles  qui  se  coupent  sur  la  verticale  pas- 
sant par  S.  Si,  pour  préciser,  je  désigne  les  quatre  points 
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«rinlerscclioi),  dans  l'ordre  où  ils  se  présentent,  par 
aa'a\a^^  au  lieu  d'imaginer  les  cercles  verticaux  aa'  et 
«)«',  on  imagine  les  deux  ceicles  aa\  et  a'a\.  La  sur- 
face présente  deux  points  douilles  comme  dans  le  second 
cas  ;  seulement  ces  points  sont  sur  riivpcrljole  focale  et 
non  plus  sur  l'ellipse.  Le  cône  des  tangentes  en  un  de 
ces  points  doubles  D  est  toujours  de  révolution.  C'est  le 
cône  supplémentaire  du  cône  qui  a  pour  sommet  D  et 
pour  base  l'ellipse  lieu  des  centres  des  sphères  du  premier 
système. 

Quelle  que  soit  celle  de  ces  trois  formes  qu'affecte  la 
cyclide  de  Dupin,  les  sphères  inscrites  du  premiei- 
système  ayant  leurs  centres  sur  l'ellipse  s'aperçoivent 
sans  difficulté;  avec  la  deuxième  forme  on  en  distingue 
en  particulier  deux  qui  se  réduisent  à  deux  points.  Les 
sphères  du  second  système  apparaissent  moins  nette- 
ment; cependant  comme  la  section  par  le  plan  vertical 
passant  par  low'  se  compose  de  deux  cercles  qui  se  déter- 
minent à  simple  vue,  ces  deux  cercles,  joints  à  l'hyper- 
bole focale,  permettent  d'acquérir  une  idée  suffisamment 
précise  de  la  question.  Aux  deux  points  à  l'infini  de 
l'hyperbole  correspondent  non  plus  de  vraies  sphères, 
mais  deux  plans  passant  par  l'axe  radical  commun 
A'B'C  (;t  perpendiculaires  respectivement  aux  deux 
asvmptotes  de  l'hyperbole.  Si  l'on  a  affaiie  à  la  troisième 
forme  de  figure,  deux  sphères  sont  remplacées  par  des 
points. 

Pour  terminer,  je  m'en  vais  rappelei-  en  quehpies  mots 
la  démonstration  de  la  propriété  fondamentale  des 
sphères  de  chaque  système,  qui  consiste  soit  à  passer 
par  deux  points  réels,  soit  à  couper  ortliogonalement  un 
cercle  réel. 

Dans  le  premier  et  le  deuxième  cas,  les  sphères  du 
premier  système,   tout  en   adtncttant  pour  axe  radical 
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la  verticale  du  point  S,  ne  se  rencontrent  pas  en  des 
points  réels;  mais  le  cercle  orthogonal  commun  de 
centre  S  est  réel.  Dans  le  troisième  cas,  le  cercle  ortho- 
gonal n  existe  plus,  il  est  imaginaire,  mais  les  sphères 
passent  par  deux  points  fixes  réels  de  l'iwperbole  fo- 
cale. 

Les  sphères  du  second  système  ne  rencontrent  pas 
leur  axe  radical  A'B'C  dans  le  premier  cas,  ni  dans  le 
troisième  cas-,  il  en  résulte  que  le  cercle  orthogonal, 
lequel  a  pour  centre  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  S  sur  A'B'C,  est  réel.  Dans  le  deuxième 
cas  au  coniraire,  le  cercle  orthogonal  disparait,  devient 
imaginaii'c,  et  toutes  les  sphères  passent  par  les  deux 
points  doubles  situés  sur  l'ellipse. 

7.  Propriétés  de  la  cyclide.  —  Nous  avons  trouvé 
deux  droites  c|ui  sont  chacune  axe  radical  commun  de 
toutes  les  sphères  d'un  système  et  axe  de  similitude 
commun  de  toutes  les  sphères  de  l'autre  système. 
M.  Lemonnier,  dans  son  étude  analytique  sur  la  cyclide 
( JYouuelles  annales,  18^0),  les  appelle  D  et  D'  et 
démontre  que  les  deux  droites  ne  rencontrent  pas  la 
surface  à  la  fois,  qu'une  ou  zéro  la  rencontrent.  C'est 
précisément  cette  circonstance  qui  nous  a  fait  distin- 
guer trois  formes  distinctes  de  cyclide. 

La  propriété  de  ces  droites  d'être  axe  radical  commun 
donne  naissance  à  deux  points  doubles  qui  fournissent 
peut-être  l'exemple  le  plus  simple  de  pareille  jsingulari té 
qu'il  soit  possible  d'aborder  par  la  Géométrie  élémen- 
taire. 

La  propriété  d'être  axe  de  similitude  commun  va  per- 
mettre de  dire  que  les  sections  (système  de  deux  cercles) 
de  la  cyclide  par  deux  plans  quelconques  passant  par 
une  de   ces   droites    peuvent  être    considérées    comme 
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Iransfonnées  1  iiiic  di'  l'aulie  par  semi -droites  réci- 
proques. Voici  comiuciit  on  peut  se  rendre  compte  de  ce 
résultat.  Je  reviens  à  \di  Jig.  209  (Gàom.  de  R.  et  C.)  et 
i'iniaginc,  outre  le  plan  du  tableau,  un  S(^cond  plan  P 
passant  par  A'B'C  et  déterminant  dans  les  trois  splières 
A,  B,C  des  cercles  a,  [i,  y.  Le  point  A',  étant  centre  d'ho- 
mothétie  des  deux  sphères  B  et  C,  est  aussi  centre  d'iio- 
motliétie  des  sections  de  ces  Sj)hères  par  un  même  plan; 
A'B'C  est  encore  axe  de  similitude  de  tous  les  cercles 
a,  1^,  y,...,  sections  des  splières  A,  B,C,  ...  par  le  plan  P.  Je 
suppose  maintenant  le  plan  P  rabattu  sur  le  plan  hori- 
zontal. Les  cercles  A  et  a,  admettant  A'B'C  comme  axe 
radical,  peuvent  être  considérés  comme  transformés  l'un 
de  l'autre  parsemi-droitesréciproques(Geo7?«.  deR.  etC, 
n"  4-08) ;  menant  les  tangentes  communes  d'un  même 
système,  on  aura  les  directions  des  semi-droites  qui  se 
transforment  en  elles-mêmes  (Ge'om.  de  R.  et  C. ,  n"  408). 
D'après  ce  qui  a  été  dit  auparavant,  les  cercles  B  et  [^ 
forment  une  iigure  homotliétique  des  cercles  A  et  a, 
C  étant  le  centre  d'houiothélie.  Les  tangentes  com- 
munes à  B  et  [3,  étant  liomo  thé  tiques  des  tangentes 
communes  à  A  et  a,  leur  seront  parallèles.  Alors 
(Geom.  deR.  et  C. ,  n"^  407  et 408) la  même  transformation 
par  semi-droites  réciproques  conduira  de  A  à  a,  de  B  à  [j 

et  pa'r  suite  de  C  à  y, On  jieut  d'ailleurs  toujours  s'ar- 

langer  de  manière  que  les  tangentes  communes  qui  avec 
A'B'C  définissent  la  transformation  soient  réelles.  Si  A 
et  Cf.  se  coupent  en  deux  points  réels,  cela  est  évident;  si 
A  et  a  se  coupent  en  deux  points  imaginaires,  il  est  clair 
que  l'on  peut  toujours  rabattre  a  du  côté  de  A'B'C  où 
ne  se  trouve  pas  A.  Remarquons  en  passant  que  nous 
obtenons  la  solution  géométrique  de  cette  question 
(Geo//i. deR.  etC.,p.2y9):  transformer  par  semi-droites 
réciproques  trois  cycles,  tels  que  la  droite  qni  contient 
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leurs  centres  de  similitude  ne  les  rencontre  pas,  en  trois 
points.  Il  suffit  de  considérer  les  trois  cycles  A,B,C 
comme  sections  de  trois  sphères  par  le  plan  des  centres. 
Le  plan  tangent  commun  que  l'on  peut  mener  aux  trois 
sphères  par  l'axe  de  similitude  A'B'C  fournit  la  solu- 
tion cheixhée.  La  section  de  la  cyclide  })ar  le  plan  hori- 
zontal étant  l'enveloppe  des  cercles  A,B,C,  ...et  la  sec- 
tion parle  plan  P  étant  l'enveloppe  des  cercles  a,  p,Y,  ... 
transformés  des  premiers  par  semi-droites  réciproques, 
on  peut  en  conclure  que  ces  deux  sections  sont  elles- 
mêmes  transformées  l'une  de  l'autre  par  semi-droites 
réciproques  (  Géoin.  de  R.  et  C,  n°  406,  p.  2j5). 

Dans  un  article  remarquable  inséré  dans  les  Nou- 
velles Annales  de  MathénuUiq ues  (mars  1 888),  M.  Fou- 
ret  démontre  «  que  la  cyclide  de  Dupin  admet,  comme 
pôles  principaux  d'inversion,  tous  les  points  d'un  sys- 
tème de  deux  droites  de  directions  rectangulaires  »  et 
que  «  la  cyclide  de  Dupin  est  la  seule  surface  ayant  pour 
pôles  principaux  d'inversion  tous  les  points  de  deux 
droites  w.  La  première  partie  du  théorème  résulte  aussi- 
tôt de  la  méthode  suivie  pour  définir  la  cyclide  (n°  6). 
Nous  prenons  deux  cycles  ww'  et  leur  centre  de  simili- 
tude. La  surface  est  donc  complètement  iixée  dès  qu'on 
se  donne  les  cercles  (o  et  lo',  et  il  suffit  de  trouver  une 
inversion  qui  transforme  en  eux-mêmes  les  cercles  to  et 
o/ pour  que  la  cyclide  se  transforme  aussi  en  elle-même. 
Tout  point  de  l'axe  radical  A'B'C  peut  évidemment 
être  pris  comme  pôle  d'inversion,  à  l'exception  des 
deux  points  communs  à  w  et  co'  qui  ne  sont  réels  pour 
la  droite  A'  B'C  que  dans  la  deuxième  forme  de  cyclide^ 
si  l'on  prend  comme  pôle  d'inversion  l'un  des  points 
doubles  de  la  surface,  les  sphères  de  l'un  des  systèmes, 
passant  toutes  par  ce  point  D  et  par  l'autre  point  double 
D',  se  transformeront  en  des  plans  passant  parle  point 
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Iraiisforiiiô  de  D'  cl  enveloppant  un  cône  de  lévolulion; 
lacyclidc  se  transformera  elle-même  en  ce  simple  cône 
de  révolution  facile  à  déUnii". 

Pour  transformer  la  cjclide  en  un  tore  par  inversion, 
il  sullit  de  choisir  une  inversion  c|ui  remplace  les  deux 
cercles  co  et  m'  par  des  cercles  concentriques.  On  est 
ramené  à  un  pi'oblème  bien  connu.  On  considère  le 
faisceau  des  cercles  ayant  même  axe  radical  avec  w  et  co'; 
parmi  les  cercles  il  y  en  a  deux  qui  se  réduisent  à  deux 
points,  les  points  limites  du  faisceau  de  cercles.  Il  n'y 
a  qu'à  prendre  ces  deux  points  limites  comme  pôles 
d'inversion  pour  transformer  tous  les  cercles  du  faisceau 
et  en  particulier  w  et  to'  en  des  cercles  concentriques. 
Or  ces  points  limites  ne  sont  réels  que  si  les  cercles  (o 
et  co' se  coupent  en  des  points  imaginaires.  Relativement 
à  la  cyclide,  on  peut  dire  qu'il  existe  toujours  des 
pôles  réels  de  transformation.  Eneiï'et,  ou  a  le  droit  de 
choisir  soit  les  deux  cercles  m  et  w' relatifs  aux  sphères 
ayant  leurs  centres  sur  l'ellipse,  soit  les  deux  cercles 
10  et  Cl)'  relatifs  aux  sphères  ayant  leurs  centres  sur  l'hy- 
perbole. Avec  la  première  forme  de  cyclide  on  aura 
quatre  [)ôles  d'inversion  réels  et  avec  la  deuxième  ou  la 
troisième  forme  deux  pôles  seulement. 

Toute  sphère  et  tout  plan  hitangent  au  tore  coupe 
cette  surface  suivant  deux  cercles  5  cette  propriété  se 
maintient  évidemment  par  inversion.  Tout  plan  et 
toute  sphère  bi tangents  à  la  cyclide  couperont  la  surface 
suivant  deux  cercles.  Ainsi,  tandis  que  sur  les  surfaces 
du  second  degré  il  est  impossible  de  placer  une  droite 
n'appartenant  pas  à  l'un  des  deux  systèmes  de  généra- 
trices rectilignes,  on  voit  qu'il  existe  sur  la  cyclide 
comme  sur  le  tore  des  cercles  qui  ne  font  partie  d'au- 
cun des  deux  modes  de  génération  de  la  surface. 
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8.  Conséquences  géométriques.  —  Avant  de  lermi- 
ner,  il  sera  peut-être  bon  d'énoneer  les  eonséquences 
évidentes  du  rôle  joué  par  le  cerele  orthogonal  (n°  4). 
Ce  cercle,  d'après  ce  qui  a  été  démontré,  est  bitangent 
à  la  conique.  De  là  une  série  de  constructions  géométri- 
ques que  je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  démonlrer  en 
toute  rigueur. 

\°  Construire  le  cercle  bitangent  à  une  conique  de 
foyers  (o  et  w',  sachant  que  son  centre  est  un  point  S  de 
la  droite  ojoj'. 

Comme  S  doit  être  centre  de  similitude  de  deux  cer- 
cles de  centres  w,  w'  et  de  rayons  A",  ia  —  };,  il  sera  facile 
de  déterminer  k.  Les  cercles  directeurs  co  et  to'  étant 
connus,  le  cercle  cherché  de  centre  S  sera  déterminé 
comme  devant  passer  par  les  points  communs  à  w 
et  co'. 

On  peut  remplacer  l'énoncé  par  le  suivant  :  mener 
des  normales  à  une  conique  par  un  point  S  de  l'axe 
focal . 

2"  \]\ï{i  conique  étant  définie  comme  passant  par  trois 
points  A,B,  C  et  bitangente  à  un  cercle,  construire  le 
système  des  deux  foyers  situés  sur  l'axe  qui  passe  par  le 
centre  du  cercle. 

Des  points  A,B,C  comme  centres  on  décrit  des 
cercles  orthogonaux  au  cercle  fixe.  Les  centies  oj  et  m' 
de  deux  cercles  d'un  même  groupe  tangents  à  la  fois  a 
A,B,C  fournissent  la  réponse  à  la  (juestion^  le  problème 
peut  admettre,  comme  on  l'a  vu,  quatre  solutions  réelles 
ou  deux,  ou  zéro. 

Une  iuspection  directe  des  positions  que  p(;ut  occuper 
un  cercle  bitangent  à  une  conique  montre  qu'il  n'y  a 
pas  a  tenir  compte  du  cas  où  les  points  A,B,C  ne 
seraient  pas  tous  extérieurs  ou  tous  intérieurs  au  cercle 
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lixc  donne.  Si  les  trois  points  sont  tous  extérieurs  ou 
tous  intérieurs,  le  calcul  prouve  qu'il  existe  quatre 
coniques  réelles  satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé. 
Chacune  de  ces  quatre  coniques  a  deux  foyers  réels,  et 
cependant  la  construction  de  Gergonne  ne  les  donne 
que  si  le  centre  du  cercle  est  sur  Taxe  focal  de  la 
conique.  Dans  tous  les  autres  cas,  elle  détermine  les 
foyers  imaginaires.  Si  de  tous  les  points  d'une  conique 
comme  centres  on  décrit  les  cercles  coupant  ortliogona- 
lement  un  cercle  réel  ou  même  imaginaire  bi tangent  à 
la  conique  et  ayant  son  centre  supposé  réel  sur  l'axe 
focal,  ces  cercles  représentent  des  sphères  dont  l'enve- 
loppe est  une  cyclide  de  Dupin  réelle;  si  de  tous  les 
points  d'une  hyperbole  comme  centres  on  décrit  des 
cercles  coupant  orthogonalement  un  cercle  bitangent 
dont  la  corde  de  contact  soit  parallèle  à  l'axe  focal,  ces 
cercles  représentent  des  sphères  réelles  dont  l'enveloppe 
est  une  cvclide  imaginaire.  Ainsi  la  cyclide  de  Dupin 
peut  être  imaginaire,  bien  que  l'un  des  systèmes  de 
sphères  dont  la  surface  est  enveloppe  soit  réel;  les 
sphères  de  l'autre  système  ont  leurs  centres  imaginaires 
situés  sur  l'ellipse  imaginaire  qui  est  focale  de  l'hyper- 
bole au  même  titre  que  l'ellipse  i^éelle. 

3°  Une  conique  étant  définie  par  un  cercle  bitangent 
et  trois  points  A,  B,C  tous  extérieurs  ou  tous  intérieurs, 
on  demande  de  déterminer  la  corde  de  contact  avec  le 
cercle  donné. 

Si  les  trois  points  A,B,C  sont  extérieurs,  il  suffira  de 
tracer  les  cercles  orthogonaux  au  cercle  fixe  de  centre 
A,B,C  et  de  déterminer  les  axes  de  similitude  de  ces 
trois  cercles.  Cette  construction,  qui  comprend  comme 
cas  particulier  la  détermination  bien  connue  de  la  direc- 
trice d'une  conique  définie  par  an  foj^eret  trois  points, 
donne  bien  les  quatre  solutions  du  problème. 

Ann.  de  Mathéinnt.,  3"  série;  t.  IX  (Avril  iSgo).  i3 
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La  construction  est  en  défaut  lorsque  les  trois  points 
A,B,C  sont  intérieurs  au  eerc'le  donné.  Alors  les  qTiatre 
solutions  que  donne  l'analyse  correspondent  certaine- 
ment à  des  ellipses  ayant  pour-  corde  de  contact  avec  le 
cercle  une  parallèle  à  l'axe  focal.  Il  me  parait  facile 
d'étendre  la  solution  à  ce  nouveau  cas.  Les  centres  des 
cercles  sont  réels  A,n,C;  les  rayons  sont  imaginaires, 
mais  définis  par  la  puissance  des  points  A,B,C  relative- 
ment au  cercle  fixe.  On  appellera  axe  de  similitude  des 
trois  cercles  orthogonaux  une  droite  telle  que  ses  dis- 
tances à  A,B,C  soient  proportionnelles  aux  racines 
carrées  des  valeurs  absolues  des  puissances  des  trois 
points  A,I),C  par  rappoit  au  cercle  fixe. 

De  cette  manière  ou  déterminera,  dans  tous  les  cas  où 
il  existe  des  solutions  réelles,  des  éléments  géométriques 
suffisants  pour  tracer  e(f(;ctivemenl  les  coniques  cher- 
chées. 

4'  Construire  les  foyeis  ordinaires  d'une  conique 
définie  par  un  foyer  F  dans  l'espace  et  trois  points 
A,B,C. 

On  décrira  des  trois  points  donnés  A,B,C  comme 
centres  des  sphères  jiassant  par  le  foyer  F  donné.  Les 
centres  to  et  (-/  de  deux  cercles  d'un  même  groupe 
tangents  à  la  fois  aux  trois  cercles  de  section  des  sphères 
par  le  plan  ABC  constitueront  une  des  solutions  du 
problème.  Comme  on  a  dans  le  plan  AI3C  trois  cercles 
sécants  deux  à  deux,  les  huitcercles  du  pioblème  d'Apol- 
lonius sont  réels  (n"  3).  On  trouve  quatre  solutions 
toujours  réelles.  Le  cas  exceptionnel  trouvé  plus  haut, 
(2°)  lorsqu'on  donnait  un  cercle  bitangent  au  lieu  d'un 
foyer,  a  disparu.  Cela  tient  évidemment  à  ce  que  la 
projection  de  tout  foyer  réel  d'une  conique  se  fait  sur 
l'axe  focal,  de  sorte  que  le  foyer  correspond  à  un  cercle 
bitangent  imaginaire  ayant   sou   centre  réel  sur   l'axe 
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l(Ka!,  comme  Itî  luoiilre  aussitôt  la  coirespondancc  que 
l'analvse  éta])lil  cnlrc  les  foyers  réels  et  les  cercles  bitaii- 
geuts   iiuaginaiies  d'uue   part,  euti'e   les  foyers   imagi- 
naires et  les  ceicles  bitangenls  réels  d'autre  p.irt. 

,")"  Déterminer  une  surface  de  révolution  du  second 
degré  (|ui  passe  par  quatre  points  donnés  et  qui  soit  cir- 
conscrite à  une  sphère  donnée. 

L'étude  directe  des  positions  diverses  que  peut  occn- 
j>er  une  sphère  inscrite  à  la  surface  engendrée  par  la 
rotation  d'une  conique  autour  d'un  de  ses  axes  montre 
qu'on  ne  peut  espéi'ci-  de  solution  réelle  que  si  les  quatre 
points  donnés  A,B.C,I)  sont  tous  extérieurs  ou  tous 
intérieurs  à  la  sphère  donnée. 

L(;  plan  du  cercle  de  contact  se  déterminera  comme 
plan  d'Iiomothétie  de  quatre  s{)hères  orthogonales  à  la 
sphère  fixe  et  de  centres  A,H,C,D.  J'ai  d'ailleurs  indi- 
qué précédemment  comment  il  faut  s  v  prendre  pour 
conserver  c<'tte  construction  mèiiie  dans  le  cas  où  les 
(juatre  points  A.  B,C,  I)  sont  tous  intérieurs  à  la  sphère. 
On  a  huit  srdutions,  puisqu'il  v  a  huit  plans  d'Iiomo- 
thétie. 

Le  cercle  de  contact  peut  être  réel  ou  imaginaire; 
dans  tous  L;s  cas,  l'axe  de  la  surface  est  déterminé  comme 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  radical  des  quatre 
sphères  sur  leur  plan  d'hoiiioLliétie. 

Le  cercle  de  contact  ne  peut  (ju'ètre  réel  si  la  conique 
a  tourné  autour  de  son  axe  non  focal.  Le  cercle  peut 
être  imaginaire  dans  le  cas  d'une  ellipse  ou  hyperbole 
tournant  autour  de  l'axe  focal.  Or,  orécisément  dans  ce 
dernier  cas,  la  surface  admet  deux  foyers  réels  que  l'on 
pourra  déterminer  comme  centres  de  deux  sphères  d'un 
même  groupe  tangentes  à  la  fois  aux  quatre  sphères 
décrites  de  A,B,C,  D  comm(;  centres. 

Ainsi  donc,  si  la  surface  est  soit  un  ellipsouie  allongé, 


(  '96  ) 
soit  un  liyp(;r]:)oloïtle  à  deux  nappes  et  qu'on  désigne 
par  to  et  to'  les  foyers  réels,  ces  deux  points  seront  les 
centres  de  sphères  tangentes  aux  quatresplières  A,B,C,D 
qui  jouent  dans  la  question  le  même  rôle  que  les  deux 
cercles  directeurs  d'une  ellipse  (n"  -4)  utilisés  pour  défi- 
nir la  cyclide.  Tout  point  de  la  surface  est  centre  d'une 
sphère  tangente  aux  deux  sphères  (o  et  (o'. 

De  ce  que  la  somme  ou  la  différence  des  dislances  de 
tout  point  de  la  surface  aux  deux  foyers  w  et  to'  est  con- 
stante, on  conclurait  aisément  que  toute  section  plane 
est  une  conique  admettant  to  et  to'  comme  foyers  (n"  2). 
Ce  résultat  peut  encore  s'établir  ainsi  : 

Lorsqu'on  fait  tourner  une  conique  autour  de  son 
axe  focal,  la  directrice  D  correspondant  au  foyer  réel  F 
décrit  un  plan  P,  et  la  surface  peut  être  considérée 
comme  lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  au 
point  F  et  au  plan  P  est  constant.  La  section  de  la  sur- 
face par  un  plan  quelconque  Q  sera  le  lieu  des  points 
dont  le  rapport  des  distances  au  point  F  et  à  la  droite 
A,  intersection  de  P  et  de  Q,  est  constant  (^voir  n°  2). 
Le  rapport  des  distances  d'un  point  de  la  section  plane 
au  point  F  et  à  un  plan  fixe  quelconque  passant  par  A 
sera  aussi  constant;  or,  si  l'on  prend  le  plan  rjui  passe 
par  A  et  par  F,  on  voit  (n"  2)  que  F  sera  le  sommet 
d'un  cône  de  révolution  passant  par  la  section  plane. 
La  section  de  la  surface,  ellipsoïde  de  révolution  allongé 
ou  hyperboloïde  de  révolution  à  deux  nappes,  par  un 
plan  quelconque  Q,  sera  donc  une  section  conique  dont 
la  courbe  focale  passera  par  les  foyers  de  la  surface, 

9.  Conclusion.  — ■  Après  ce  qui  a  été  dit  au  début,  il 
est  à  peine  besoin  de  conclure. 

Presque  paitout  je  me  suis  appuyé  uniquement  sur 
les  éléments  de  Géométrie.  J'espérais  même  éviter  toute 
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inlervenlion  expliciliî  do  l'Algèbre  quand  je  nu;  suis 
ajHTçu  que  la  déiuonstration  de  Gergonne,  telle  qu'on  la 
|)réscnledans  la  plupart  des  traités  classiques,  ne  pouvait 
pas  me  servir  de  point  de  départ  à  cause  de  son  manque 
de  généralité.  La  distinction  des  groupes  fondée  en  par- 
tie sur  ce  que  deux  cercles  d'un  même  groupe  seraient 
toujours  tangents  de  manière  dillercnte  à  chacun  des 
cercles  fixes  ne  peut  être  maintenue  que  dans  quelques 
cas  particuliers.  La  méthode  des  cycles  réussit  au  con- 
traire toujours,  comme  je  crois  l'avoir  démontré  rigou- 
reusement par  le  calcul. 

Avant  de  penser  aux  cycles,  que  je  ne  connais  que 
depuis  peu,  grâce  au  Traité  de  GéoméLrie  de  M.M.  E. 
Ptouché  et  Ch.  de  Comberousse,  j'avais  eu  l'idée  de  m'ap- 
puyer  sur  ce  théorème  :  «  Le  lieu  des  points  tels  cpie  le 
rapport  qui  existe  entre  les  tangentes  menées  de  ces 
points  à  un  cercle  fixe  et  les  distances  de  ces  mêmes 
points  à  une  droite  fixe  soit  constant  est  une  section 
conique  ».  Mais  le  théorème  de  Dandelin,  sur  lequel  je 
comptais  ni'appuyer,  ne  permet  d'établir  la  proposition 
que  pour  les  cercles  bitangents  ayant  leur  centre  sur 
l'axe  focal,  bien  qu'elle  soit  vraie  encore  pour  les 
cercles  bitangents  en  deux  points  réels  qui  ont  leur 
centre  sur  l'axe  non  focal.  Or,  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent (n"  8;  2°),  on  a  vu  que  les  cercles  bitangents  de 
cette  seconde  sorte  intervenaient  pour  donner  les  sphères 
réelles  d'un  système  d'une  cyclide  d'ailleurs  imaginaire. 
C'est  cette  objection  qui  m'a  fait  renoncer  à  cette  marche 
séduisante  au  premier  abord  comme  tout  à  fait  géomé- 
trique. 
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SOLITIOX  m  LA  OlESilOi\  loi)2 

(  voir  n"  série,  l.  IX,  p.  vu)  ; 

Pau  m.   C.-R.-J.  KALLENBERG  \'A^  DEN  BOSCH, 

Ingénieur  civil  à  Creda  (Hollande). 


D  an  point  M  du  pi  (in  d'une  ellipse,  on  cihaisse  les 
(juaUe  nornidles  dont  les  pieds  sont  A,,  Ao,  A3,  A/,. 
Chaque  normale,  telle  que  A ,  M  rencontre  le  grand 
axe  en  P,  et  le  petit  axe  en  (^,.  Démontrer  les  rela- 
tions 


MA, 
A,P, 

MA,         MA, 

"^  A2P,    '    A3P3 

MA4 

"^  A4P4 

=  const., 

MA, 

A,Q, 

Al  A,         M  A3 

^A,Q,    '    A3Q3 

_^  MA4 

=  const. 

(I 

î.   Biuisiej\.) 

Soient  .r(,  x^-,  x-i,  X/,  les  abscisses  des  points  A,,  Ao, 
x^a,  A.,5  ç  et  7]  les  coordonnées  du  point  M,  par  rappoit 
aux  axes  de  l'ellipse,  et  nommons  lî,  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  A,  sur  le  grand  axe,  on  a 


donc 


MA 
A,P 

MA,         a-  .ri—  ç 

■  Al  Pi  ~  bi       xi 

MA, 

MA.,         MA3         MA4 

A,  P.  "^ 

A,P,    '    A3P3        A4P, 

a- 

62 

^1      .r,            b'-  \'        '   x,.T2.rox, 

(   199  ) 
Les  pieds  des  normales  abaissées  de  M  élauL  donnés  par 
linlerseelion  de  l'ellipse 

—   +   TT   =  I . 
«-         o- 

et  de  l'hyperbole  équilatère 

c'-xy  -^  O'-r^x  —  «r-^y  =  o, 
leurs  abseisses  sont  les  raeincs  de  l'équation 

X*  — ■  ^F'^  -f- .  .  .  -i —  X —  =  o , 

c-'  c-  c* 

obtenue  par  l'élimination  de  y;  de  manière  qu'on  a 

>    a?i  572^3  = 5—  et  a?!  372  ^.3  ^4  = —• 

^^y  c-'  c* 

La  substitution  de  ces  valeurs  donne 

MA,  ^  I\IAo         MA:;         MA4_  __  ^  /,  _  ^^  \  _  ,  '^-+  ^- 
ÂTF;  "^  Xn^  ^  Ââ^  ^  ÂTP^  ~  P  y        a"-  )  ~'^      b"- 

n  ^lA, 

rour  -r— 7T-  7  on  trouve 
Ait^i 

MA,    _  ^1—  ;. 

tlone 

MAi         MA,         MA-,         AIA,,  «2-4-^2 

■  '  ■  =  ?. 


AiQ,        A,Q2        A;,Q:i        AvQ^        "        «'^ 
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COXCOIRS  POl'R  LES  BOURSES  DE  LICENCE 
(TOILOLSE  1888). 

Solution  par  M.  le  capitaine  BARISIEN. 


On  donne  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  et  sur  cette 
ellipse  un  point  M(j:',  j')  :  former  V  équation  générale 
des  coniques  osculatrices  à  l'ellipse  au  point  M. 

Exprimer  que  cette  équation  représente  une  para- 
bole; démontrer  ensuite  que,  par  un  point  P(a,  jj)  du 
plan,  il  passe  quatre  de  ces  paraboles,  que  les  quatre 
points  (x',  y')  correspondants  sont  situés  sur  deux 
droites  parallèles  et  que,  parmi  eux,  deux  au  plus  sont 
réels. 

Former  l' équation  d'une  parabole  passant  par  les 
quatre  points  (x',  j')  qui  correspondent  à  un  point 
(a,  [j),  et  trouver  le  lieu  décrit  par  ce  dernier  point 
lorsque  la  parabole  en  question  passe  par  un  point  jixe 
du  plan. 

On  sait  que,  si  U  =  o  représenle  la  droite  qui  touche 
eu  un  point  M  une  conique  S  =  o, 

S-XU2=o 

est  récjuation  générale  des  coniques  cjui  ont  avec  S,  au 
point  M,  un  contact  du  troisième  ordre. 
Dans  le  cas  présent,  cette  équation  est 


/  ^  ^      y  \  1^^      yy       \ 

a^        b^  \  a-  6-  ' 
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avec  la  condillon 

^    '  a-         b^ 

qui  exprime  que  le  point   ÎM(j:', /')  appailienl  à  Tel- 
lipse  donnée 

«2        b- 

En  écrivant  que  l'équation  (j)  représente  une  para- 
bole et  tenant  compte  de  (2),  on  trouve  que  le  para- 
mètre A  doit  être  égal  à  l'unité;  en  sorte  que  la  parabole 
osculatrice  à  l'ellipse  donnée  au  point  iM  a  pour  équa- 
tion 

T-       r^  /  xx'       vy'       \- 

^    '  a-        b'  \  a-  b-         I 

ou,  en  réduisant  et  ayant  égard  à  (2), 

(4)  {^y —  y^'Y^  ^{b-xx'-^-  a^yy' —  a'-b-)  =  o. 

Pour  construire  cette  parabole,  cherchons  les  coor- 
données des  points  d'intersection  de  la  parabole,  avec  la 

droite 

b-xx'-T-  a'-yy'=^  o, 

parallèle  à  la  tangente  en  31  et  menée  par  le  centre  O 
de  l'ellipse  donnée.  On  trouve,  pour  ces  coordonnées, 

av' Ji.  bx'\fi 

mais  les  coordonnées  des  points  d'intersection  de  lel- 
lipse  donnée  avec  cette  même  parallèle  à  la  tangente  sont 

a y'  _bx' 

^  "     b    '  ^  ~     a  ' 

Si  donc  on  mène  le  diamètre  01  conjugué  à  OM,  et  si 


(     20-.>    ) 

OU  le  prolonge  jus(ju'au  point  J  tel  fjue 
OJ  =  0\^.. 

le  point  J  appartiendia  à  la  parabole  osculalrice. 

Cette  construction  indit|ue  que  la  parabole  oscula- 
trice  est  extérieure  à  l'ellipse. 

Si  la  parabole  osculatrice  passe  par-  un  point  P(a,  [ii) 
du  plan,  on  a 

(5)  (yy'—  ^^■')--^  -Jtib'oLx'-h  a-'py —  a^b- )  =  o, 

(G)  b^x'--\-  a'^y- — a'^b-  =  o. 

La  résolution  de  ces  deux  équations  doit  donner  quatre 
valeurs  de  x'  ii^y' • 

Ces  équations,  lorsqu'on  y  considèie  x' et  >' comme 
des  coordonnées  courantes,  représentent,  l'une,  l'el- 
lipse donnée  et  l'autre  une  parabole  tangente  à  la  polaire 
de  P  à  son  point  d'intersection  avec  PO. 

Cette  parabole  et  l'ellipse  ayant  même  diamètre  ont 
un  couple  de  cordes  communes,  formé  par  deux  droites 
parallèles  à  la  polaire  de  P. 

Si  le  point  P  est  à  l'extérieur  de  l'ellipse,  il  est  vi- 
sible que  la  parabole  (8)  ne  coupe  l'ellipse  qu'en  deux 
points. 

Si  le  point  P  est  à  l'intérieur  de  l'ellipse,  la  parabole 
(5)  est  tout  entière  extérieure  à  l'ellipse;  car,  si  l'on 
coupe  ces  deux  courbes  par  la  droite 

b-'xx'-^-  a'^^y^  o. 

011  trouve,  en  appelant,  comme  précédemment,  I  son 
point  d'intersection  avec  l'ellipse  et  .T  avec  la  para- 
bole, 

OJ  =  01 /a. 

Donc,   quand  le  point  P  est  à  l'intérieur  de  l'ellipse. 


(  2o3  ) 
les  (jualre   [xjiiils   corrcsjxjiidauLs  {^i''-,)')   sont  imagi- 
naires. 

L'équation    générale    des    conicjiies    passant    par    les 
points  d'intersection  de  (5)  et  (6)  est 

(ocy —  '^j-)--\-'i(fj-'xa--T-(i'-'ii)' —  a-b'-) 

-\-  \{b'^x--^  a^y~ —  a- h'-)  =  o. 

En  exprimant  que  cette  conique  est  une  parabole,  on 
trouve 

\         a- b-         I 
et,  pour  J'é(|uation  de  cette  parabole, 

l   (  a-  'Ax  +  b-y.y  )-  —  -i a-  b- ( b"^  a x  -+-  a-" y) 

(7)     ] 

(  —  a-  b-  (  a-  fj-  +  b-  a-  —  î  a-  b-  )  =  o. 

Si  cette  parabole   passe   par  un  point  fixe  (/',</)  du 
plan,  le  point  (a,  [ii)  décrit  le  lieu  dont  l'équation  est 

(   ( a'^'^p  -h  b-xq)- — a- b- (a- '^' -{- b^  y.-  —  ia-b-) 
i  —  2  a-  b-  (  b^  ly-p  -+-  a-  p  ^  )  =  o 

ou,  en  développant, 

rt'»p-(/?- —  6-)  -H  la-b-pqa'^ 

-\-  b'*a'^{q'  —  a-) —  '2a^b'^{b-py.  -\-  a-q^  —  a-b'^)  =  o. 

C'est  une  conique  dont  le  déterminant  est 

A  ==  —  afi 66  (  C-'  +  ^  —  I  ); 

la  conique  (8)  est  donc  une  ellipse,  une  hyperbole  ou 
une  parabole,  suivant  que  le  poinl(/;,  y)  est  intérieur 
«u  extérieur  à  l'ellipse 

J?2  yl 

ou  situé  sur  cette  courbe. 
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THEORIE  DES  SYSTÈMES  TRIPLES  DE  PSEIDO-SIRFACES; 

Par  m.  l'abbé  ISSALY. 


Préliminaires. 

1 .  Dans  un  Mémoii'e  sur]escongruuncc'sdedroitcs('), 
nous  avons,  pour  la  première  fois,  qualifié  de  pseudo- 
surface  le  lieu  géométrique  de  nouvelle  espèce  que 
forment  deux  systèmes  de  courbes  variables  lorsqu'elles 
s'entrecoupent,  non  pas  rigoureusement  comme  sur 
toute  surface,  mais  aux  infiniment  petits  du  second 
ordre  près,  tout  au  plus. 

De  pareils  lieux  ne  peuvent  pas,  il  est  vrai,  être  re- 
présentés par  une  équation  finie  en  jc,  j,  z  ;  mais  ils 
offrent,  du  moins,  entre  autres  avantages,  celui  de 
donner  une  signification  géométrique  très  simple  à 
toutes  les  équations  différentielles  totales  de  la  forme 

dz  =  o(.r,y)dx-^'\{x,y)dy, 

qui  ne  sont  pas  intégrables,  c'est-à-dire  pour  lesquelles 

on  a 

d'ij  ^  do 
ôx  ^  dy 

ce  qui  est,  comme  on  le  sait,  le  cas  le  plus  commun. 

Cette  remarque  faite,  concevons  que,  au  lieu  des 
deux  courbes  requises  pour  la  génération  de  toute 
pseudo-surface,  on  en  prenne  trois  coucourant  en  un 


(')  Mémoire  inséré  au  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France,  t.  XVI. 

Voir  aussi  :  t.  XVII  du  même  Bulletin,  un  second  Mémoire  inti- 
tulé :  Étude  géométrique  sur  la  courbure  des  pseudo-surfaces. 


(  ao5  ) 
mrini'  [xiiiil  M,  au  dogré  d'approxiiiialioii  ci-dessus  in- 
di(|u<''.  En  les  associant  tout  d  abord  deux  à  deux,  ces 
courbes  eugendrciout,  couinic  lignes  coordonnées,  trois 
pseudo-surfaces  dont  elles  pourront  être  regardées 
comme  les  intersections  mutuelles. 

A  leur  tour,  par  leurs  déplacements  successifs,  ces 
trois  pseudo-surfaces  définiront  un  système  de  coor- 
données à  trois  dimensions,  entièrement  comparable  à 
celui  que  forment  les  trois  familles  de  surfaces  qu'elles 
ont  poui-  limites  respectives;  d'où  l'on  peut  piévoir  déjà 
que  les  propriétés  de  nos  systèmes  triples  de  pseudo- 
surfaces  fourniront,  à  l'aide  de  quelques  conditions 
complémentaires,  toutes  celles  dont  jouissent  les  fa- 
milles de  sm-faces  correspondantes. 

Proposons-nous  donc  d'éta])lir  les  relations  fonda- 
mentales qui  régissent  les  premiers  de  ces  systèmes,  et, 
atin  de  traiter  le  problème  dans  toute  sa  généralité, 
supposons,  dès  à  présent,  que  les  trois  pseudo-surfaces 
coordonnées  se  coupent  sous  des  angles  variables  quel- 
conques. 

12.  SoicTit  («,  ^,  c),  .  .  .,  (rt,,  Z>,,c,),  .  .  .  les  cosinus 
directeurs  des  angles  que  les  aiètes  dedeux  trièdres  sup- 
plémentaires Islxyz  et  jMxiJ)  I  Zf  font  avec  les  arêtes 
d'un  irièdre  quelconque  OXl  Z  ou  (T)  considéré  comme 
fixe;  nous  aurons  pour  formules  de  transformation  des 
coordonnées 


X  -1-  Y  cosrt  -r-  Z  cosm  =  ax  -:-  a  y  -\-  a" z  =  «,57i-t-  a\yi  -\-  a'j  ^, 
Z  co>l    =  bx  -+■  h' y  ^-  h" z  =  Z>,:r,  ^-  b\y^  -f-  b\  Zi 


[    X  -1-    1   COSrt  -r- 

1  X  cosn  -H  Y  -!- 

'  X  cos  m -T- Y  cos  / -i- Z   =  ca; -^  c'j^ -+- c"^  =  Ci  arj-!- c'j  _/, 


Faisant  coïncider  isolément  cliacun  des  deux  trièdres 
mobiles  avec  le  trièdre  (T)  (ce  qui  est  permis,  puisque 
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ce  dernier  est  quelconque),  on  anra 


(2) 


(•>-') 


\  .r  4-j'  cosv  -\- z  cos  [JL   =\    =  ./"i  cos(j",  j"i), 

/  , 

\  .ri -t-j'icosv, -4- ^iCosijLi  =  \|  =  .r  cosix,  Xi), 

(    


(orn)ules  dans  lesquelles  (x,  y,  z)  et  (x,,  Vi,  Zi  )  re- 
présentent, les  projeetions  orthogonales  sur  les  arêtes 
des  deux  ti'ièdres  du  point  de  l'espace  que  l'on  consi- 
dère. 

Aous  désignerons,  poui'  abréger,  par  ç,  7,,  Clés  angles 
.rM.i",,  j^lNij-,,  ~iM",.  Entie  les  i)rojeetions  ortliogo- 
nales  dont  nous  venons  de  parler,  il  viendra  alors  ces 
relations  secondaires 


(3) 

(3') 


Xi  yi  cosv        Zi  cosfJL 

cos  S 


COSY) 


cos!^ 


ycosvi         z  cos  [Xj 


cosr. 


cos  c 


(^oinnn*  d'ailleurs 


cosf  =  sin  ijt,  sin  V]  —  sin  [jlj  sin  v, 
cosr,  =  sinv  sinÀi  ^  sinvi  sin)., 
cos!^  =  sin  X  sin  [jlj  =  sin  \i  sin  iji, 


il  s  ensuit  que  l'on  peut  écrire 


^M1  / 


>in  [ji  sinv  ^A 

sinÀi  ~  sinj^i  ""  sinv;  "  '^^^ 


en  posant 


A  = 


I  cosv        COSJJL 

COSV  I  COS  À 

COS  a     cos  À  I 


I  C'ISV|        COSIJ.1 

COSV]  I  cos À, 

cos;;.|      cosXi  i 


(  ^-T  ) 


XI  l>i( 


A   :=  siii- /,  1  sin- ;j.  siii-v, 


xSOus  aurons  aussi  besoin  de  savoir  cxpiinicr  les  co- 
sinus c/,  a\  a",  ...  (Ml  fonclion  des  cosinus  <7,,  «', , 
«î ,  ..  .,  ri  vice  versa,  quand  les  Irièdres  inobiUîs  ont 
i('[)ris  une  position  queIconc|U('  par  lappoi  t  au  Irièdre 
lixe.  On  trouve  à  cet  ellet 


rti 


a,  cosv        a , cos  a 


Ci) 


(4') 


COS^  COST, 


a  rosv]        a  cos  [j.\ 


cos^ 


cos  r, 


cos^ 


I.     RkLATIOIN'S    niFFÉIlEiVTIELLF.S. 

3.  Soient  (-'t'),  (->'),  ('?")  les  trois  pseudo-surfaces 
coordonnées  respectivement  tangentes  en  M  aux  faces 
du  trièdre  ^\xjz.  Désignons  par  (s),  (s'),  (^")  leurs 
courbes  d'intersection,  en  pseudo-conlact  avec  les  arêtes 
du  trièdre;  et  soient  p,  o',  o"  les  rayons  de  première 
coui'bure  de  ces  mêmes  lignes. 

De  ce  que  les  i"ayons  p,  p',  p"  appartiennent  nécessai- 
rement aux  faces  du  Irièdre  supplémentaire  Mxijir;,, 
il  résulte  que  l'on  a  les  relations  connues 


da          cos(p,  X) 

a\         a". 

—  — •  — f-  — - 

ds                   p 

?v,           ?.- 

Ofi           ros(p',  \  ) 

a\         a 

ds'                  p' 

p'r.  ■  p;. 

an"        cos(p",\) 

a  Y         a 

ds"                 p" 

~     ?\:        '        Pv 
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Posant,  par  analogie, 


On 

cos(Trj', 

x) 

rt, 

^  «1 

as' 

m' 

^r, 

777 '. 

da! 

d7 

cos(to", 
m" 

x) 

= 

^.r, 

àa" 

co?'(Tn, 

X  ) 

«1 

,      «'. 

(JS 

w 

CT^, 

TOv, 

ùa 
0/ 

_  cos(7" 

z" 

x) 

= 

Oa' 
~Js 

_  cos(7, 
7. 

x) 

= 

7.-^. 

ôa" 

co^(y' 

X  ) 

= 

«1^ 

7V, 

Z.r, 

ds' 

~          '/'. 

on  reconnaît   dans 


Z 


e  c| 


ue   nous   avons 


nommé    ailleurs   les    courbures  corrélatives   ou   alter- 
nantes des  lignes  coordonnées. 

Acluellement,  dillérentions  par  rapport  à  ^,  5',  s"  les 
valeurs  des  cosinus  des  faces  du  premier  irièdre,  sa- 
voir : 

D  cosÀ  =      (a  a' -4- 1j"6'+ b'c'ja" 

-+-  (L"a'-f-  a' b'  -+■  hc')b"-\-  (h' a'-\-  hb'-+-  a" c')c", 


valeurs  où  l'on  a  fait,  avec  D  = 


I         cos/i     cosm 
cosn  I         cos^ 

costH     cosZ         I 


sin^l  =  a, 
sin2  7n=  a', 
sin^w  =  a". 


cosm  cos/i  —  cos/  =  b, 
cosn  co^l  — cos/«=b', 
cosl    cosm — cos/i  =  b"; 


puis,  faisons  coïncider  le  trièdre  Mxjz  avec  le  Irièdre 
fixe;  on  trouvera,   après  réduction,  les   neuf  relations 


(  ^«9  ) 


siiivanlcs 


sinv, 

-- 

sin  ;i| 
7.--, 

(>A 

sinÀi 

=- 

sinv, 

P  z 

r^.r, 

si  11  JJLi 

= 

sin  À, 

Ov 

/•r, 

py. 

■    d.s' 

si  n  V 1 

= 

sin  ;jLi 

c^À 

"/.v> 

'    0I5'' 

que  nous  écrirons  plus  simplcint-nt  ainsi 


I    *=■ 


1 

U/. 

'1    — 

l'i 

os' 

m,= 

qi 

n,  = 

'i 

l'i    = 

Pi 

ÔI'' 

Substiluant  ces  valeurs  dans  les  dérivées  partielles  ci- 
dessus,  il  viendra 

l    —  sin  A,  =  rtif,  —  a^m^, 

]    âa'    . 
(b)  /    -— sinjJLi  =  rt,  |)i  —  «1  n,, 

j    os 

1   àa"  .  ,  . 

— -sinvi  =  ai  q,  —  rt,l,. 

\     as 

premier  syslètne  général,  relatif  à  la  variable  s. 

Ce  système  devra  être  complété  par  deux  autres  rela- 
tifs à  s'  et  à  s"\  mais  ceux-ci  se  déduisent  aussitôt  du  pré- 
cédent, car  il  suffit  d'y  allecter,  d'un  ou  de  deux  ac- 
cents les  composantes  qui  y  entrent. 

Anu.  de  Mathémat.,  S'  série,  t.  1,\.  (Mai  1890.)  '4 
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4.  Les  trois  systèmes  que  nous  venons  de  former  cor- 
respondent, par  rt,  rt',  a",  au  premier  des  Irièdres  coor- 
donnés Wxjz.  Il  s'agit  d'obtenir  les  trois  systèmes 
corrélatifs  qui  correspondent,  par  «),  r/', ,  rt", ,  au  second 
trièdre  ^Ixij  ^  Zf . 

Pour  cela,  nous  ferons  observer  que,  en  vertu  des 
propriétés  connues  des  trièdres  supplémentaires,  on  a 

cosÀ   =  cos  |JL  cosv  — sin  [Ji  sinv  cosXj, 
cosXi  =  cos[JLi  cosvi  —  sin  ijt.i  sinv]  cosX  ; 

d'où  l'on  tire 


(7) 


\ 


—   co?E  = V-  — — cosv   H — —  cos  u, 

as  '         Os  ds  as 

]         dli  .        à  A  ô'x  dv 

I --cosï  =  —     -i-  -^    COSVi-i-—     COS-J.,, 

\  os  os  as  os 


ce  qui  montre  incidemment  (2)  et  (2')  que  les  varia- 
tions (alternées)  des  faces  des  doux  trièdres  pourront 
toujours,  si  besoin  est,  être  assimilées  au  signe  près  aux 
projections  obliques  d'un  même  segment  issu  de  l'origine. 
Ceci  posé,  abordons  directement  la  question,  en  dilfé- 
renliant  par  rapport  à  s  la  valeur  (4')  de  <7,  mise  sous  la 
forme  entière 

«]  sin  À  sin  ;jt.i  sinvj  =  a  sinXi  +  «'sin  jjti  cosvj  -+-  «"sinvj  cos  jx, . 

Après   avoir  remplacé  dans  Téquation  dérivée  cosA 

par  sa  valeur  ci-dessus  et  —  par  Ja  suivante 

^  Os  ^ 

ol       ^      ^  . 

—  —  cosï  =  11  — p,  +  (mi— qi)cosv  H- (  nj  —  r,  )  cos  [a, 

déduite  de  (y)  et  de  (5),  on  sera  conduit  par  le  calcul 
lui-même  à  considérer  les  trois  trièdres  bi-rectangles 
auxiliaires  ]\Jxry,-p,,  My-Zr^^Xj^  et  IMg^p  ra,,  et  cela,  en 
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posanl 

/  iiii—  r,  cosX,=  m..,  sinX,.         r,  — miCosXt  =  r[î,  sinX], 

(8)   '  iii  — |)|r(>s[JL|=  ii5(|  sin|j.i,        |)i  —  rij  cos[jii  ::^  p,-,  sin  [ji], 

\  'i    — fliCOSVi=l^,    siiiV],         fji — I,    cosvj  =  q-(,  sin  vi . 

Ce  premier  système  de  trièdres  auxiliaires  en  appelle 
un  second,   réeiproc|ue  du   premiei',  celui   des  trièdres 


Mx  .)'«  -a, 5  •■•  (l^ie  1  on  inlroduit  à  son  tour,  implicite- 
ment lui  aussi,  en  posant,  dans  les  résultats  trouvés, 

/  ffa, -^  "a,  cosX  =  qsinX,  n^,  -f-qa,  cosX=n   sin/, 

(y)      ''Pi  +  'pi    cosjji.=  r  sin  [jt.,  Ip,    -+- rp,  cosa=  1     sinjj., 

'  p.,  +  m..,  cosv  =  p  sinv,  lUv,  -+-  py,  cosv  =  m  sinv. 

Il  vient  ainsi  linalement,  pour  le  premier  des  systèmes 
(analyticpies)  corrélatifs  que  nous  voulions  obtenir, 


(lO) 


'ds' 


an  —  a 


sin  uL  =  r/ 


a  r, 


da,    . 

—7-^  Sinv   =  a  111  —  an. 
as 


Par  de  simples  accents,  on  en  déduira  les  deux  autres 
en  s'  et  s" . 

Bien  cpie  le  nouveau  groupe  de  systèmes  généraux  soit 
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équivalent  au  premier,  il  ne  nous  sera  pas  moins  utile 
que  lui  dans  les  applieations. 

5.  1°  Comme  corollaire,  si  l'on  forme,  à  l'aide  du 
Tableau  (9),  les  différences  1  —  p,  m  —  q,  n — r  et 
qu'on  rapproche  les  résultats  des  formules  (7),  on  trou- 
vera 

(11)  (        =  ._^i 

ôs 


p  — 


as' 


ce  qui  met  pleinement  en  évidence  la  corrélation  des 
deux  groupes  de  systèmes. 

2"  Remarquons  encore  que  de   (8)  et  (9)  on    tire, 
entre  autres  valeurs, 


qi  —  Il  cosvi        ([  — ^  n  cosX 

(12) 


q«,  -      —.         -  —  -     .  -, 

sinvi  sinA 


n,  —  piCOS[JLi         n — ^qcosX 
'  sin  fJLi  sinX 

Ces  formules  nous  seront  bientôt  nécessaires. 

II.   —  Equations  fondamentales  de  la  théorie 

DES    SYSTÎiMES    TRIPLES    DE    PSECDO-SURFACES. 

6.   Si  l'on  développe,  à  l'aide  des  formules  (6),  les 
calculs  indiqués  par  les  trois  identités  en  a,  n' ,  cé\ 

,  da         ,  da 

Os'  ds" 


(  '^-i.'^  ) 


on  irouvcra 


(i3) 


Os 
dq 

as' 

''ôr 
ôs" 


1         0[) ,  \     .    -  ,    „  ,     „        „ 

T, TT-     ^"1  A  —   Il  II    —  Il    q    =   (j, 

i  Os  /  ' 

}}-)  siii;;L=  r'I"  -  1'    r"  =  H, 

,   ,  Mil  /  —  |)'m" —  ni'p"=  K. 

Os  I 

Passant  aux  idcnlilés 


0^, 

Os' 
Ov\ 


Os" 

~ô7' 


Os 
ôs"    ' 


(i4) 


\0^' 


0\^ 
ôs' 


il  viendra  semblabletnent,  au  moyen  de  (io), 

sinXi  =  ni'j  r'[  —  v\  m.'\  =  Gi, 

\y\n\  =  Hj, 

sinvi  =  i;    q';  —  q'i  I",  =  Ki. 


Om        Om"  \    , 


On' 
ô? 


On^ 


Ce  sont  les  équations  que  nous  voulions  établir.  Elles 
méritent,  ce  nous  semble,  le  nom  de  fondameiiLales ,  à 
un  tout  autre  litre  que  celles  qui  leur  correspondent 
dans  la  théorie  des  surfaces,  puisqu'elles  en  constituent 
comme  on  le  verra,  une  haute  généralisation. 

il  est  bon  d'observer  que  les  fonctions  binômes,  G, 
H,  K,  G|,  ...  qui  les  composent,  peuvent  s'obtenir  di- 
rectement, c'est-à-dire  sans  différenliation  ;  car,  de 
(6)  et  de  (lo),  on  tire  aussitôt 


sin^X, 


Oa 

Oa 

ôs' 

Ô7' 

a\ 

a\ 

Ob 

Ob 

b\ 

''\ 

Os 

Os" 

iii'i  r.  —  r'j  ni'i  =  Gi, 
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in2X 


dui 

ûa^ 

Os' 

Os" 

a' 

a" 

dbi 

dbr 

b' 

b" 

as' 

d^' 

=  q'n"    —  n'q"  =  G, 


7.  Cas  particulier .  —  Anèlons-nous  au  cas  où  les 
trois  pseudo-surfaces  coordonnées  se  couperaient  sous 
des  ax\^es  constants .  Les  variations  des  faces  étant  alors 
nulles,  par  hypothèse,  il  faut  écrire  que 


(.5) 


i  I   =  p,  m   =  q,  n   =  r, 

(   li=  pi.  mi=  qi,  ni=  l'i. 


Les  systèmes  généraux  (6)  et  (lo)  deviennent  alors 

()«      .    ,  ,  „  dcix     .    ,  ,  ,, 

—   sin  Ai  =  rt,  Il  —  «I  qi,  —r-  sin  A  =  a  r  —  a  q, 

as  Os 


in[jii=  «1  pi—  ai  l'i, 


da' 

da"    .  , 

—  sinvi  =  «1  qi  — «iPi, 


Oa'i 
Oa\ 


sin  jji  =  a  p  —  a  r, 
sin  V  =  a  n  —  a' p. 


Quant  aux  équations  fondamentales,  on  a,  pour  cor- 
respondre à  (i3), 

("t.  pour  correspondre  à  (i4)i 


(14') 


l    \0s"         Os'/ 
'    /Oa'        Oa" \ 


qi'i  —  l'iqi  =  vji' 


^-^js.n[^,=  r,p,-p.r.=  >) 

àr'        àr"  \    .  ,  ,       c^ 

___  j„„„^p,,,,_C,p,=^. 


1  > 


(  '^'^  ) 

IiiLioduisuns.   eu  dernitT   lieu,   dans   (<S)  el  (p),  les 
conditions  (i5),  on  auia,  rnlic  aulros  rcsnltals, 


p,  qi  cosv        l'i  cos|JL 

COSî     '       cusr  fOsT 


n  q  COS-/I         r  cosui 

Pi  =  — ~  -+- i ^: 

COS;  co^r,  COSC 


(^uc  si  Ton  compare  ces  valeurs  avec  les  formules  (3 
et  (3'),  on  voit  tjue  les  tjuantités  p,  (],  r  et  p,,  (j,,  r,  ne 
sont  autres,  dans  le  cas  actuel,  que  les  projections  or- 
thogonales d'un  même  segment  issu  de  l'oiigine. 

Ce  segment  intervient  en  Cinématique;  il  mesure  la 
vitesse  instantanée  de  rotation  to  d'un  corps  solide  au- 
tour d'un  point  fixe. 

En  désignant  par  p.  q,  r  et  py^q^^  r ,  les  projections 
obliques  correspondantes;  il  résulte  des  formules  (2)  et 
(2')  que  l'on  a  aussi 

p  ^q  cosv   -f- /•  co>;JL  =p   =/>iCOS;, 
/^l-j-  ^iCOSVi-i-  /-j  CO?  ;j.|  =  Pi  =yj    COS^, 


Les  équations  du  segment  oj,  ou  mieux,  de  l'axe  in- 
stantané coïncidant,  adn)etLent  dès  lors  cette  double  forme 


X 

y 

p 

(i 

x^ 

_  ri 

P\ 

^1 

oj2  =  Zyj-2-i-  iZqr  COS  À  =  ^p\  H-  2-^1  /'iCOsÀi. 

Les  composantes  p',  q',  r'  et  p",  q",  r"  donneraient 
lieu  à  des  considérations  de  même  nature,  sur  lesquelles 
nous  ne  saurions  insister  ici. 
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III.  —  Application  aux  systèmes  triples  de  surfaces. 
Gé2néralisatio.\  du  théorème  de  Dl  pijv  relatif  aux 
surfaces  orthogonales. 

8.  Cherchons  d'abord  les  coiidi lions  qui  permettent 
de  transformer  îes  pseudo-surfaces  coordonnées  (.f), 
(J')  et  (J")  en  leurs  limites  respectives  qui  seront  les 
surfaces  coordonnées  (F),  (F')  et  (F"). 

Pour  cela,  au  lieu  de  considérer  les  arcs  ds^  ds' ,  ds" 
comme  indépendants,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  jus- 
qu'ici, concevons  qu'ils  soient  des  fonctions  données  A, 
A',  A"  de  trois  paramètres  quelconques  w,  u\  u" ^  et, 
conséquemment,  posons 

ds  =  \  du.         ds'^  X'du',         ds"=^  X" du", 
avec 

dS'^  =  22  A2  du-  +  2  S  A' \" du' du" cos\ 

pour  l'arc  résultant  dS. 

Si  l'on  désigne  par  (X,  Y,  Z)  les  coordonnées  de  l'ori- 
gine M  par  rapport  au  trièdre  fixe  (T),  on  aura 

dX       ,  ô\        ^,    ,  ôX        ,„   „ 

-—  =  A  a.  — r  =  A  a  ,  — -  =  A  a  . 

ou  ou  du 

Des  deux  dernières,  par  exemple,  on  conclut  que 

0*2  X  dd  ,  ôX  ' 

=:  A 


Ou'  Ou!'  Ou!'  Ou' 

O^X  Oa"         „0X" 


Ou"  Ou'  du'  Ou'  ' 


, ,  .  „  Oa  ,  OX         .,  .„  ùa  ,,  OX 

A  A  -— ^  -r-  d  -—T.  =  A  A  -— -  -f-  a!'  -— ^  • 
Os  Ou!  os  Ou 

Substituant  à  -v»  —r  leurs  valeurs   déduites   des    sys- 
Os        Os  •' 

tèmes  dont  (6)  est  le  ivpe  et  égalant  ensuite  entre  eux 
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les  cocfliciciils  do  «,  a\  «",  ou  irouvc,  pour  Iranslotuuîi' 
la  pseudo-surface  (rf),   langenle  au  plan  dos  j  z^  en  la 
surface  correspondante  (F),  les  conditions 

—  A  A  I ,  SI n  À  =  — ; cos  A , 

au  ou 

{b  )  '        A  A  p  I  sin  À  =  — -, — -  cos  A, 

'  '  '  (Ju  Ou" 

q'i  —  r,  cosvi         II".  —  ])'',  cos'Jii 

— r-5 -\ Î-! —   =  O, 

sinvi  sinjjLi 

celte  dernière  pouvant  aussi,  d'après  (12),  s  écrire 
,   ,^  q' — n'cosX        n" — q"cosX 

(13) ^-> \ r^ =  O 

ou  mieux 

(  1 5'  )  q'  -1-  n"  —  (  n'  H-  q"  )  cos  À  =  o. 

Si  l'on  fait  un  calcul  semblable  sur  l'identité 

diX  Ô-^X 


du"  du       du  du" 
on  trouvera,  pour  transformer  (J')  en  (F'). 

,„.      „    .  OX"       dX 

—  A  A  ni ,  sin  a  = -— -  cos  a, 

'  Ou         du  ' 

{  r   )  '  A  A  qi   sin  u  =  -.—j. r —  cos  a, 

'  du  ou 

r'i  —  m",  cosXj        l]  —  qi  cosvj 


sin^i  sinvi 

T?    r  1      l'-i        •    '      à'^^  d-^X 

ii.niin,    de  1  identité   - — r-,  =  \  ,  .    '    on  tirera,  pour 

du  du         du  du  '■ 

transformer  (J")  en  (F"), 

.  ,,  dX         dX' 

-  AA  ni  sin  V  =  — -; ^ —  cosv. 

du         du 

(r    )  <         AA  r,  sinv  = --;  cosv, 

du         du 

Pi  —  ^i  cos  [j.y         m',  —  r',  cosX; 
sin  \Lx  sin  Xi 
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Rapprochant  du  type  (12)  les  trois  conditions  indépen- 
dantes de  A,  A',  A",  on  voit  (ju'elles  peuvent  être  mises 
sous  ]a  forme 

Lorsque  les  surfaces  coordonnées  sont  orthogonales,  ces 
conditions  se  réduisent  à 

(i6'j  rj'^r"=o.  r"-^p  =  o,         p -\- cj' =^  o 

et,  par  conséquent,  à 

(iG")  p  =  g'  =  r"  =  o. 

Ceci  va  nous  conduire  à  d'intéressantes  remarques. 

9.  1"  Par  des  considérations  dont  l'exposé  nous  en- 
traînerait trop  loin,  on  peut  prouver  que,  dans  le  cas 
notamment  où  les  trois  pseudo-surfaces  coordonnées  se 
coupent  sous  des  angles  invariables,  les  équations  de  leurs 
lignes  asymptotiques  sont  respectivement  pour  chacune 

/  r'^    ds''^  ■ —  (  q'y^  —  r'^^  )  ds'  ds" —  q'^^  ds"'-  =  o, 

( ' 7 )  '    Pp,  ^*"-  —  (  '"[î,  —  Pp.  )  ^^^" f^*  —  ^ti,  ds"'  =  o, 

\    q„_  ds-  —  (  p,,^ —  ql  )  ds  ds'  —  p'    ds'-  =  o. 

Quant  aux  lignes  de  courbure  de  ces  mêmes  pseudo-sur- 
faces, elles  sont  représentées  par  le  système 

/'  q'ds''^  -h  ( r'  -h  q")  ds'  ds"^  r"  ds"-  =  o, 

(18)  .   r"r//'2-h  (p"+  r  )  ds"  ds  -î-  p  ds-  =  o. 

\  p  ds^  -i-  (q  -r-  p)  d^  ds'  -{-  q'  ds'"  =  o. 

Or,  dans  le  cas  présent,  les  conditions  générales  (16) 
reviennent,  d'après  (12),  à 

q'-l-  r" —  (r'  -i-q")  cosÀ  =  o, 
r"  -h  p  —  (  p"  -!-  r  j  cos  ;JL  =  o, 
p  -i-  q' —  (q  -+-  p')  00? V   =  o. 


(  2'9  ^ 

Elles  cxpriiiicnl  donc  (|uc  les  lignes  tic  courbure  (»B) 
sont  devenues  rectangulaires,  ce  qui  est,  on  le  sait,  une 
des  propriétés  caraclérislicjucs  des  surfaces. .  C'est  une 
première  vérification. 

2"  Pour  (jue  les  pseudo-surfaces  coordonnées  se  cou- 
pent suivant  leurs  lignes  de  courbure,  il  faut  el  il  suflit 
que  les  équations  (18)  premuiiL  les  formes  réduites 

B  ds  ds"  =  o.         I>'  ds"  f/5  =  o,         B"  ds  ds  =  o, 

ce  qui  exige  que  l'on  ait 

,)  =  q'  =  1  '  =  o. 

Quand  les  pseudo- surfaces  se  coupent  à  angles  droits, 
ces  conditions  deviennent 

p  =  q'=^  r"  =  o  ; 

mais  alors,  d'après  (16"),  elles  caractérisent  trois  sur- 
faces. On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Lorst/ue  les  pseudo-surfaces  qui  com- 
posent un  système  triple  se  coupent  constamment  deux 
à  deux  suiuant  leurs  lignes  de  courbure  (^angulai/'es)^ 
ces  pseudo-surfaces  n'arrivent  à  former  un  système 
orthogonal  qu  en  se  transforinattt  en  surfaces. 

C'est  Là,  sous  une  forme  nouvelle  et  plus  générale,  le 
célèbre  théorème  de  Dupin. 

IV.     ExTENSlOiV    DES    KQUATIOJSS    DE    CoDAZZI 

ET    DU     THÉORi;ME    DE    GauSS. 

10.  Pour  étendre  aux  surfaces  nos  équations  fonda- 
mentales (n°  6),  il  faudra  d'abord  remplacer  dans  les 

systèmes  (10)  et  (i4)  1^'s  dérivées  partielles  -—  >  ——^  •  • 

I    ùa     I    'Jrti  .  ,  ,      . 

par  -r  -^f  -r  -;— '  •  •  •   cl  tenir  compte  de  cette  subslilu- 
'       A  du    A   du  ^ 


(>9> 


(20) 
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tioii  dans  le  déveluppcniciit  des  idenlilés  qui  nous  ont 
conduit  à  ces  équations. 

En  supposant  toujours  que  les  faces  ).,  [j.,  v  et  ).|,  a,. 
V|  soient  variables,  on  aura  d'abord 

'       ;;' —  =  ; —     siniji  =  A  A  (il     —  1  r  )  =  A  A  II, 

(l      du                  Ou       J 
r—   =  r-r-*-      sinv  =  A  A  (  n  m  —  m  p  )  =  A  A  K. 
|_      du                    du        J  '  * 

Les  combinaisons   k" K  et  AA'  Iburnii-ont  des  résultats 
analogues. 

Viennent  ensuite  les  systèmes  corrélatifs  renfermant 
eux  aussi,  en  tout,  neuf  équations  dont  voici  les  trois 
premières  : 

'    Vd(Mm')        d{iVm")~\    .  .,,„      ,     „  ,     „  ,,,„„ 

i    [      du'       ^  ~^dïl' — J  s'"t^i  =  -^-^  ("iPi  — Pini)=  A  A"Hi, 

1    [    \j^.       =       ôir~  J  '"""'  "  A'A"(l\q,  -q,i;)  =  A'A"K,. 

On  en  conclut,  en  particulier,  pour  tout  système 
triple  orthogonal,  les  trois  équations  dilïérentielles  sui- 
vantes, entre  les  fonctions  arbitraires  A,  A',  A" 

d  I   I    d\'  dX"\        _^/j_^^\_^_^/i     àh__  dA'\  _ 
^«\A2   du     du]        du' \S.'-    du   du!  j    '    du!' \k.''-  du"   du) 


11.  Considérons  spécialement  les  équations  du  groupe 
(19).  Parmi  elles,  il  y  en  a  trois,  la  première,  la 
cinquième  et  la  neuvième,  c'est-à-dire  celles  qui  cor- 
respondent directement  aux  conditions  (F),  (F'),  (F") 
du  n"  8,  auxquelles  le  théorème  de  Gauss  est  applicable. 


(  -^^y  ) 

Occii|)()iis-iious  lU'  la  |)i-('ini('re.   Piiis(|n'()ii   a   acliiel- 


Icmeiit 


Pl-i-  T7 


1      dl 


X'  du' 


les  conditions  (F)  nous  donnent 


A'  p',  =  ■ 


ÔK 

du' 


A"  si  II).  \du!' 


f)\" 

——r  cas  À 

Ou 


,„      n  I  /OX"  àX'  ,\ 

,\    SIllA   \()U  Ou"  j 

l^ortant  ces  valeurs  dans  réfjualion  choisie,  il  viendra 

'J[A'|)',  )       (^fA"p"i) 

dx: 


du" 


du' 


du'  du"       du" 


dX" 
du         du 


A"  sinÀ 


/dX"        àX' 
d   I    du'        du" 

du'  \         X'  sin  À 

A' A"      ,    „        ,   „    ■      A' A"., 
=     •    r  (  q  n  —  Il  q')  =  ^— ^  G.      c.  Q.  F.  D. 

On  procédera  de  la  même  façon  pour  les  deux  autres. 

12.  Nous  ferons  remarquer,  en  terminant,  que  si  l'on 
représente  par  F(X,Y,  Z)  =  o,  l'équation  de  la  sur- 
face (F)  tangente  au  plan  des  yz,  et  rapportée  à  des 
coordonnées  rectangulaires,  on  peut,  à  l'expression 
piécédente  de  G,  substituer  celle-ci  : 


m-(Mhim^<- 


d^-F 

d^F 

diF 

m 

d\'- 

dXdY 

dXàZ 

d-^F 

d^F 

c)2F 

m 

dXdY 

dY-2 

dYdZ 

d'-F 

d^F 

d'-F 

(i)' 

dXdZ 

àYdZ 

dZ"' 

m' 

(-Y 

[dYj 

m 

o 
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Des  équalîons  F'(X,  Y,  Z)  =  o  cl  F"(X,  Y,  Z)  =  o^  on 
tirera  des  expressions  analogues  pour  ^'  el  tXl".  C'est 
dans  cette  dernière  spécialement  que  se  trouvera  repro- 
duite, mais  avec  plus  de  symétrie,  la  siîconde  des  formes 
donnée  par  Gauss  au  rapport  qui  lui  sert  à  mesurer  la 
courbure  des  surfaces. 


REMAROIE  SIR  LE  CAS  DOUTEUX  RELATIF  A  CERTAINS 
CARACTÈRES  DE  COWERGEXCE  DES  SÉRIES; 

Par  ai.  G.  FOURET. 


1.  Parmi  les  procédés  dont  on  lait  le  plus  souvent 
usage,  pour  reconnaiti-e  si  une  série  à  termes  positifs 

lll-\-  Il 2—  ll:i-i-  ...  -4-  Un—  U,i+\^  '  ■  ■ 

est  convergente  ou  divergente,  il  en  est  deux,  particu- 
lièrement simples,  qui  sont  fondés  sur  la  considération 

des  expressions  -^^^  et  \  "«•   L'applicalion  de  l'un    ou 

l'autre  de  ces  caractères  permet,  avec  plus  ou  moins 
de  facilité,  de  voir  si  la  série  est  convergente,  sauf  dans 
le  cas  spécial,  appelé  cas  douteux,  où  l'expression  con- 
sidérée tend  vers  l'unité,  par  valeurs  inférieures  à  un, 
on  bien  finit  par  restei-  dans  le  voisinage  de  l'unité, 
sans  être  dès  lors  constamment  supérieure  à  un,  ni  con- 
stamment inférieure  à  un  nombre  assignable  plus  petit 
que  l'unité. 

^lOus  allons  faire  voir  que  si,  par  suite  des  circon- 
stances que  nous  venons  de  rappeler,  l'application  du 
critère  basé  sur  l'expression  yu„  ne  donne  aucune  con- 


(  ..3  ) 

cinsion  sur  la  convergence  de  Ui  série,  il  en  est  de  même 

du  crilere  fondé  sur  la  considération  r/e— ^^-  Celle 

proposition  une  fois  élablie,  la  réciproque  eu  résullera 
sans  clénionstraliou. 

2.  Rappelons  loul  d'abord  qu'une  série,  dont  les 
ternies  ne  décroissent  pas  indéfiniment,  est  divergente. 
Ecartons  ce  cas,  dans  le<]uel  la  question  se  trouve  réso- 
lue immédiatement,  et  supposons  que  les  termes  de  la 
série  tendenl  vers  zéro.  On  pourra  toujours  trouver  un 
nombre  entier  r  assez  grand  pour  que  Ur  et  les  termes 
suivants  soient  tous  inféi'ieurs  à  l'unité.  Il  en  sera,  par 
suite,  de  même  des  expressions  telles  que  V/«„,  pour 
toutes  les  valeurs  de  n  égales  ou  supérieures  à  /',  les 
racines  d'indice  quelconque  d'un  nombre  inférieur  à  un 
étant  elles-mêmes  plus  petites  que  l'unité.  Si  donc  l'ex- 
pression v/«,^  ne  fournit  aucune  indication  sur  la  conver- 
gence ou  la  divergence  de  la  série,  cela  proviendra  de 
l'impossibilité    d'assigner  un   nombre  plus    petit    que 

l'unité,    auquel   y  "«  soit  inférieure,    pour   les   valeurs 
suffisamment  grandes  de  n  ('  ). 

Cela  posé,  on  ne  saurait  trouver  un  nombre  entier  <jr, 
tel  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  /?  égales  ou  supérieures 

à  ^,     ""^^  fût  plus  grand  que  l'unité;  sinon,  les  termes 
II' Il 

«y,  "y+ii  «7+2?  •••  formeraient  une  suite  croissante,  ce 

qui    est    contraire    à    riiypollicse   d'après   laquelle    les 

t(;i-mes  de  la  série  décroissent  indéfiniment. 

3.  D'autre  part,  si,  pour  des  valeurs  de  n  égales  ou 


(')  Le  cas  où  \^u„  leiidrail  vers  un,  par  valeurs  plus  petites  que 
l'unité,  est  évidemment  compris  dans  celui  que  nous  venons  d'é- 
noncer. Il  est  donc  inutile  de  le  traiter  à  part. 
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supérieures  à  uuccrlaiu  entier/»,    "^'  élail  constainnienl 

inférieur  à  un  certain  nombre  À  <^  i ,  de  sorte  que  l'on 
eiit 


on  en  déduirait 

ou  bien 

et,  par  suite 


Up 

p-i-k     I 


P+ki— 
V'it 


Deux   cas  sont  à   distinguer.   En   supposant  d'abord 
•r^,  =  I,  on  aurait,  quel  que  soit  A, 

et,  par  conséquent. 

En  supposant  au  contraire  y^  >  '   t't  désignant  par  y. 

un  nombre  pris  arbitrairement  entre  A  et  l'unité,  on 
pourrait  toujours  trouver  un  nombre  entier  assez  grand 
pour  (jue  l'on  eût 

V+k    / 

et  ?i  fortiori 

P+ki 

pour  toutes  les  valeurs  de  A  égales  ou  supérieures  à  cet 
entier. 

De  toute  façon,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  on  pourrait 
déterminer,  pour  l'entier  ;?,  une  valeur  telle  que,  pour 


(  ^-2.)  ) 

toiilrs  les  valeurs  supéiicuires  à  celle-là,  \///„  JÙL  iiilé- 
rieur  à  un  nombre  déterminé  plus  petit  que  l'unité,  ce 
qui  est  en  contradiction  avec  riiypotlièse  faite  au  début 
de  cette  démonstration. 


4.  Le  rapport  — ^^  ne  pouvant,  pour  des  valeurs  siiffi- 

samuient  grandes  de  «,  ni  devenir  et  rester  supérieur  à 
un,  ni  devenir  et  rester  inférieur  à  un  nombre  déter- 
miné, plus  petit  que  l'unité,  quelque  peu  dilïérent  qu'il 
soit  de  l'unité,  on  doit  en  conclure  que,  dans  l'hypo- 
thèse où    nous  nous  sommes   placé,    l'expression     "^  , 

lift. 

de  même  que  \^ii„,  ne  permet  aucunement  de  s'assurer 
de  la  convergence  ou  de  la  divergence  de  la  série. 

11  convient  alors,  comme  on  le  sait,  d'avoir  recours  à 
d'autres  critères,  tels  que  ceux  donnés  par  Raabe  et 
Duhamel,  par  M.  Bertrand  (*),  lesquels  permettent,  dans 
bien  des  cas,  de  lever  le  doute  que  laisse  subsister  l'ap- 
plication de  l'un  ou  l'autre  des  deux  caractères  de  con- 
vergence dont  nous  venons  de  nous  occuper. 

5.  Le  théorème  démontré  plus  haut  (n°  3)  peut  s'é- 
noncer ainsi  : 

(')   Ces  divers  critères,  ainsi  que  celui  qui  s'appuie  sur  la  consi- 
dération du  rapport     ""^'  ?  se  déduisent  presque  immédiatement  d'un 

théorème  remarquable  et  bien  facile  à  démontrer,  dont  l'origine  est 
due  à  Kummer  {Journal  de  Crelle,  t.  13),  mais  qui  a  été  précisé 
et  complété  successivement  par  M.  Dini  {Annali  delV  Univ.  Tosc, 
t.  LX),  par  M.  du  Bois-Reymond  {Journal  de  Crelle  Borchardt, 
t.  76;  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  CVIl,  p.  941  ), 
et  par  M.  Jensen  {Comptes  rendus,  t.  CVI,  p.  729  et  1620;  Nou- 
velles Annales,  3»  série,  t.  VII,  p.  196).  —  Voir  également  sur  ce 
sujet  divers  articles  intéressants  de  M.  Cesaro  (  Comptes  rendus, 
t.  CVI,  p.  iï\?.  et  1791;  Nouvelles  Annales,  3"  série,  t.  VII,  p.  ^06). 
Ann.  de  Mathëmat.,  3«  série,  t.  IX  (Mai  1890),  lO 


(  ..G  ) 
Etant  donnée  une  série  à  ternies  posilij s 

Ul  —  «2  H-  î'3  —   .  .  .   -t-  U„  -V  i/„4-l  -T-   .  .  .  , 

5/,  pour  les   valeurs  suffisaninie?it  grandes  de  l'entier 
n,  le  rapport    "^   est  inférieur  à  un  certain  nombre 

Un 

A  <^  I ,  on  peut  trouver  un  nombre  jj,  <^  i ,  tel  que,  pour 

les  valeurs  suffisamment  grandes  de  /i,  /  'expression  \^/u„ 
soit  inférieure  à  m. 

On  démontrerait  d'une  manière  toute  semblable  cet 
autre  théorème,  qui  est  d'ailleurs  sans  intérêt  au  point 
de  vue  de  la  question  traitée  dans  cette  JNote  : 

Si,  pour  les  valeurs  suffisamment  grandes  de  n^  le 
rapport  — ^'  est  supérieur  à  un  certain  nombre  A  ^  i , 
on  peut  trouver  un  nombre  [x  ^  1 ,  tel  que,  pour  les 
valeurs  suffisamment  grandes  de  w,  V expression  \u,i 
soit  supérieure  à  [jl. 

Le  mode  de  l'aisonnement  employé  dans  la  démons- 
tration   de   ces    deux    théorèmes    est   analogue    à  celui 

par  lequel  on  démontre  que,  si  — ^il  tend  vers  une  limite, 

il  en  est  de  même  do  v  "«  ^  <'t  fjue  les  deux  limites  sont 
égales  ('  ). 

(')    Voir  notamment  Niewenglowski,  Cours  d'Algèbre,  t.  I,  p.  281. 


( 
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THÉORÈME  DE  CÉOIIÉTRIE  Ch'EMVTIOlE. 

(Extrait  d'lxk  Lettri;:  de  AI.  A.  iMANMIEIM.) 


Dans  une  Goniuiunicalion  ([u'il  a  faite  à  l'Acadéiuie 
des  Sciences  (séance  du  lo  mars  1890),  M.  C.  Bioclic 
énonce  ce  t.liéorènie  :  Si  Von  considère  les  surfaces 
réglées  engendrées  par  des  droites  (/ai  fojit  des  angles 
constants  avec  la  tangente,  la  normale  et  la  hinormale 
d'une  courbe,  les  points  centraux  des  génératrices  qui 
passent  par  un  même  point  de  la  courbe  sont  sur  un 
cylindre  de  révolution.  Ce  c)  lindre  a  pour  généra- 
trices dianiélraleme.nt  opposées  la  droite  rectifiante 
et  la  perpendiculaire  commune  à  deux  nojmales  prin- 
cipales infiniment  voisines. 

Ne  serail-il  [)as  bon  de  faiie  remarquer  que  ce  théo- 
rème n'est  nullement  particulier  à  une  courbe  gauche? 
La  courbe  n'intervient  seulement,  en  effet,  que  pour 
définir  le  déplacement  du  trièdre  tri-rectangle  qui  en- 
traîne les  droites.  On  pourrait  aussi  bien  définir  de 
toute  autre  manière  le  déplacement  de  ces  droites;  car 
la  propriété,  relative  aux  points  centraux  des  surfaces 
qu'elles  engendreni,  est  vraie  pour  un  déplacement  infi- 
niment petit  (juelconque. 

La  démonstration  de  cette  propriété  générale  résulte 
immédiatement  de  la  construelion,  pour  une  droite 
mobile  D,  du  point  central  de  la  surface  (D)  qu'elle 
engendre,  lorsqu'ou  connaît  l'axt;  du  déplacement. 

Pour  une  position  de  la  droite  mobile  D,  le  point 
central  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  commune  à 
cette  droite  et  à  l'axe  du  déplacement  (').  Si  les  droites 

(')   Voir  xnoQ  Cours  de  Géoni.  clescript.,  1'  éd.,  p.  36i. 
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entraînées  passent  par  un  même  point  n  et  si  on  les 
projette  sur  le  plan  (H),  mené  par  a  perpendiculaire- 
ment .à  l'axe  du  déplacement,  les  projections  des  points 
centraux  sur  (H)  sont  alors  les  pieds  des  perpendiculaiies 
abaissées  sur  ces  droites  du  point  o  où  l'axe  du  déplace- 
ment rencontre  (H),  c'est-à-dire  que  ces  points  sont  sur 
la  circonférence  décrite  sur  le  plan  (H)  et  qui  a  oa 
comme  diamètre. 

On  voit  tout  de  suite  ainsi  que  : 

Si  des  droites,  (jui  passent  par  un  même  point  «,  sont 
liées  à  unejigure  mobile  de  grandeur  invariable,  pour 
une  position  de  ces  droites,  les  points  centraux  relatijs 
aux  surfaces  qu  elles  engendrent  appartiennent  à  un 
cylindre  de  révolution  qui  passe  par  Vaxe  du  déplace- 
ment de  la  figure  mobile  et  dont  la  section  droite  a  pour 
diamètre  la  distance  de  a  à  cet  axe. 

Ce  théorème  résulte  si  directement  de  la  construction 
que  j'ai  rappelée  plus  haut,  que  j'ai  pu  le  faire  trouver, 
en  interrogation,  par  quelques-uns  de  mes  élèves. 

(Mars  1890.) 


RIBLIOGRAPIIIE. 


Essai  sur  la  Géométrie  de  la  règle  et  de  l'équerre  ; 
par  M.  G.  de  Longcliamps,  professeur  de  Mathéma- 
tiques spéciales  au  Lycée  Charlemagne.  Paris,  Ch. 
Delagrave  et  Gauthier- Villars  et  fils;  1890. 

Le  genre  de  Géométrie  auquel  Brianchon  a  donné  le  nom  de 
Géométrie   de    la   règle   est   d'origine   assez    récente.   On  en 
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trouve  les  premiers  vestiges  dans  un  Ou\  rage  anonyme,  publié 
en  Pologne  à  la  fin  duxvi*  siècle  et  dont  l'auteur,  resté  incon- 
nu, s'était  proposé  de  résoudre,  en  se  servant  uniquement  de 
jalons,  certains  problèmes  de  Géométrie  pratique  qui  se  pré- 
sentent particulièrement  à  la  guerre.  C'est  la  lecture  de  cet 
Ouvrage  intitulé  Geonietria  peregrinans  qui  a  suggéré  à 
Schooten  l'idée  de  consacrer  un  Livre  de  ses  Exercitationes 
geometricœ  à  la  résolution,  par  la  ligne  droite  seule,  de  divers 
problèmes  relatifs  à  des  points  inaccessibles  ou  invisibles. 

La  voie  ouverte  par  le  savant  commentateur  de  Descartes  a 
été  suivie  avec  succès  par  quelques  géomètres  distingués,  parmi 
lesquels  il  faut  citer  Ozanam,  Lambert,  Mascheroni  et  surtout 
Servois,  qui  a  donné  des  solutions  simples  et  pratiques  pour  les 
principaux  problèmes  géométriques  qui  se  rapportent  à  l'art 
militaire.  L'Ouvrage  de  Servois,  publié  à  Metz,  l'an  XII,  est 
devenu  fort  rare;  aussi  devons-nous  des  remerciements  à  M.  de 
Longcbamps  qui  le  fait  connaître  au  moins  dans  ses  traits  essen- 
tiels. Hàtons-nous  d'ailleurs  de  direqueM.de  Longcbamps  n'a 
pas  seulement  fait  preuve  d'érudition  ;  s'il  a  résumé  avec  art  les 
travaux  de  ses  devanciers,  il  a  aussi  traité  des  questions  nou- 
velles, et,  qui  mieux  est  en  ces  matières,  il  a  indiqué  des  solutions 
plus  simples  pour  un  grand  nombre  de  problèmes  déjà  réso- 
lus. On  ne  saurait  trop  répéter  combien  il  importe  de  savoir 
résoudre  les  questions  d'arpentage  par  des  procédés  différents; 
telle  solution,  parfaite  en  théorie,  devient  vaine  et  illusoire  sur 
le  terrain,  et  la  diversité  des  solutions  est  rendue  nécessaire  par 
la  variété  des  conditions  où  l'on  ]ieut  s«  trou\er  placé  dans  la 
pratique. 

]\ous  n'insisterons  guère  sur  la  première  Partie  du  Livre  de 
M.  de  Longcbamps  :  c'est  une  introduction  presque  exclusive- 
ment théorique  et  consacrée  à  des  principes  qui  seront  utilisés 
plus  tard.  Toutefois,  ces  principes  reçoivent  une  première 
application  dès  le  début,  dans  les  Chapitres  fort  intéressants 
qui  se  rapportent  aux  tracés  des  coniques,  de  la  cissoïde,  de  la 
strophoïde,  de  la  trisectrice,  du  folium  de  Descartes,  de  la  ser- 
|ientine,  du  trident  de  Newton,  du  limaçon  de  Pascal,  de  la 
lemniscate,  des  quartiques  pvrifornies,  etc. 

Pour  le  tracé  des  coniques,  M.  de  Longcbamps  fait  un  habile 
emploi  d'un  mode  de  transformation  qu'il  a  rencontré  en  1882 
{Journal  de  Mathématiques  élémentaires)  et  qu'il  a  a|)pflé 
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transfurinalion  rccipruque.  J'axais  luoi-nième.  douze  ans 
auparavant,  dans  une  des  Notes  que  j'ai  ajoutées  à  la  Géométrie 
descriptive  d'Olivier,  lait  connaître  le  mode  de  transformation 
en  question,  et,  après  avoir  démontré  sa  propriété  fondamen- 
tale, je  l'avais  appliqué  à  la  courbe  d'ombre  de  la  vis  à  filet 
triangulaire.  Il  est  naturel  que  ces  additions  à  un  Ouvrage  non 
classique  aient  été  peu  remarquées,  mais  il  est  naturel  aussi  que 
je  profite  de  l'occasion  pour  réclamer  amicalement  la  priorité 
qui  m'est  due.  Voici  ce  que  j'écrivais,  en  1870,  dans  l'Ouvrage 
cité  : 

«  Deux  lignes  A  et  a  se  correspondent  point  par  point,  de 
telle  sorte  que  la  droite  qui  joint  deux  points  correspon- 
dants .M  et  IX  passe  par  un  point  fixe  P  et  soit  vue  sous  un 
angle  droit  d'un  second  point  fixe  O. 

»  Connaissant  la  tangente  [jl0  en  un  i>oint  quelconque 
IX  de  la  ligne  a,  trouver  la  tangente  IMT  au  point  corres- 
pondant M  de  la  ligne  A  (nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de 
faire  la  figure). 

»  Soient  M'  et  [x  un  second  couple  de  points  homologues; 
on  sait,  par  un  théorème  dû  à  Frogier,  que,  si  deux  cordes  d'une 
conique  sont  vues  sous  un  angle  droit  d'un  point  de  cette  co- 
nique, ces  cordes  se  coupent  sur  la  normale  en  ce  point.  Par 
suite,  la  conique  déterminée  par  les  cinq  points  M,  M',  O,  |jl,  [x' 
a  pour  normale  OP,  c'est-à-dire  est  tangente  en  O  à  la  droite 
fixe  Ox  menée  par  O  perpendiculairement  à  OP.  Donc,  en 
passant  à  la  limite,  quand  M'  vient  en  M,  on  voit  qu'il  existe 
une  conique  passant  par  les  trois  points  a,  M,  O  et  touchant 
respectivement  en  ces  points  les  droites  [ji0,  MT,  OX. 

»  Mais,  dans  toute  conique,  une  tangente  est  divisée  liarmo- 
niquement  par  deux  autres  tangentes  quelconques  et  par  leur 
corde  de  contact;  par  suite,  sur  la  tangente  [jt.6.  le  point  de 
contact  [ji  et  les  points  w,  p,  X  où  cette  tangente  est  coupée  par 
les  deuv  autres  OX  et  MT  et  par  leur  coide  de  contact  MO 
forment  une  division  harmonique. 

»  On  déterminera  donc  le  conjugué  harmonique  p  de  10  par 
rapport  à  Àa,  et,  en  joignant  le  point  p  au  point  M,  on  aura  la 
tangente  demandée  iMT.  Dans  le  cas  de  l'hélicoïde  de  la  vis  à 
filet  triangulaire,  la  courbe  a  est  le  cercle  paramétrique  de 
centre  O;  OM  est  parallèle  à  ;j.0;  donc  À  est  à  l'infini  et  [ji  est 
le  milieu  de  cop,  en  sorte  qu'il  suffit  de  prendre,  sur  ij.0.  [xp  =  \x-ia- 
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cl  de  joindre  le  [joint  p  au  point  iM.  C'est  la  règle  |jarlicuiièrc 
qu'a  trouvée  Poncelet  en  a[)[)li<iuaMt  habilement  la  méthode  de 
Koberval.  » 

Mais  revenons  au  Livre  de  M.  de  Longchamps,.  pour  parler 
de  la  seconde  Partie  qui,  à  vrai  dire,  constitue  le  fond  de  l'Ou- 
vrage. Elle  se  compose  de  douze  Chapitres  fort  touffus,  où  l'on 
trouve,  classés  par  ordre  méthodique  et  résolus  de  façons  très 
diverses,  les  problèmes  principaux  de  la  Géométrie  de  la  règle 
et  de  l'équerre,  tels  que  la  largeur  d'une  rivière,  les  figures 
inaccessibles,  le  tir  à  grande  distance,  etc. 

Le  problème  de  la  largeur  de  la  rii>ière  est  à  l'usage  des 
pontonniers;  Vauban  lui-même  en  a  donné  une  solution.  11 
s'agit  d'apprécier  rapidement,  mais  avec  une  précision  suffi- 
sante, la  largeur  d'une  rivière  sur  laquelle  on  doit  jeter  un  pont 
en  un  point  désigné.  La  question  ollVe  des  cas  particuliers  très 
nombreux  :  les  rives  peuvent  ne  pas  être  parallèles,  le  passage 
peut  s'eflectuer  près  d'un  confluent  ou  devant  une  île,  et,  dans 
ce  dernier  cas,  il  faut  déterminer  la  largeur  du  bras  situé  de 
l'autre  côté  de  l'île;  enfin,  la  rive  elle-même  qui  appartient  au 
côté  de  la  rivière  sur  lequel  on  se  trouve  peut  ne  pas  être  acces- 
sible immédiatement,  et  l'on  veut  cependant,  pour  profiter  sans 
retard  du  moment  favorable,  préparer  à  l'avance  tout  ce  qui 
est  nécessaire  pour  effectuer  le  passage,  et  par  conséquent  con- 
naître la  largeur  du  cours  d'eau. 

On  voit  combien  ce  problème  est  complexe.  Les  questions 
relatives  aux  figures  inaccessibles  offrent  encore  plus  de  variété. 
Les  deux  problèmes  les  plus  simples  de  ce  genre  sont  la  pro- 
longation d'un  alignement  au  delà  d'un  obstacle  complètement 
ou  partiellement  accessible,  et  l'évaluation  de  la  distance  de 
deux  points  dont  l'un  est  accessible. 

Au  premier  cas  se  rattache  \e  problème  du  tunnel  ou  de  la 
percée  d'un  bois  :  un  bois  doit  être  traversé  par  une  route  rec- 
tiligne  passant  par  deux  points  donnés,  l'un  en  deçà,  l'autre  au 
delà  du  bois;  pour  gagner  du  temps,  on  veut  attaquer  la  per- 
cée simultanément  en  ces  deux  points  en  traçant  deux  aligne- 
ments formant  une  seule  et  même  droite.  Ou  encore  :  deux 
illiées  qui  concourent  en  un  rond-point  étant  déjà  pratiquées 
dans  une  forêt,  on  veut  tracer  une  nouvelle  allée  qui,  partant 
d'un  point  assigné  sur  la  lisière,  aboutisse  au  même  rond- 
point  . 
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Dans  le  second  problème,  il  peut  se  faire  que  le  but  soit  non 
seulement  inaccessible,  mais  encore  invisible  et  déterminé  par 
deux  alignements.  Il  peut  arriver  aussi,  comme  dans  le  pro- 
blème de  la  plate-forme,  que  l'opérateur  ne  puisse  se  mouvoir 
que  dans  un  espace  fort  restreint.  Le  but  inaccessible  peut  d'ail- 
leurs, au  lieu  d'être  fixe,  se  mouvoir  sur  une  droite  donnée,  etc. 
Enfin  l'élément  inaccessible,  au  lieu  d'être  un  point,  peut  être 
une  droite;  de  là  de  nouveaux  problèmes,  en  quelque  sorte 
corrélatifs  des  précédents. 

Nous  sommes  resté  jusqu'ici  dans  le  cas  simple  d'un  seul 
élément  inaccessible  ou  invisible.  Il  peut  y  en  avoir  plusieurs, 
et  le  nombre  des  questions  pratiques  que  l'on  peut  poser  se 
trouve  de  la  sorte  singulièrement  accru.  Il  faut  citer  en  pre- 
niier  lieu  la  détermination  de  la  distance  de  deux  points  inac- 
cessibles, question  rebattue,  mais  non  épuisée;  Mascheronien  a 
donné  une  vingtaine  de  solutions,  toutes  dénuées  de  valeur  pra- 
tique, dont  l'une  cependant  a  été  heureusement  modifiée  par  Ser- 
vois.  M.  de  Longchamps  en  propose  plusieurs  autres  qui  mé- 
ritent d'attirer  l'attention.  Signalons  encore,  dans  le  même 
ordre  d'idées,  la  distance  d'un  point  inaccessible  à  une  droite 
inaccessible,  la  mesure  de  la  grandeur  d'un  angle  ou  de  l'aire 
d'un  triangle  inaccessibles,  le  faineu-s. problème  de  la  capitale 
où  il  s'agit  de  déterminer  la  bissectrice  du  saillant  formé  par 
deux  lignes  de  fortification,  enfin  la  question  relative  à  la  hau- 
teur d'une  tour,  d'un  mât,  d'une  montagne,  d'un  ballon,  d'un 
nuage,  etc. 

Le  tir  des  projectiles  à  grande  distance  et  la  guerre  des  sièges 
soulèvent  bien  des  questions  relatives  à  la  Géométrie  de  la  règle. 
Telles  sont  :  Y  établissement  d'un  fort  central  qui  doit  pro- 
téger également  trois  stations  données;  le  tir  central  où  il 
s'agit  de  placer  des  batteries  à  la  même  distance  d'un  but  inac- 
cessible ;  le  chemin  de  sûreté  où  l'on  propose  de  tracer  autour 
d'un  fort  assiégé  une  ligne  polygonale  le  plus  rai)prochée  pos- 
sible et  telle  que  tous  les  points  situés  en  dehors  de  cette  ligne 
soient  à  l'abri  du  feu  des  assiégeants;  Vouverture  du  feu  où 
l'on  veut,  connaissant  la  portée  des  canons  d'une  batterie,  dé- 
terminer l'instant  où  les  projectiles  pourront  atteindre  un  vais- 
seau ennemi  qui  s'avance  vers  cette  batterie.  Ne  pouvant  tout 
citer,  nous  appellerons  particulièrement  l'attention  sur  deux 
problèmes  qui  offrent  un  intérêt  spécial,  le  tir  sur  un  but  to- 
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taleinent  ou  partiellement  invisible  et  le  tir  sur  un  but 
mobile,  questions  qui  sont  de  la  plus  haute  importance  pour 
l'artilleur  qui  ne  veut  pas  consommer  inutilement  ses  munitions. 
Signalons  aussi,  dans  le  dernier  Chapitre,  qui  concerne  des 
problèmes  se  rattachant  à  la  Géométrie  de  la  règle,  sans  en 
dépendre  absolument,  le  problème  du  passage  entre  deux 
forts  :  connaissant  la  portée  des  pièces,  on  demande  quel  che- 
min on  doit  suivre  pour  passer  entre  les  deux  forts  en  courant 
le  moindre  risque;  on  admet  d'ailleurs  que  la  probabilité  d'être 
atteint  par  les  projectiles  de  l'un  des  forts,  tant  qu'on  reste 
soumis  à  l'action  de  son  tir,  est  proportionnelle  au  temps  et  en 
raison  inverse  de  la  distance. 

Telle  est  l'analyse  sommaire  de  ce  Livre,  qui  s'adresse  à  tous 
ceux  qui  aiment  la  Géométrie,  cette  science  si  belle  et  si  par- 
faite que  les  programmes  tiennent  aujourd'hui  trop  dédaigneu- 
sement à  l'écart.  On  y  reviendra  sans  nul  doute,  la  fixité  des 
idées  n'étant  pas  la  qualité  dominante  dans  notre  pays.  En 
tout  cas,  toute  tentative  pour  y  ramener  les  esprits  est  de  bon 
aloi  et  doit  être  hautement  encouragée.  Puisse  le  succès  de 
M.  de  Longchamps  couronner  ses  efforts!  Chacun  trouvera 
agrément  et  profit  dans  la  lecture  de  son  Livre  :  en  particulier, 
les  candidats  aux  Ecoles  spéciales  ont  là  un  charmant  sujet 
d'étude  pour  les  vacances.  Le  style  est  de  vive  allure  et  toutes 
les  difficultés  ont  disparu  sous  la  plume  habile  du  savant  pro- 
fesseur, à  qui  nous  n'adresserons  qu'un  reproche  :  le  titre  de 
l'Ouvrage  est  trompeur  pour  vouloir  être  trop  modeste  ;  ce 
n'est  pas  un  essai,  c'est  un  coup  de  maître;  le  proclamer  est 
pour  nous  un  devoir,  et  ajoutons  que  c'est  aussi  un  plaisir, 
l'auteur  nous  étant  tout  particulièrement  sympathique. 

E.   R. 


PUOI'KIETÉS  FOCALES  DES  COLIQUES  ET  DES  QUADIUOLES; 

Par  m.  ravier, 

Élève  (lu  lycée  Condorcel. 


Dans  tout  ce  qui  suit,    nous   employons   uniqucmeut 
les    coordonnées  tangcnlicllcs  :   une  conicjuc   est   alors 
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une  courbe  Je  seconde  classe  j  une  (jiiadii(|iie,  une  sur- 
face de  seconde  classe.  Nous  adoptons  pour  définition 
des  foyers  celle  de  Plûcker. 

1.   Un  grand  nombre  de  propriétés  focales  des  coni- 
ques se  déduisent  du  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Trois  conclues  C  =  o,  C';=  o,  C"  =  o 
détenninent  un  réseau  de  coniques  ayant,  pour  éijUiiiion 

ÀC-r-À'G'-+-X"G"=o. 

Si,  aux  quatre  tangentes  communes  à  deux  coniques 
S' =  <>,  S"  =  o  de  ce  réseau,  on  peut  inscrire  une  co- 
nique bitajigente  à  une  troisième  conique  S  =  o  du  ré- 
seau, aux  quatre  tangentes  communes  à  C  =  o  et  G"  =  o 
on  peut  inscrire  une  conique  bitangente  à  C=  o. 

Soient 

S'  =  ijl'C  -I-  [Ji'i  G'  -+-  u'o  G"  =  o, 

Sri  fi  t'^      ,  "    r"     .  't    r^n  „ 

=  u  (-i  -i-  |Ji,  Ci  ^-  IJi^  G   =0 

les  deux  preuiières  coniques  du  réseau,  et 

S  =  ;jiG  -H  [Xi  G'  -i-  [uC  =  o 
la  dernière. 

Par  hypothèse,  une  des  coniques  de  la  forme 

/.'S'+  À"S"=  o 

est  bitangente  à  S  =  o  •  on  a  donc 

À  S  -f-  X'  S' 4-  À" S"  =  p-, 

p  =1  o  étant  l'équation  d'un  point.  Remplaçant  aS,  )/S', 
a"S"   par    leurs   valeurs  en    fonction  de  C,  C,  C/',  on 

trouve 

A  G  +  A'G'-f-  \"C:^p^-. 
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A,  A',  A"  étant  des  constaules,  ce  qui  démoiUrc  le  ihi'o- 
lômc  et  en  onli-e  le  suivant  : 

Tm'.oiiKME  II.  — Le  point  de  /encont/'e  des  tangentes 
cotninunes  est  le  même  dans  les  deux  systèmes  de 
coniques  hitangentes  que  désigne  le  théorème  précé- 
dent. 

Ce  point  est  celui  qui  a  pour  équation  j)  =  o. 

t2.  \oici  quelques  applications. 

ThéorÎlME  JIL  —  Quand  des  coniques  homo focales  à 
des  coniques  données  sont  hitangentes,  le  quadrilatère 
des  tangentes  communes  à  ces  coniques  est  circonscrip- 
tihle  à  un  cercle. 

iSous  désignons  par  |    IJ   |  la  courbe  de  seconde  classe 

constituée  par  les  points  cjcliques. 

Pour  démontrer  le  théorème,  on  suppose,  dans  la 
proposition  précédente,  que  C'=  o,  C"=  o  représentent 
les  coniques  données,  que  C"=  o  représente  |  IJ  j  ,  que 
S  =:  o,  S'=  o  représentent  les  liomofocales  considérées 
de  ces  coniques,  et  que       1.1  ]  représente  S"=  o. 


La  c(jnique  inscrite  dans  le  quadrilatère  des  tangentes 
communes  à  S'=  o  et  à  S"=  o  estla  conique  S'  =  o  elle- 
même  ;  elle  est  bien  bitangeule  à  C.  On  reconnaît  égale- 
ment sans  difiiculté  que  les  autres  conditions  de  l'énoncé 
sont  remplies. 

Le  centre  du  cercle  inscrit  au  quadrilatère,  point  qui 
est  à  la  rencontre  des  tangentes  communes  à  ce  cercle  et 
à   C"=  o   ou  I    1.1   I ,   est,   par  suite  du  théorème  II,  le 

point  de  rencontre  des  tangentes  communes  aux  liomo- 
(ocales  des  coniques  données  qui  sont  bitangentes. 
Dans  le  cas   particulier  où  C'=0;,  C"^  o  sont  des 
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systèmes  de  deux  points,  les  foyers  de  S  =  o  et  de  S'  =  o. 
le  théorème  subsiste,  et  s'énonce  ainsi  : 

Théorème  IV.  —  Deux  coniques  éta?it  hitan génies, 
les  foyers  de  l' une,  joints  aux  foyers  de  ï  autre,  déter- 
minent quatre  droites  tangentes  à  un  cercle  ayant  pour 
centre  le  point  de  rencontre  de  leurs  tangentes  com- 
munes. 

Si  l'on  suppose  que  S'=  o  se  réduit  à  un  système  de 
deux  points  situés  sur  S  =  o,  on  a  ce  nouvel  énoncé  : 

Théorème  V.  —  Deux  points  dune  conique  joints 
à  ses  foyers  détermine?it  quatre  droites  tangentes  à  un 
cercle  ayant  pour  centre  le  point  de  rencontre  des  tan- 
gentes en  ces  deux  points. 

On  déduit  immédiatement  de  là  cjue  : 

Théorème  \  I.  —  La  tangente  fait  des  angles  égaux 
avec  les  rayons  vecteurs. 

En  effet,  on  sait  (Th.  \)  qu'un  point  de  la  tan- 
gente est  le  centre  d'un  cercle  tangent  aux  deux  rayons 
vecteurs.  D'ailleurs,  on  sait  que  les  foyers  réels  sont 
dans  la  région  intérieur(;  de  la  conique,  tandis  que  la 
tangente  est  dans  la  région  extérieure.  On  en  déduit, 
connaissant  la  forme  de  ces  courbes,  les  énoncés  du 
théorème  pour  le  cas  de  l'ellipse,  de  l'hvperbole,  de  la 
parabole. 

Corollaire  I.  —  De  ce  que  la  tangente  fait  des  angles 
égaux  avec  les  rayons  vecteurs,  on  déduit  facilement 
que,  dans  le  cas  de  l'ellipse,  la  diilérentielle  de  leur 
somme;  dans  le  cas  de  l'hyperbole,  celle  de  leur  dif- 
férence, sont  des  quantités  nulles.  Par  suite,  la  somme 
(dans  une  ellipse)  ou  la  différence  (dans  une  hypeibole) 
des  rayons  vecteurs  est  constante. 
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Corolldire  II.  —  Considérons  une  ellipse,  el  menons 
les  tangenles  en  deux  points  M  et  jM'  si  Inès  sur  une 
parallèle  à  l'axe  des  foyers  réels  F  et  F';  soit  O  le  point 
de  rencontre  des  tangentes  en  M  et  M',  et  FD  une  per- 
pendiculaire à  OF.  D'après  le  théorème  V,  FO  et  FD 
sont  les  bissectrices  de  l'angle  MFM'  et  les  points  A  et 
D  où  ces  bissectrices  rencontrent  MM'  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  M  et  à  M'.  Le  point  D  appar- 
tient donc  à  la  polaire  de  A;  mais  il  est  sur  MiNI', 
polaire  de  O,  il  est  donc  le  pôle  de  OAF  et  appartient  à 
la  polaire  de  ¥,  c'est-à-dire  à  la  directrice.  D'ailleurs, 
d'après  les  propriétés  de  la  bissectrice, 


FM 

FM' 
MD 

FM^FM' 

2 

A1D~ 

~:\ID  +  M'D 

Le  numérateur  du  dernier  rapport  est  constant,  d'après 
le  corollaire  I,  son  dénominateur  aussi,  puisqu'il  repré- 
sente la  distance  du  petit  axe  à  la  directrice  5  le  rapport 

FM         j 

:ï7i=r  est  donc  constant. 

MD 

La  même  démonstration  est  applicable  à  l'hyperbole 

et  à  la  parabole. 

3.  Théorème  ML  —  Quatre  quadriques  C  =  o, 
C'=o,  C"=o,  C"  =  o  déterminent  un  réseau  de 
quadriques  ayant  pour  équation 

XGh-  à'G'-^à"C"-4-X"C''=o. 

Si,  aux  huit  plans  tangents  communs  à  trois  quadri- 
ques S'^o,  S"  ==  o,  S'"  =  o  de  ce  réseau^  on  peut 
inscrire  une  quadrique  inscrite  à  une  quatrième  qua- 
drique  S  =  o  du  réseau,  aux  huit  plans  tangents  coni- 
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muns  rt  G'=  o,  C"=:  o  et  G'"  -.-  o,  on  peut  inscrire  une 
(jiiadrique  inscrite  à  C  =  o. 

Même  déuionstration  que  pour  le  théorème I,  et  l'on  en 
conclut  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VIII.  —  Si  deux  coniques  A,  A'  sont  sur 
une  même  quadrique  Q,  le  sommet  du  cône  circonscrit 
à  Q  suivant  A  est  le  centre  d' une  sphère  tangente  aux 
huit  plans  tangents  communs  à  A,  <7  A'  et  à  une  qua- 
drique Q'  homofocale  de  Q, 

4.   Voici  quelques  applications. 
Remplaçons,  dans  l'énoncé  du  théorème  ^  II, 

G  =  o  par  le  cercle  de  linfini, 

C'  =  o  par  Q, 

G"=o  par  A, 

G"=  o  par  A', 

S  =  o  par  Q', 

S'=  o  par  Q, 

S"=  o  par  A, 

S"'=  o  par  A', 

et  supposons  que  les  coniques  A  et  A'  se  rapprochent 
jusqu'à  se  toucher.  Deux  des  huit  plans  tangents  com- 
muns viendront  se  confondre  suivant  un  plan  passant 
par  la  tangente  D  commune  à  A  et  à  A';  deux  autres  des 
plans  tangents  communs  viendront  également  se  con- 
fondre suivant  un  plan  passant  par  D;  de  plus,  le 
sommet  du  cône  circonscrit  à  Q  suivant  A  viendra  dans 
le  plan  tangent  à  A  passant  par  D.  Donc  : 

Théorème  IX.  —  Les  plans  menés  par  une  tangente 
à  une  quadrique  tangentiellement  à  une  quadrique 
homofocale  font  des  ans^les  égaux  avec  le  plan  tangeîit 
mené  par  la  même  droite  à  la  preniière  quadrique. 
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Il  l'sl  l'aciU;  d'en  dcdiiiic  (\uc  : 

TnitoiikMK  X.  —  fl^/i  cône  circonscril  à  une  ij iiailri(iue 
admet  pour  />/a/i  p/i/u^i/xil  le  plan  lauî^ent  à  toute 
hovio focale  à  cette  (/uad/ù/ue  </ui passe  pur  sô/i  sommet. 

J)'où  l'on  conclut  cjuc  : 

Théorème  XL  —  Les  plans  tangents  à  trois  qua- 
driques  liomofocales  qui  passent  par  un  point  forment 
un  trièdre  trirectangle  et  sont  les  plans  principaux 
communs  de  tous  les  cônes  ayant  pour  sommet  ce  point 
et  circonscrits  à  une  quadrique  homofocali'  aux  pro- 
posées. 

Les  exemples  précédents  suffisent  pour  montrer  l'im- 
portance et  la  fécondité  des  théorèmes  I  et  VIL 


QIESTIONS  PROPOSEES. 


159iï.  On  donne  un  triangle  abc.  On  trace  une  circonférence 
qui  passe  par  a,  elle  coupe  ab  en  c'  et  ac  en  b' .  On  trace  une 
circonférence  qui  passe  par  b  et  c',  elle  coupe  bc  en  a'  et  la 
première  circonférence  en  i  :  les  points  i,  a',  c,  b'  sont  sur 
une  même  circonférence. 

On  prend  un  point  arbitraire  O  sur  le  plan  abc.  La  droite 
Oa  coupe  en  a  la  circonférence  qui  passe  par  a.  La  droite  06 
coupe  en  j3  la  circonférence  qui  passe  par  b.  Enfin,  sur  la 
troisième  circonférence,  on  a  y  à  sa  rencontre  avec  Oc. 

Démontrer  que  les  points  O.  a.  p,  y,  i  sont  sur  une  même 
circonférence. 

(Mannheim.) 
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ETLDE  GEOIIETRIOUE  DES  PROPRIÉTÉS  DES  CONIQUES 
D'APRÈS  LEUR  DEFIMTION; 

Par  m.  L.  MALEYX. 


CHAPITRE  I. 


Définitions  ;  classification  des  sections  coniques 
en  trois  genres. 

I.  On  donne  le  nona  de  cône  à  base  circulaire  à  la 
surface  illimitée  engendrée  par  une  droite  qui  s'appuie 
constamment  sur  une  circonférence  de  cercle,  et  qui, 
dans  son  mouvement,  ne  cesse  de  passer  par  un  point 
fixe  pris  hors  du  plan  de  la  circonférence  ;  ce  point  porte 
le  nom  de  sommet  du  cône. 

Le  sommet  d'un  cône  divise  sa  surface  en  deux  par- 
ties illimitées  qui  ont  reçu  le  nom  de  nappes. 

On  appelle  section  conique,  ou  simplement  conique., 
l'intersection  d'un  cône  à  base  circulaire  par  un  plan. 

Un  plan  mené  par  le  sommet  d'un  cône  peut  avoir 
par  rapport  à  lui  trois  positions  distinctes;  il  peut  laisser 
les  deux  nappes  de  part  et  d'autre  si  sa  trace  sur  le  plan 
de  la  directrice  circulaire  ne  rencontre  pas  cette  ligne; 
dans  ce  cas,  le  plan  n'a  de  commun  avec  le  cône  que  le 
sommet;  il  peut  couper  le  plan  de  la  directrice  circu- 
laire suivant  une  tangente  à  cette  ligne;  dans  ce  cas,  il 
laisse  encore  les  deux  nappes  de  part  et  d'autre,  mais  il 
a  en  commun  avec  le  cône  deux  génératrices  confondues 
suivant  celle  qui  passe  par  le  point  de  contact,  il  est 
alors  tangent  tout  le  long  de  cette  génératrice:  enfin  sa 
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irace  sur  le  plan  do  la  directrice  circulaire  rencontre 
cette  ligue  en  deux  points,  et  alors  le  plan  coupe  le  cône 
suivant  deux  génératrices  distinctes. 

Un  plan  sécant  quelconque  est  nécessairement  paral- 
lèle à  une  des  trois  positions  de  plans  qu'on  vient  d'é- 
nuniérer  :  de  là  trois  genres  de  sections.  S'il  est  paral- 
lèle à  un  plan  situé  dans  la  première  position,  il  coupe 
toutes  les  génératrices  sur  une  même  nappe  et  donne 
lieu  à  une  section  limitée  et  fermée  :  c'est  la  section  du 
genre  elliptique  ;  s'il  est  parallèle  à  un  plan  situé  dans  la 
deuxième  position,  il  rencontre  encore  toutes  les  géné- 
ratrices sur  une  même  nappe,  sauf  celle  qui  est  située 
dans  le  plan  parallèle  mené  par  le  sommet,  et  donne 
lieu  à  une  section  illimitée  composée  d'une  seule  partie  : 
c'est  la  section  du  genre  parabolique;  enfin,  s'il  est  paral- 
lèle à  un  plan  situé  dans  la  troisième  position,  il  ren- 
contre les  génératrices  sur  les  deux  nappes,  sauf 
celles  qui  sont  situées  dans  le  plan  parallèle  mené  par 
le  sommet,  et  donne  lieu  à  une  section  composée  de 
deux  parties  illimitées  :  c'est  la  section  du  genre  hyper- 
bolique. 

Il  est  évident,  par  considération  d'bomothétie,  que 
la  section  par  un  plan  parallèle  à  celui  de  la  directrice 
■  circulaire,  et  fjui  est  du  genre  elliptique,  d'après  ce  que 
nous  venons  de  voir,  est  aussi  circulaire.  Il  est  encore 
évident,  par  définition,  qu'une  section  conique  ne  peut 
être  rencontrée  par  une  droite  en  plus  de  deux  points, 
car,  s'il  en  était  ainsi,  le  plan  passant  par  cette  droite  et 
le  sommet  couperait  la  surface  du  cône  suivant  plus 
de  deux  droites,  et  sa  trace  sur  le  plan  du  cercle  di- 
recteur couperait  sa  circonférence  en  plus  de  deux 
points. 

On  appelle  centre  d'une  courbe  un  point  qui  divise 
en  deux  parties  égales  toutes  les  sécantes  rectilîgnes  qui 
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passent  par  ce  point  et  qui  sont  limitées  à  la  courbe  de 
part  et  d'autre. 

On  donne  le  nom  de  diamètre  a^n  lieu  géométrique  du 
point  milieu  d'une  sécante,  limitée  de  part  et  d'autre  à 
une  courbe,  lorsque  cette  droite  se  déplace  parallèlement 
à  une  direction  lixe. 

Un  diamètre  rectiligne  perpendiculaire  aux  cordes 
qu'il  divise  en  deux  parties  égales  est  un  axe,  et  ses 
points  communs  avec  la  courbe  sont  des  sommels  de 
cette  lisne. 


■t3' 


Du  centre  et  des  diamètres  dans  l'ellipse  ; 
premières  propriétés  de  direction. 

II.  La  section  elliptique  a  un  centre.  —  Soit  le  cône 
circulaire  dont  le  sommet  est  S  et  O  le  cercle  directeur 
{fig.   1)5  menons  par  le  sommet  un  plan  parallèle  au 


plan  sécant-,  il  coupera  le  plan  delà  base  circulaire  sui- 
vant une  droite,  XY,  extérieure  au  cercle  directeur. 

Soit  P  le  pôle  de  XY  par  rapport  au  cercle,  unissons 
le  pôle  P  au  sommet  S,  cette  droite  coupera  le  plan 
sécant   en  un  point  c;  faisons  passer  par  SP  un  plan 
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variable,  coupant  le  cercle  directeur  en  A  et  B  et  la 
polaire  XY  de  P  eu  D;  construisons  les  génératrices 
SA,  SB,  suivant  lesquelles  le  plan  auxiliaire  coupe  le 
cône,  et  traçons  également  la  droite  SD.  Le  plan  auxi- 
liaire coupera  le  plan  de  la  section,  qui  est  parallèle  au 
pla;i  SXY,  suivant  une  parallèle  à  SD  passant  par  le 
point  c,  et  rencontrant  les  génératrices  SA,  SB,  aux 
points  a  elh  qui  appartiendront  à  la  section^  or  le  fais- 
ceau S.  ABDP  est  liarnionique  :  dès  lors  la  droite  acb, 
parallèle  au  rayon  SD,  est  divisée  par  le  point  fixe  c  en 
deux  parties  égales. 

Les  points  de  la  section  sont  donc  situés  deux  à  deux 
en  ligne  droite  avec  le  point  fixe  c,  qui  divise  leur 
distance  en  deux  parties  égales;  c  est  donc  un  centre  de 
la  section,  et  l'on  doit  remarquer  qu'il  est  situé  à  l'inter- 
section du  plan  de  la  section  avec  la  droite  qui  unit  le 
sommet  du  cône  au  pôle  de  la  trace,  sur  le  plan  et  la 
base  circulaire,  du  plan  parallèle  au  plan  sécant  mené 
par  le  sommet. 

IlL  La  section  ellipliqae  tl  admet  que  des  diamètres 
rectilignes ;  ces  diamètres  passent  tous  par  le  centime; 
ils  sont  conjugués  deux  à  deux,  c'est-à-dire  se  distri- 
huent  par  couples,  tels  que  i un  de  ces  diamètres  di^^ise 
en  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  Vautre. 

Soient  S  le  sommet  d'un  cône  et  O  le  cercle  directeur 
{Jig.  2)  ;  proposons-nous  de  trouver  les  diamètres  d'une 
section  elliptique.  Pour  cela  menons,  par  le  sommet  S, 
un  plan  parallèle  à  celui  de  la  section,  coupant  le  plan 
de  la  directrice  suivant  la  droite  XY  qui  ne  rencontre 
pas  le  cercle;  menons  aussi  la  droite  SP(  dans  la  direc- 
tion des  cordes  que  le  diamètre  doit  diviser  en  deux 
parties  égales,  et  qui  rencontre  XY  en  P,.  Si  nous  fai- 
sons tourner  un  plan  variable  autour  de   SP,,  il  cou- 


(  244  ) 

pera  le  plan  de  la  section  suivant  une  parallèle  à  SP, 
dans  toutes  ses  positions.  Traçons  la  polaire  AB  du 
point  P,,  par  rapport  au  cercle  O,  et  supposons  que  le 
plan  variable,  dans  une  de  ses  positions,  coupe  le  plan 
de  la  base  suivant  ÎMN;  il  coupera  le  cône  suivant  les 

Fig.   2. 


génératrices  SM,  SN,  et  le  plan  SAB  suivant  Sli,  for- 
mant avec  SP,  le  faisceau  liaimonique  S.MMIP,.  Le 
même  plan  coupera  le  plan  de  la  section  suivant  la 
droite  Jim  parallèle  à  SPj  et  divisée  en  deux  parties 
égales  au  point  h  par  le  rayon  conjugué  SH.  Du  reste,  le 
point  h  appartient  à  la  fois  au  plan  de  la  section,  au 
plan  SAB,  qui  sont  fixes,  et  au  plan  variable  SP,MA'  ; 
donc  le  lieu  de  ce  point,  qui  est  le  diamètre  relatif  aux 
cordes  parallèles  à  SP,,  est  la  droite  d'intersection  du 
plan  de  la  section  et  du  plan  SAB  qui  sont  fixes,  soit  la 

droite  ah. 

Puisque  le  pôle  P,  de  la  droite  AB  est  situé  sur  XI, 
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la  polaire  AB  de  ce  point  doit  passer  par  le  pôle  P  de 
XY,  et  si  l'on  considère  le  plan  variable  dans  la  position 
SP|P,  on  pent  en  conclure  que  le  diamètre  nb,  divisant 
eu  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  SP,,  passe  par 
le  centre  lo  de  la  section. 

Prolongeons  AB,  polaire  du  point  P,,  jusqu'à  sa  ren- 
contre avec  XY  en  Po,  la  droite  P,CPD,  passant  par 
les  pôles  P,  et  P  des  droites  AB  et  XY,  sera  la  polaire 
de  leur  point  commun  Po  ;  il  en  résulte  que  le  faisceau 
S.ABPPo  est  harmonique^  le  diamètre  ab  et  la  droite 
SPo  sont  parallèles  comme  intersections  de  deux  plans 
parallèles  par  un  troisième,  et  le  diamètre  ab  qui  divise 
en  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  SP)  passe  au 
centre  et  est  divisé  par  ce  point  en  deux  parties  égales. 

En  cliercliant  le  diamètre  qui  divise  en  parties  égales 
les  cordes  parallèles  à  SPo,  comme  nous  l'avons  fait  pour 
celui  qui  divise  en  parties  égales  les  cordes  parallèles  à 
SPi,  nous  trouvons  la  droite  cd  parallèle  à  SP,  :  les 
diauiètres  de  la  section  elliptique  se  partagent  donc  en 
couples,  tels  que  chaque  diamètre  d'un  couple  divise  en 
parties  égales  les  cordes  parallèles  à  l'autre  :  ils  sont 
conjugués  deux  à  deux. 

IV.  Propriété  des  diamètres  conjugués  de  la  section 
ellipLique.  —  Si  nous  considérons  le  triangle  PP)Po 
de  la  Jig.  2,  nous  pouvons  remarquer  que  chacun  de 
S(;s  sommets  est  le  pôle  du  côté  opposé  par  rapport  au 
cercle  directeur  du  cône;  on  peut,  d'après  cela,  lui  don- 
ner la  dénomination  de  triangle  autopolaire. 

De  plus,  comme  la  polaire  d'un  point  par  rapport  à 
un  cercle  est  perpendiculaire  au  diamètre  qui  passe  par 
le  pôle,  il  en  résulte  que  les  droites  OP,  0P|,  Ot^jj 
sont  respectivement  perpendiculaires  à  PiPo,  PP2,  PPn 
et   cpi'en    conséquence   le    point  O,    centre    du    cercle 
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directeur,  est  le  point  de  concours  des  hauteurs  du  tri- 
angle PP.Po. 

Les  points  F  et  P,  conjugués  liannoniques  par  rapport 
à  C  et  D  sont  situés  d'un  même  côté  du  point  milieu  de 
la  corde  CD,  d'où  résulte  que  l'angle  PoPPi  est  obtus, 
et  que  la  droite  OP,  perpendiculaire  sur  PjPo,  rencontre 
cette  droite  au  point  I  entre  P,  et  Po. 

Les  deux  triangles  Pi  10,  PIPo,  dont  nous  n'avons 
pas  tracé  le  côté  OP,,  pour  ne  pas  compliquer  la  figure, 
sont  semblables;  car  ils  sont  rectangles  en  I  et  leurs 
angles  lOP,  ,  IPoP  sont  égaux  comme  ayant  leurs 
côtés  respectivement  perpendiculaires;  d'où  l'on  conclut  : 

IPi  _  10 

IP    ~  IP.2 

ou 

IPiX  IP2=  IP  X  [0=(IO-OP)x  10 

=  K)'  — OPx  10  =  10"— K-^ 

c'est-à-dire  que  :  les  parallèles  à  deux  diamètres  con- 
jugués d' ujie  seclicii  elliptique,  menées  par  le  sommet 
du  cône,  déterminent,  sur  l'intersection  de  leur  plan 
awec  celui  de  la  directrice  circulaire,  deux  points 
P) ,  Po,  situés  de  j)a/t  et  d'autre  de  la  projectioîi  I  du 
centre  du  cercle  sur  la  même  droite,  et  tels  que  le 
produit  de  leurs  distances  au  point  I  soit  constant,  et 
égal  à  la  puissance  du  point  I  par  rapport  au  cercle 
directeur ,  au  signe  près. 

Si  l'un  des  points  P,,  Po  s'éloigne  à  l'infini,  l'autre 
vient  coïncider  avec  le  point  I,  de  sorte  que  le  dia- 
mètre conjugué  de  celui  qui  est  parallèle  ta  XY  a  la 
direction  de  SL 

Remarque.  —  Si  l'on  considère  le  point  P  comme  un 
centre  d'iiomolliélie,  le  système  de  deux  diamètres  con- 


I 
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jugués  d'une  section  elliptique  a   pour  homologue   le 

système  de  leurs  parallèles  nic;uées  par  le  soiumel  du 

p. . 
cône,   le   rapport   d'homothétie   étant  tp^r-  {fig-  2);    la 

droite  homologue  de  XY  est  la  trace  du  plan  de  la 
section  elliptique  sur  celui  ai',  la  directrice  circulaire, 
et  il  en  résulte  que  deux  diamètres  conjugués  de  la  sec- 
tion interceptent  sur  cette  dernière  droite,  à  partir  de 
la  projection  sur  elle  du  centre  O,  et  de  part  et  d'autre, 
deux  segments  qui  ont  avec  IP,,  IP2,  le  rapport  con- 
stant p^;  d'où  il  suit  que  le  produit  de  ces  segments  est 
aussi  constant,  puisqu'il  est  égal  à  IP,  X  IP2  ^  (  pë  )  * 

V.  Axes  de  la  section  elliptique.  —  Second  sj  sterne 
de  sections  circulaires .  —  On  déduit  facilement  du 
numéro  précédent  la  construciion  des  axes  de  la  section 
elliptique.  Observons  d'abord  que,  dans  cette  section, 
chaque  diamètre  ayant  un  diamètre  associé  qui  lui  est 
conjugué,  à  chaque  axe  correspondra  un  second  axe  per- 
pendiculaire au  premier  et  qui  formera  avec  lui  un 
système  de  diamètres  conjugués  rectangulaires.  Dès 
lors,  et  d'après  le  numéro  précédent,  pour  trouver  les 
parallèles  aux  axes  menées  par  le  sommet  S  du  cône, 
{Jig'  2),  il  suffira  de  mener  par  ce  point,  et  dans  le 
plan  SXY,  un  système  de  deux  droites  rectangulaires 
interceptant  sur  XY  à  partir  du  point  I.  et  de  part  et 
d'autre,  deux  segments  dont  le  produit  soit  égal  à  la 
puissance  du  point  I  par  rapport  au  cercle  O,  au  signe 
près.  D'après  cela,  si  nous  prolongeons  SI  d'une  lon- 
gueur IS,,    telle    que   le   produit  ISxIS,   soit  égal  à 

01  —  R-,  les  deux  points  S,  S,,  et  ceux  où  un  système 
de  parallèles  à  deux  axes  conjugués  menées  par  le  point 
S  coupent  XY,  sont  situés  sur  un  même  cercle  dont  1(> 
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centre  se  trouve  sur  XY,  à  sa  rencontre  avec  la  perpen- 
diculaire élevée  au  milieu  de  SS) . 

De  là  sa  construction  :  Au  milieu  de  SSi  et  dans  Le 
plaji  SXY  on  élève  une  perpendiculaire  dont  on  prend 
le  point  commun  avec  XY,  de  ce  point  conune  centre 
on  décrit  un  cercle  passant  par  S  et  Si ,  les  points  où 
la  circonféience  de  ce  cercle  rencontre  XY  étant  unis 
au  point  S  par  des  lignes  droites,  ces  droites  donneront 
les  directions  d' un  système  d' axes  conjugués. 

Le  problème  admet  toujours  une  solution,  il  en  admet 
généralement  une  seule,  d'où  résulte  cjue  la  section 
elliptique  admet  un  et  un  seul  système  de  deux  axes 
conjugués  qui  peuvent  être  construits.  Un  seul  cas  d'in- 
détermination peut  se  présenter  :  celui  où  SS)  serait 
perpendiculaire  à  XY  et  divisé  par  cette  ligne  en  I  en 
deux  parties  ég.iles  ;  dans  ce  cas  tons  les  systèmes  de  dia- 
mètres conjugués  de  la  section  seraient  rectangulaires. 
Pour  f|u'il  en  fût  aiusi,  il  faudrait  que  le  plan  SOI  fût 
j)erpendiculaire  à  XY,  en  conséquence  au  plan  du  cercle 
directeur  et  au  plan  de  la  section,  ou  encore  que  le 
plan  de  la  section  fut  perpendiculaire  au  plan  projetant 
orthogonalement  SO  sur  le  plan  de  la  directrice  circu- 
laire; en  second  lieu  qu'on  eût  l'égalité 

IS  X  ISi  =  ÏS'=ÏC)'—  R2, 

ce  qui  exigerait  que  la  droite  IS  fût  antiparallèle  du  dia- 
mètre lO  par  rapport  aux  génératrices  du  cône  passant 
par  les  extrémités  de  ce  diamètre. 

On  peut  voir  que  dans  ce  cas  la  section  est  circulaire  ; 
en  ell'et,  considérons  cette  courbe  dans  son  plan  {fig-  3)  : 
soit  03  son  centre.  Traçons  le  diamètre  lixe  aïob^  et 
unissons  les  extrémités  rt,  h  à  un  point  quelconque  INI 
de  la  courbe  5  construisons  encore  les  deux  diamètres 
fo/c,  to^f/,  qui  di\i3ent  Mrt,  M^  en  parties  égales:  loc.^ 
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oid  sont  icspccliveiueiil  parallèles  à  M^  et  Ma,  puisque 
dans  le  triangle  aMù  ces  droites  unissent  li>s  milieux  de 

deux  côlés. 

Fi  g.  3. 

d 


Les  deux  diamètres  loc,  oui  sont  conjugués,  puisque 
chacun  d'eux  divise  en  parties  égales  les  cordes  paral- 
lèles à  l'autre;  de  plus  ils  sont  rectangulaires  d'après  les 
hypothèses  faites;  en  conséqut:nce,  les  droites  M^,  Ma, 
qui  leur  sont  respectivement  parallèles,  sont  rectangu- 
laires, et  la  courbe  lieu  des  sommets  des  angles  droits 
dont  les  côtés  passent  par  deux  points  fixes,  «,  b,  est 
une  circonférence  de  cercle. 

Cette  section  et  les  sections  parallèles  constituent  un 
nouveau  système  de  sections  circulaires  du  cône. 

En  dehors  de  ces  sections  et  de  celles  qui  sont  paral- 
lèles au  cercle  directeur,  il  ne  peut  se  trouver  d'autres 
sections  circulaires,  car  ce  sont  les  seules  parmi  les  sec- 
tions elliptiques,  et  les  autres,  étant  illimitées,  ne  peuvent 
être  circulaires. 


VI.  Construction  de  deux  diamètres  conjugués  de 
la  section  elliptique  faisant  entre  eux  un  angle  donné. 
—  Si  nous  nous  reportons  à  ^^Jig-  2,  et  d'après  la  pro- 
piiétë  des  diamètres  conjugués  établie  au  n°  IV,  Chap.  1, 
nous  voyons  Cjue,  pour  construire  les  parallèles  à  deux 
diamètres  conjugués  faisant  un  angle  donné  menées  pai- 
le  sommet,  il  suffira,  après  avoir  [)rol(>ngf'  SI  de  IS,  sa- 
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tisfaisant  à  l'égalilé 

IS  X  ISi  =  Ôï'-  R-2, 

de  faire  passer  par  S  et  S,  un  cercle  tel  que  le  segment 
passant  par  le  point  S  et  intercepté  par  XY  soit  capable 
de  l'angle  donné,  et  d'unir  au  point  S  ses  points  com- 
muns avec  XY. 

Ce  cercle  peut  encore  être  déterminé  par  les  condi- 
tions de  passer  aux  points  S  et  S,  et  de  couper  XY  sous 
l'angle  donné.  Pour  résoudre  simplement  la  question, 

FiK.  4. 


transformons  la  ligure  par  rayons  vecteurs  réciproques 
dans  le  plan  SXY,  en  prenant  S  pour  pôle  et  pour  puis- 
sance le  produit  SI  X  SSi. 

Supposant  le  problème  résolu,  soit  O  le  cercle  clierclié, 
passant  par  S  et  S,,  et  coupant  XY,  sous  l'angle  donné, 
en  Pi  el'Po{  fig.  4).  La  ligure  inverse  de  XY  sera  un  cercle 
Oi  passant  par  le  pôle  de  transformation  S,  et  par  le 
point  Si  transformé  de  I,  ayant  du  reste  pour  diamètre 
SO,  perpendiculaire  à  XY;  ce  cercle  O,  peut  être  ainsi 
facilement  construit.  La  figure  inverse  du  cercle  O  sera 
une  dvohe  jjip.2  passant  en  1  point  transformé  de  S,,  et 
coupant  le  cercle  O,  sous  l'angle  donné 5  cette  dernière 
donnée  définit  la  longueur  de  la  corde  /7,  p-2  et  en  consé- 
quence sa  distance  au  centre  0|. 

On  voit  ainsi  que  le  problème  admet,  généralement, 
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deux  solutions,  définies  par  deux  positions  de/>,/)2  symei- 
lri(jues  par  rapport  à  lOi  5  les  rayons  clicrcliés  sont  les 
droites  S/^i,  Sp^.  On  voit  toutefois  que,  le  point  I  étant 
inlérieur  au  cerele  O)  la  corde />,/?o  ne  peut  couper  ce 
cercle  sous  un  angle  quelconque^  l'angle  sous  lequel  se 
coupent  deux  diamètres  conjugués  de  la  section  ellip- 
tique a  un  minimum  (aigu),  correspondant  au  minimum 
de  la  corde  /^,  p.,-,  minimum  perpendiculaire  à  10,. 

MI.  Lemme.  —  Soit  Cl)  une  section  elliptique,  RT  la 
trace  de  son  plan  sur  celui  de  la  directrice  circulaire 
du  cône  auquel  elle  appartient,  A  A'  le  diamètre  paral- 
lèle .î  RT,  BB'  son  conjugué  rencontrant  R.T  au  point  b 
(Jig-  5);  il  résulte  de  ce  que  nous  avons  vu   au  n°  IV, 


Cliap.  I,  Rem.,  que  deux  diamètres  conjugués  de  la 
courbe  interceptent  sur  RT,  à  partir  du  point  h,  et  de 
part  et  d'autre,  deux  segments  dont  le  produit  est 
constant.  D'après  cela,  nous  nous  proposons  de  montrer 
que  : 

Si  par  deux  des  extiémifés  des  diamètres  AA',  BB', 
nous  menons  deux  cordes  parallèles  AM,  BjV,  de  direc- 
tion quelconque,  les  secondes  extrémités  M,  jN  de  ces 
cordes  sont  aussi  celles  de  deux  diamètres  conjugués. 
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Pour  cela,  construisons  les  diamètres  MM',  NiN',  et 
prolongeons-les  jusqu'à  leurs  rencontres  avec  RT  en  m 
et  n\  construisons  aussi  le  diamètre  QQ'  parallèle  à  AM 
et  son  conjugué  PP'  qui  divise  AM  et  BN  en  parties 
égales,  et  prolongeons  ces  diamètres  jusqu'à  leurs  ren- 
contres avecRT  en  q  et  p. 

Le  faisceau  des  quatre  droites  ojP,  wQ,  wA,  coM  est 
harmonique,  puisque  la  parallèle  MA  au  rayon  wO  est 
divisée  par  les  trois  autres  en  deux  parties  égales;  il  en 
résulte  que  la  parallèle  RT  au  rayon  to  A  est  divisée  par 
les  trois  autres  en  deux  parties  égales  ;  on  a  donc  77ip  =  tiu/^ 
ou,  reportant  les  distances  à  l'origine  b, 

hp  -+-  bm  ^=  bq  —  bm^ 
ou  par  transposition 

ibrn  ^  bq  —  bp. 

l.e  faisceau  formé  par  les  quatre  droites  ojP,  ^i^^  toN, 
wB  est  aussi  harmonique,  BX  parallèle  à  wQ  étant  di- 
visée par  les  trois  autres  en  deux  parties  égales;  ce  fais- 
ceau est  coupé  par  RT  aux  quatre  points  p,  c/,  h,  n,  tels 
que  les  deux  derniers  soient  conjugués  harmoniques  des 
deux  premiers,  d'où  l'on  déduit,  reportant  l'origine  des 
dislances  au  point  h^ 

bp bn  —  J)p 

bq        bn  -+-  bq 

OU  faisant  le  produit  des  extrêmes  égal  à  celui  des 
moyens,  transposant  et  tenant  comj)te  de  l'égalité  pré- 
cédente, 

ibp  X.  bq  =  bn  X  {bq  —  bp)  =  ibm  X  bn. 

bp  X  bq  esl  le  produit  des  segments  interceptés  sur 
RT  à  j^arlir  du  point  h  par  les  diamètres  conjugués  (i)P, 
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o)(^);  le  procluil  des  segmciils  hiii^  hn^  iiitcriepU'S  de  la 
même  manière  par  les  diamètres  toM,  coN,  lui  étant 
égal,  on  doit  en  conclure  que  ces  diamètres  loM,  coN, 
sont  conjugués,  ce  qui  démontre  le  lemme  énoncé,  que 
nous  généraliserons  du  reste  dans  le  Chapitre  suivant. 

Premières  propriétés  métriques  des  diamètres 
de  l'ellipse.  Théorèmes  d'Apollonius. 

VIII.  Considérons  toujours  la^^.  5  :  les  cordes  AiNI, 
BN  étant  parallèles  et  le  diamètre  wP  les  divisant  en 
parties  égales,  divise  aussi  le  segment  HK  de  AM  en 
deux  parties  égales,  de  sorte  que  le  point  I  est  le  milieu 
commun  de  AM  et  de  HK;  on  en  conclut  KiM  =  HA,  et 
HM  =  KA. 

Delà  l'équivalence  des  triangles  Kw  A,  Ho)M,  qui  ont 
un  sommet  commun  en  a)  et  leurs  bases  égales  KA,  HM, 
situés  sur  la  même  ligne  droite 5  d'où  : 

KwA  =  IIcoM. 

De  même  les  triangles  KAB,  HNM  sont  équivalents, 
comme  ayant  les  bases  KA,  HM  égales  et  en  ligne 
droite,  et  mêmes  hauteurs  puisque  leurs  sommets  B,  N, 
sont  sur  une  parallèle  à  la  base;  d'où   : 

KAB  =  IIMN. 

Ajoutant  membre  rà  membre  les  deux  égalités  précé- 
dentes, 

coAB  =  McoN, 

c'est-à-dire  que  le  triangle  ayant  pour  côtés  deux  demi- 
diamètres  conjugués  quelconques  a  une  valeur  constante 
égale  à  celle  du  triangle  to  AB,  d'où  l'on  peut  déduire  le 
premier   des   Théorèmes    d'Apolloivius,    qui    s'énonce 
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ainsi  :  le  parallélogramîne  construit  sur  deux  demi- 
diamètres  conjugués  quelconques  d' une  ellipse  est  équi- 
valent au  rectangle  construit  sur  les  deux  demi-axes. 
On  voit,  pour  les  mêmes  motifs,  les  équivalences  de  tri- 
angles : 

coKM=wHA,         MKB  =  HNA, 

et  ajoutant  membre  à  membre  : 

Lo  MB  =  to  NA  ; 

du  reste  toNA  est  évidemment  équivalent  à  wNA.',  car 
ces  triangles  ont  des  bases  égales  de  môme  hauteur;  on 
en  déduit 

w  MB  =  co  NA'. 

Il  résulte  du  lemme  établi  au  numéro  précédent  que  les 
cordes  li.M,  jNA'  sont  parallèles;  car,  si  par  A'  on  mène 
une  parallèle  à  B\l,  elle  doit  passer  par  rextrémité  du 
diamètre  conjugué  à  ojINI,  c'est-à-dire  par  le  point  N. 
(Voir  la  note  à  lajin  du  présent  numéro.) 

Les  cordes  B\I,  NA'  étant  pai-allèles,  leurs  poiiits 
milieux  D,  G  sont  sur  un  même  diamètre  toCD  qui  sert 
de  médianes  aux  triangles  équivalents  toMB,  wNA'.  Si 
du  point  w  nous  abaissons  la  perpendiculaire  commune 
toEF  aux  cordes  parallèles  NA',  BM,  on  a,  d'après  un 
théorème  connu,  dans  chacun  des  triangles  ONA',  wBM, 

iTn"— i^"  =  2NA'x  EG, 
^'_^r  =  2BM  X  FD, 

mais  les  tiiangles  rectangles 'joEC,  wFD  sont  semblables, 
et  Ton  en  déduit 

FD_  Fw 

Eg  ""ë^* 
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AT      1     •      1-  1  1  1  15M 

MullipliaiU  les  deux  membres  par  jrrv-,?  nous  avons 

BM  x_FD  _  BM  X  F  M  _  atoBM 
NA'x  EC  ~  NA'x  Efo  ~  awA'N 


I  ; 


I 


d'où  NA'x  EC  =  BM  x  FD,  et  introduisant  celte  éga- 
lité dans  les  deux  précédentes, 

wlN    — wA'   ^  (i)B  — coiM   , 

par  transposition  el  observant  que  toA'=  toA,  on  a 

wM    -i-wN    =wA'-l-toB  , 

c'est-à-dire  que  la  soinme  des  carrés  de  deux  dend- 
dianiètres  conjugués  quelconiiues  d'une  section  ellip- 
tique est  constante,  et,  en  conséquence,  égale  à  la  somme 
des  carrés  des  dend-axes,  ce  qui  est  l'énoncé  du  second 
des  Théorèmes  d'Apollonius. 

Note.  —  Nous  avons  admis  que  la  parallèle  à  BM  menée  par  le  point 
A'  passait  en  N;  en  effet,  si  elle  n'y  passait  pas,  elle  passerait  par  N', 
d'après  le  lemme  cité;  mais,  comme  A'N'  est  parallèle  à  AN,  il  fau- 
drait que  AN  fût  parallèle  à  BM;  dès  lors  la  figure  AMBN  serait  un 
parallélogramme,  dont  les  diagonales  AB,  MN  devraient  passer  par 
le  centre;  il  faudrait  donc  que  B  coïncidât  avec  A',  ce  qui  est  impos- 
sible. 

Du  centre  et  des  diamètres  dans  la  parabole. 

IX.  Le  centre  de  la  section  parabolique  passe  à 
l'infini.  —  Supposons  qu'un  plan,  passant  par  le  som- 
met S  d'un  cône  dont  la  directrice  est  le  cercle  0[fig.  6), 
coupe  d'abord  le  ])lan  de  la  directrice  circulaire  suivant 
une  droite  XY  qui  ne  rencontre  pas  celte  courbe  :  un 
plan  parallèle  coujiera  le  cône  suivant  une  section  ellip- 
tique dont  le  centre  sera  à  l'intersection  du  plan  sécant 
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el  delà  droite  unissant  la  somme  S  au  pôle  P  de  XY 
(Ghap.  I,  u"  II);  si  nous  admettons  aetuellement  que  la 
droite  XY  se  déplaee  d'une  manière  continue  en  se 
rapprochant  du  centre  et  jusqu'à  devenir  tangente  au 
cercle  directeur,  son  pôle  P  viendra  se  placer  au  point 
de  contact,  la  droite  SP  viendra  coïncider  avec  la  géné- 

Fig.  6. 


ratricc  de  contact  dn  cône  et  du  plan  tangcMitSXY,  <'t,  si 
le  plan  sécant  reste  constamment  parallèle  au  plan  SX\ 
à  l'instant  précis  où  XY  deviendra  tangente  au  cercle  O, 
SP  deviendra  parallèle  au  plan  sécant,  et  l'intersection 
de  cette  droite  avec  le  plan  passera  à  l'iniini  dans  la  di- 
rection de  SP;  comme,  au  même  instant,  la  section 
deviendra  parabolique,  on  doit  considérer  le  centre  de 
cette  section  comme  situé  à  l'infini. 

X.  Tous  les  diamètres  de  la  parabole  sont  leclili- 
gncs  et  parallèles.  —  Considérons  toujours  la  //^.  6, 
construisons  la  droite  SP,  parallèle  aux  cordes  du  milieu 
desquelles  nous  cherchons  le  lieu.  La  droite  SP,,  paral- 
lèle au  plan  sécant,  est  située  dans  le  plan  SXY  :  con- 
struisons la  polaiie  AP  du  point  Pi,  le  point  P,  étant 
situé  sur  XY,  la  polaire  AP  passeia  par  le  })ôle  P  de 
XY.  Par  la  droite  SP,  faisons  passer  un  plan  variable  : 
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tl.iiisloiiles  les  positions  il  coupera  le  plan  sécant  suivant 
une  parallèle  à  SP, .  Soient  SMN  une  de  ses  positions, 
SM,  SJ\  les  génératrices  suivant  lesquelles  il  coupe  h; 
cône  etSIi  son  intersection  avec  le  plan  SAP,  les  quatre 
droites  SM,  SN,  SP,  SH  forment  un  faisceau  harmo- 
nique; la  droite  mn,  intersection  de  ce  plan  SMN  et  du 
plan  sécant,  et  dont  les  extrémités  m,  n  appartiennent 
à  la  section,  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  le 
point  //  où  elle  est  rencontrée  par  le  rayon  SH  conju- 
gué de  SP, ,  puisqu'elle  est  parallèle  à  ce  dernier  rayon. 
Le  point  li  dont  nous  cherclions  le  lieu  est  situé  a  la 
fois  dans  le  plan  sécant  et  dans  le  plan  fixe  SAP,  le 
diamètre  cherché  est  dans  la  droite  ap^  intersection  du 
plan  sécant  et  du  plan  SAP;  ap  est  parallèle  à  SP 
connue  intersection  de  deux  plans  parallèles  par  un 
troisième  :  donc  dans  la  parabole  tous  les  diamètres 
sont  des  droites  parallèles. 

XI.  Propriétés  des  diamètres  de  la  parabole.  — 
Les  diamètres  de  la  parabole  ne  coupent  cette  courbe 
qu'en  un  point  situé  à  distance  finie;  en  effet,  on  peut 
obtenir  tous  les  diamètres  de  la  parabole  en  coupant 
son  plan  par  un  plan  variable  tournant  autour  de  SP 
{.ftg-  6);  oi"  chacun  de  ces  plans  coupe  le  cône  suivant 
la  génératrice  SP,  parallèle  au  diamètre  correspondant, 
et  suivant  une  seconde  génératrice  non  parallèle;  le 
diamètre  rencontrera  la  seconde  seule  de  ces  généra- 
trices à  distance  finie,  et  la  première/»  l'infini;  il  n'aura 
donc  avec  la  parabole  qu'un  seul  point  commun  à  dis- 
lance finie. 

L'angle  sous  lequel  un  diamètre  d'une  parabole  coupe 
les  cordes  correspondantes  est  égal  à  l'angle  PSP,  delà 
J^§-  6;  cet  angle  peut  passer  par  tous  les  états  de  gran- 
deur. 

Ami.  de  Muthcmat.,  3"  série,  t.  I\.    (Mai    i,s.,o.)  17 
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Il  peut  passer  une  seule  fols  par  Tétat  égal  à  un  angle 
droit  si  l'on  prend  SPi  perpendiculaire  à  SP;  il  en  ré- 
sulte que  la  seclion  parabolique  admet  un  et  un  seul 
axe,  et  un  seul  souiiuet  qu'on  peut  déterminer  d'après 
ce   qui  précède. 

On  peut  encore,  d'après  ce  qui  précède,  construire 
les  diamètres  de  la  parabole  coupant  les  cordes  corres- 
pondantes sous  un  angle  donné;  le  problème  est  tou- 
jours possible  et  le  nombre  des  solutions  est  deux.  Dans 
le  cas  particulier  de  l'angle  nul,  SP,  vient  se  réunir 
avec  SP;  il  en  est  de  même  de  SA:  le  plan  SPA  devient 
tangent  suivant  SP,  se  confond  avec  SXY,  et  le  diamètre 
correspondant  passe  à  l'infini,  car  le  plan  SXY  est  pa- 
rallèle au  plan  de  la  courbe.  {A  suivre.) 


l>ÉMO\STUATIO\  ET  APPLICATIONS  D'IN  THÉORÈME 
DE  LIOLVILLE  SIR  L'ÉLIMINATION; 

Par  m.  g.  FOURET, 
Examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique. 


1.  Liouville,  dans  un  beau  Mémoire  bien  connu  sur 
l'élimination  ('),  a  obtenu,  entre  autres  résultats  d'une 
analyse  un  peu  complexe,  un  tbéorème  d'un  grand  in- 
térêt, eu  raison  des  nombreuses  applications  auxquelles 
il  se  prête.  Je  me  propose  de  donner  de  ce  théorème  une 
démonstration  fort  simple,  qui  le  rend  en  quelque  sorie 


(■)  Journal  de   Mathématiques  pures  et  appliquées,   i"  série,       j 
l.  VI,  p.  3rj(). 
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iiituilil,  cl  d'vu  (l('(luire  cnsuile  quelques  conséquences 
yéoinélricjues. 

Occupons-nous  d'abord  du  cas  de  deux  équations  à 
deux  variables  :  le  tliéorème  de  Liouville  peut  alors  s'é- 
noncer de  la  manière  suivante  : 

Théorîcme  fokdamektal.  —  Dans  Véquation  de 
degré  ma  résultant  de  L'élimination  d'une  variable 
entre  deux  équations  algébriques  à  deux  variables, 
dont  les  degrés  sont  respectivement  m  et  n,  le  coeffi- 
cient du  terme  de  degré  mn  —  i  dépend  exclusivement 
des  coefficients  des  termes  des  deux  équations  données, 
qui  sont  d'un  degré  égal  ou  supérieur  à  m  —  i  pour  la 
première,  à  n  —  i  pour  la  seconde. 

Les  coefficients  des  termes  de  degrés  respectivement 
égaux  Cl  m  —  i  et  à  n  —  i,  dans  les  équations  données, 
ne  peuvent  figuier  que  linécdrement  et  multipliés  par 
des  facteurs  indépendants  des  autres  coefficients,  dans 
la  composition  du  coefficient  du  terme  de  degré  mn  —  i 
de  l'équation  résultante. 

i2.  Soient 

deux  équations  algébriques,  à  deux  variables  x  et  y, 
rendues  homogènes  par  l'introduction  d'une  troisième 
variable  z,  et  ayant  des  degrés  respectivement  égaux  à 
m  et  à  n.  Dans  ces  équations,  les  u  et  les  v  désignent 
des  polynômes  homogènes  en  x  ely^  d'un  degré  marqué 
par  leur  indice. 
L'équation 

(•  .j,  \  \  it^-r'""  -4-  rt,  G.rw«-  I  _L  (/,^2_y,«/i-2_^  _ 
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résultant  de  l'élimination  de  y  entre  les  équations  (i), 
s'obtient,  comme  on  le  sait,  en  égalant  à  zéro  un  certain 
déterminant,  dont  les  éléments  sont  les  polynômes  en 
X  et  z,  qui  multiplient  les  diverses  puissances  dey  dans 
ces  équations.  Les  seules  opérations  à  eflectuer  sur  ces 
polynômes,  pour  en  déduire  le  premier  membre  de  l'é- 
quation (2),  consistent  par  suite  en  multiplications  et 
additions.  Il  ne  saurait  donc  entrer  dans  la  formation  du 
coeflicient  «/de  s'jc'"""',  aucun  des  coefficients  des  équa- 
tions (i),  qui  contiennent  z  à  un  degré  supérieur  à  /. 
Autrement  dit,  le  coefficient  ai  ne  peut  dépendre  que 
des  coefficients  des  termes  des  équations  (i),  qui  sont 
d'un  degré  en  z  égal  ou  inférieur  à  i,  c'est-à-dire  d'un 
degré  en  jc  cl  y  égal  ou  supérieur  à  jji  —  i  pour  la  pre- 
mière équation,  à  Ji  —  i  pour. la  seconde. 

Pour  la  même  raison,  le  coefficient  «/  est  forcément 
linéaire  par  rapport  à  l'ensemble  des  coefficients  daum-i 
et  de  i'/i_i. 

3.  Les  relations  bien  connues,  qui  lient  les  fonctions 
symétriques  entières  des  racines  d'une  équation  aux 
coeflicients  de  cette  équation,  permettent  de  conclure 
immédiatement  du  théorème  qui  vient  d'être  démontré 
la  conséquence  suivante  : 

La  somme  des  produits  i  à  i  des  mn  racines  de  l'é- 
quation résultante  ne  dépend  que  des  termes  des  équa- 
tions données,  dont  le  degré  est  au  moins  égal  à  m  —  i 
pour  la  première  et  à  n  —  i  pour  la  seconde.  Il  en  est 
de  même  de  la  somme  des  («mes  puissances,  et,  plus 
généralement,  de  toute  Jonction  symétrique  entière  de 
degré  i  de  ces  racines. 

Il  est  essentiel,  pour  appliquer  judicieusement  et  sans 
erreui'  le  théorème  de   Liouvillr.  de   s'assnrer  (juc   lé- 


(  ^>-^>'  ) 

(lualioii  rrsiil tante  est  bien  d'un  degré  égal  au  produit 
(les  degrés  des  équations  entre  lesquelles  doit  se  faire 
l'élimination. 

A.  Comme  première  application  du  théorème  fonda- 
mental de  Liouville,  nous  allons  en  déduire  immé- 
diatement, et  sans  calcul,  le  tliéorème  suivant,  dû  à 
Chasles  (  '  )  : 

Le  centre  de  moyenne  distance  des  points  de  contact 
des  tangentes  menées  à  une  courbe  plane  algéhrique, 
parallèlement  à  une  même  direction,  est  un  point  fixe, 
indépendant  de  cette  direction. 

En  elîet.  soit 

(3)  J\x,y)  =  o 

l'équation  de  la  courbe,  supposée  du  771"^"°  degré.  Les 
points  de  contact  des  tangentes  menées  à  cette  courbe 
parallèlement  à  une  direction  de  coefficient  angulaire  a, 
ont  pour  coordonnées  les  systèmes  de  valeurs  de  x  et  y 
(jui  vériGent  à  la  fois  l'équation  (3)  et  l'équation 

(4)  fx-^y-fy  =  o, 
de  degré  m  —  i . 


(')  C'est,  comme  on  le  sait,  en  transformant  géométriquement  le 
théorème  de  Newton  sur  les  diamètres  des  courbes  ou  des  surfaces, 
que  Chasles  a  trouvé  ce  théorème  et  son  analogue  dans  l'espace 
{Aperçu  historique,  p.  624).  Il  la  démontré  plus  tard  analj'tique- 
ment,  comme  application  d'un  système  particulier  de  coordonnées 
tangeutielles  {Géométrie  supérieure,  i" édition,  p.  358-36o).  M.  d'O- 
cagne  a  communiqué  récemment  à  la  Société  mathématique  de 
France  deux  démonstrations  du  même  théorème  fondées  sur  l'em- 
ploi des  coordonnées  parallèles  et  axiales.  M.  Weill  en  a  également 
publié  une  démonstration  anal}  tique  {Nouvelles  Annales  de  Mathé- 
matiques, 3"  série,  t.  VI,  p.  82).  La  démonstration  de  Liouville, 
après  la  notable  simplification  que  nous  lui  faisons  subir  ici,  nous 
parait  être  la  plus  simple  et  la  plu-  directe. 


(    oJU.    ) 
Soil 

l'érjuatioM  de  degré  ï}i(m  —  i)  résultant  de  l'élimination 
de  y  entre  les  équations  (3)  et  (4).  L'abscisse  x  du 
centre  de  moyenne  distance  des  points   comniuns   aux 

courbes  (3)    et   (4)  est  é^ale  à z ~ Or  les 

coefticients  a^  et  r/,,  d'après  le  théorème  fondamental 
(n"  1),  ne  dépendent  que  des  coeflicients  des  termes  de 
degrés  ?}i  et  ?}i — i  de  l'équation  (3),  ceux-ci  entrant 
exclusivement  dans  la  composition  des  ternies  de  degrés 
///  —  1  et  /// —  2  de  l'équation  (4).  Par  suite,  le  centre  de 
juoyenne  distance  des  points  communs  aux  courbes  (3) 
et  (4)  ne  change  pas,  lorsqu'on  remplace  la  courbe  (3) 
par  une  autre  ayant  les  mêmes  asymptotes,  et  notam- 
ment par  l'ensemble  de  ces  asymptotes.  Mais  les/» (m  —  i) 
points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  une  direc- 
tion déterminée  se  confondent  alors,   par  couples,  avec 

,       7n(m — i)       .  ,,.  .  Il         1 

les — ^^ ^points  d  intersections  mutuelles    de  ces  m 

asymptotes.  Le  point  fixe,  centre  de  moyenne  distance 
de  ces  derniers  points,  coïncide,  en  conséquence,  avec 
le  centre  de  moyenne  distance  des  points  de  contact  des 
tangentes  menées  à  la  courbe  (3)  parallèlement  à  une 
même  direction,  quelle  que  soit  cette  direction,  et  le 
théorème  de  Chasles  se  trouve  démontré. 

On  voit,  par  la  démonstration  même,  que  ce  théo- 
rème s'applique  à  une  courbe  possédant  des  points  mul- 
tiples, quelle  (ju'en  soit  la  nature,  et  abstraction  laite 
de  ces  points  considérés  comme  points  de  contact  multi- 
ples de  tangentes  parallèles  à  une  même  direction. 

Il  est  également  clair  que  le  théorème  n'a  plus  lieu, 
lorsque  la  courbe  a  une  ou  plusieurs  branches  parabo- 
linues. 


(  -^^'^  ) 

On  pcul  leni.uqiu'r  On  oiilre  (|U(;,  dans  le  cas  oii  les 
asyinploles  de  la  courbe  passent,  par  un  même  point, 
ce  point  est  précisément  le  centre  de  moyenne  distance 
des  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  une 
même  direction. 

5.  Imaginons  que  l'on  fasse  varier,  dans  les  équations 
(i),  les  termes  qui  renferment  z  à  un  degré  supérieur 
au  premier,  les  autres  ne  cliangeant  pas.  Chacune  des 
courbes  définies  par  les  équations  (i),  par  rapport  à  un 
système  d'axes  de  coordonnées  quelconque,  varie  alors 
en  conservant  les  mêmes  asymptotes.  D'ailleurs  la 
somme  des  x  et  la  somme  des  y  des  points  communs 
aux  deux  courbes  ne  dépendant  que  de  z/,„,  u,n_\,  »'/,, 
s'ii-\i  d'après  le  théorème  fondamental  de  Liouviile 
(n"  1),  on  voit  que  le  centre  de  moyenne  distance  des 
points  d'intersection  des  deux  courbes  reste  lîxe.  On 
peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  également  du  à 
Liouviile  (*)  : 

Le  centre  de  moyenne  distance  des  points  communs 
à  deux  courbes  algébriques  reste  fixe,  lorsque  cha- 
cune de  ces  courbes  uarie,  sans  changer  d^ asymptotes. 

Ce  centre  de  moyenne  dislance  est  en  même  temps 
celui  des  points  d' intersection  des  asymptotes  de  lune 
des  courbes  avec  les  asymptotes  de  l'autre. 

En  particulier,  quand  les  asymptotes  de  deux 
courbes  géométriques  passent  toutes  par  un  même 
point,  ce  point  est  le  centre  de  moyenne  distance  des 
points  de  rencontre  des  deux  courbes. 


(')  Loc.  cil.,  p.  ?7i.  —  M.  Humbeit  a  donné  deux  autres  démons- 
trations de  ce  même  théorènne  {Journal  de  Mathématique.';  pures 
et  appliquées,  4''  série,  t.  III,  p.  'Mu,  et  Noia'eltes  Annales  de  Ma- 
fhénialiqiies,'?)^  série,  t.  W,  p.  ")It). 
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0.   Soit 

(5)  /(>,  y)=o 

l'équation  d'une  courbe  algébrique,  de  degré  quelconque 
/?/,  rapportée  à  un  système  d'axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires. Les  points  d'incidence  des  normales  menées 
à  celte  courbe  par  un  point  dont  les  coordonnées  sont 
x  =  a,y=h,  se  trouvent  à  l'intersection  de  celle-ci 
avec  la  courbe  de  degré  /«, 

(6)  {x-a)f;.-(y-b)f:,=  o. 

Supposons  que  la  courbe  (5)  n'ait  pas  débranche  pa- 
rabolique et  ne  passe  pas  par  les  ombilics  ou  points  cy- 
cliques, et  imaginons  que  l'on  fasse  varier  cette  courbe, 
en  lui  conservant  ses  asymptotes.  Les  termes  de  degrés 
m  et  m  —  i  de  l'équation  (5)  ne  subissant,  dans  cette 
bypothèse,  aucune  altération,  on  voit  immédiatement 
qu'il  en  est  de  même  des  termes  de  degrés  ni  el  m  —  i 
de  l'équation  (6^.  La  courbe  (6)  varie  par  suite  en  con- 
servant SCS  asymptotes,  et  l'on  en  conclut,  d'après 
un  théorème  précédent  (n°  o)  que  le  centre  de  moyenne 
distance  des  points  d'incidence  des  normales  menées 
d'un  même  point  à  une  courbe  algébrique  lî ayant  pas 
de  branche  parabolique,  reste  fixe,  lorsque  la  courbe 
varie  en  conservant  ses  asymptotes  (  '  ). 

On  peut  ajouter  que  ce  centre  de  moyenne  distance 
est  le  centre  de  moyenne  distance  des  pieds  des  per- 
pendiculaires abaissées  du  point  fixe  sur  les  asymptotes 
de  la  courbe  et  des  points  d'intersection,   considérés 


(')  Les  considéralions  développées  plus  loiu  (u°  8)  moulrenl  coin- 
mcnl  ce  théorème  sY-lcnd  aux  courbes  passant  par  les  points  cycli- 
ques. 


(  ■'^•'  :> 

comme  doubles,  de  ces  asymptotes  prises  deux  à  deux. 
Il  surtit,  pour  établir  celte  dernière  partie  du  théo- 
rème, de  supposer  que  la  courbe  du  in'*""''  degré  se  ré- 
duise à  ses  asymptotes,  et  de  remarquer  qu'alors  les 
pieds  des  noruiales,  issues  d'un  môme  point  fixe,  vien- 

..      .j                       1               1       in(in  —  i)       .        j,. 
nent  coïncider  par  couples  avec  les ; points  a  in- 
tersection des  asymptotes  prises  deux  à  deux. 

Le  théorème  cesse  d'être  vrai,  lorsque  la  courbe  a  une 
ou  plusieurs  branches  paraboliques  :  les  courbes  (5)  et 
(6)  ayant  alors  un  ou  plusieurs  de  leurs  points  communs 
à  l'infini,  le  centre  de  moyenne  distance  de  ces  points 
est  lui-même  à  l'infini. 

7.  En  général,  le  centre  de  moyenne  distance  des 
points  d'incidence  des  normales  à  une  courbe  algébrique, 
issues  d'un  même  point,  varie  avec  la  position  de  ce 
point  ;  mais  il  existe  une  classe  remarquable  de  courbes 
pour  lesquelles  ce  centre  de  moyenne  distance  est  fixe, 
quel  que  soit  le  point  d'où  sont  menées  les  normales. 
Ce  sont  les  courbes  de  degré  pair  dont  toutes  les  direc- 
tions sont  des  directions  isotropes,  et  que,  pour  cette 
raison,  M.  d'Ocagne  a  proposé  d'appeler  isotropi- 
ques  ('). 

8.  Considérons  une  courbe  algébrique  C,  de  degré  m, 
pour  laquelle  les  directions  isotropes  soient  des  direc- 
tions asymptotiques  multiples.  Soit  /•  le  degré  de  mul- 
tiplicité de  chacune  d'elles.  Les  normales  menées  d'un 
point  O  quelconque  à  cette  courbe  s'obtiennent  en  joi- 
gnant le  point  O  aux  points  d'intersection  de  la  courbe  C 
avec  une  seconde  courbe  égale,  résultant  d  une  rotation 

(';  Journal  de  MathëniatiqaLS  spéciales,  o'  série,  l.  I.  p.  12.5. 
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inriiiinicnt  petite  de  la  première  autour  du  point  O. 
Les  points  d'intersection  des  deux  courbes,  et,  par  suite, 
les  normales  menées  de  O  à  C  sont  au  nombre  total  de 
ni-.  Mais  chacune  des  courbes  avant  /■  branches  passant 
par  chacun  d(is  points  cycliques,  il  y  a  /-  points  d'in- 
tersection qui  coïncident  avec  chacun  de  ces  points  cy- 
cliques, et  le  nombre  des  normales  menées  de  O  à  C  se 
trouve  léduità  m- —  ir-.  D'autre  part,  l'ensemble  des 
asymptotes  de  la  courbe  C,  admettant  également  les 
points  cycliques  comme  points  multiples  d'ordre  /'  de 
multiplicité,  le  nombre  des  normales  menées  de  O  à 
cette  courbe  dégénérescente  est  pareillement  réduit  à 
m- —  2/'-  :  ces  normales  comprennent  les  m —  ir  per- 
pendiculaires abaissées  de   O   sur  les  asymptotes    non 

1           r  •    1       m (m  —  I )  ,  \    1      • . 

isotropes,   et  deux  lois  les  ; /(/•  —  i)  droites 

qui  joignent  le  point  O  aux  points,  autres  que  les  points 
cycli([ues,  en  lesquels  se  coupent  deux  à  deux  les  ni 
asymptotes.  Les  deux  groupes,  composés  chacun  de 
m} —  7.V-  points  à  distance  finie,  que  l'on  obtient  ainsi, 
ont  le  même  centre  de  moyenne  distance  en  vertu  d'un 
théorème  démontré  plus  haut  (n"  6). 

9.  Appliquons  la  conclusion  précédente  à  une  courbe 
isotropique  de  degré  2».  Le  nombre  des  normales  me- 
nées d'un  point  quelconque  O  à  une  pareille  courbe  est 
2W-.  L'ensemble  des  in  asymptotes  isotropes  de  cette 
courbe  peut  être  considéré  comme  une  variété  dégéné- 
rescente d'une  courbe  isotropique,  et  les  2  «-  normales 
qu'on  peut  lui  mener  du  point  O  se  composent  de  deux 
l'ois  les  n-  droites  (jui  joignent  ce  point  aux  points  d'in- 
tersection des  asymptotes  parallèles  à  l'une  des  direc- 
tions isotropes  avec  les  asymptotes  parallèles  à  l'autre 
direction  isotrope  (n"  8).  Le  centre  de  moyenne  distance 


(  ■'-^>7  ) 
<lc    ce  (IcrniiT   groupe  de  poiiiLs  étant    iiulrpendanL  du 
point  O,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  (  '  )  : 

Le  centre  de  nioycnne  disiniice  des  points  d' incidence 
des  normales  menées  d' un  même  point  à  une  courbe 
isotropique  est  fixe,  quelle  (pie  soit  la  position  de  ce 
point. 

Ce  point  peut  même  s'éloigner  à  l'infini  dans  une  di- 
rection quelconque.  Ou  en  conclut  que,  dans  le  cas 
d'u/ie  courbe  isotropirpie,  le  centre  de  mojenne  dis- 
tance des  pieds  des  normales  issues  d' un  même  point 
coïncide  avec  celui  des  points  de  contact  des  tangentes 
parallèles  à  une  même  direction. 

Ou  peut  ajouter  que  ce  centre  de  mojenne  distance 
coïncide  avec  celui  des  foyers  singuliers  réels  de  la 
courbe. 

Pour  établir  cette  dernière  partie  du  tliéorème,  il 
suffit  de  se  rappeler  que,  suivant  une  dénomination  in- 
troduite par  Laguerre,  les  foyers  singuliers  sont  les 
points  réels  où  les  asymptotes  parallèles  à  l'une  des  di- 
rections isotropes  coupent  respectivement  leurs  conju- 
guées, et  de  remarquer  que  le  centre  de  moyenne  dis- 
tance de  ces  n  foyers  réels  coïncide  manifestement  avec 
le  centre  de  mojenne  distance  des  n-  points,  tant  ima- 
ginaires que  réels,  où  les  n  asymptotes  parallèles  à  une 
des  directions  isotropes  rencontrent  les  n  asymptotes 
parallèles  à  l'autre  direction  isotrope. 

10.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  allons  rappeler  la 
solution  d'un  problème  bien  simple  et  bien  connu,  sui' 


(  1  )  Ce  lliéoronic  cl  le  lliémèmc  analogue  pour  les  surfaces  iso- 
tropifjucs  ont  clé  communiqués  à  la  Société  inaLliéinatique,  dans  sa 
séance  du  n    novembre   1887,    par  M.   Ilumberl,  qui  est  arrivé   à   ces 

l'i'Siillats  par  une  muc  dilTi'icnli'. 


(  ^>-^'«  ) 

laquelle  nous  aurons  à  nous  appuyer.  Soient  MN,, 
]\JN2,  .  .  . ,  M^/,  des  normales  menées  d'un  même  point 
JM  à  îi  courbes  ou  segments  de  courbes  Ct ,  Co,  .  •  • ,  C,,. 
Supposons  que  le  point  M  se  meuve  de  façon  que  l'on 
ait 

MÎV,' -r- MN^2  V . .  . H- MnI' = />:2 

ou,  pour  abréger, 

(7)  IMn'=A-2, 

A  désignant  une  constante. 

En  dillerentiant  la  relation  précédente,  on  obtient 

(8)  SMN</MN=o. 

Considérons  le  point  M  comme  soumis  à  n  forces  re- 
présentées, en  grandeur,  direction  et  sens,  par  MN,, 
MNo,  .  ..,MA«. 

La  relation  (8)  exprime  que  la  somme  des  travaux 
élémentaires  de  ces  forces  est  nulle,  lorsque  le  point  M 
s(î  déplace  sur  la  courbe  définie  par  la  relation  (7).  Il  en 
est  par  suite  de  même  du  travail  élémentaire  de  la  ré- 
sultante de  ces  forces,  et  l'on  en  conclut  que  cette  résul- 
tante est  dirigée  suivant  la  normale  en  M  à  la  courbe 
considérée  (').  D'autre  part,  d'après  un  théorème  bien 
connu,  la  résultante  des  forces  MjNi,  AINo,  ...,  MN„  passe 
par  le  centre  de  moyenne  distance  O  des  n  points  N), 
^^2?  '  '••)  ^H>  et  est  représentée  par  ii  fois  la  distance  MO. 
On  aura  donc  la  normale  à  la  courbe  définie  par  la  re- 
lation (7),  en  joignant  le  point  M  de  cette  courbe  au 
centre   de   movenne   distance   des   pieds   des  normales 


(')  Cette  courbe  est  une  ligne  de  niveau  pour  le  système  de 
forces  que  nous  considérons,  et  la  fonction  des  forces  correspon- 
dante est  IMN". 


(  ^^«9  ) 
lUL'iiccs  de  ce  [toiiil  aux  (■ourl)t'.s  ou  portions  de  courbes 
Cil ,  Lo,  . .  .,  L./,  (^   ). 

H.  Considérons,  dans  un  plan,  une  courbe  C,  du 
m''""''  degré,  soumise  à  la  seule  reslrielion  de  n'avoir  pas 
de  branches  paraboliques,  et  proposons-nous  de  trouver 

le  lieu  L  d'un  point  M,  tel  que  la  somme  Si\Ij\  des  carrés 
des  normales  qu'on  peut  lui  mener  de  ce  point  soit  con- 
stante. Par  chaque  point  du  plan  passe  un  pareil  lieu  et 
un  seul;  de  plus,  la  normale  à  ce  lieu  s'obtient  par  la 
construction  exposée  au  numéro  précédent,  c'est-à-dire 
en  joignant  le  point  M  au  centre  de  moyenne  distance 
des  pieds  des  normales  menées  de  ce  point  à  la  courbe  C. 
Considérons,  d'autre  part,  le  lieu  A  d'un  point  tel  que 

la  somme  des  carrés  SMP  des  distances  de  ce  point  aux 
asymptotes  de  C,   augmentée  du  double  de  la    somme 

]SMQ  des  carrés  des  distances  du  même  point  aux  points 
d'intersection  de  ces  asymptotes  prises  deux  à  deux,  soit 
constante.  Par  chaque  point  du  plan  passe  un  tel 
lieu  A  et  un  seul.  D'un  théorème  démontré  plus  haut 
(n"  6)  et  de  la  construction  qui  vient  d'être  rappelée 
(n°  10),  il  résulte  d'ailleurs  que  les  normales  et  par 
.suite  les  tangentes,  en  un  même  point  du  plan,  aux 
courbes  L  et  A  qui  y  passent,  coïncident.  Les  deux  sys- 
tèmes de  courbes  L  et  A  ont,  eu  conséquence,  la  même 
équation  dilierentielle,  c'est-à-dire  ne  forment  qu'un 
seul  et  même  système. 

12.  Cela  posé,  soient,  par  rapporta  un  système  d'axes 
de  coordonnées  rectangulaires, 

jp  coso -^ y  siïi's, — p  =z  o 
(")  Celte  solution,  comme  on  le  sait,  est  due  à  Leibnitz. 


(  K-  ) 

réquation  d'une  quelconque  des  asymptotes  de  la 
courbe  C,  et  a,  j3  les  coordonnées  du  point  d'intersec- 
tion de  deux  de  ces  asymptotes  :  l'équation  du  lieu  A 
peut  s'écrire 

(9)  I.{xcoio-^yûno—py-^iZ[{x  —  :^y--^{y—  p)2]  =  /.-2, 

/r  désignant  une  constante.  On  reconnaît  là  l'équation 
d'une  conique,  ou  plutôt  d'une  série  de  coniques  con- 
centriques et  homolliétiques,  correspondant  aux  diverses 
valeurs  de  h.  Ainsi  se  trouve  démontré  un  élégant  théo- 
rème auquel  M.  Humbert  est  parvenu  par  des  considé- 
rations ditiérant  peu  des  précédentes,  et  que  l'on  peut 
énoncer  ainsi  (')  : 

Etant  donnée  une  courbe  plane  algébrique,  de  degré 
quelconque,  ne  possédant  aucune  brandie  parabo- 
lique, le  lieu  d'un  point  du  plan  de  cette  courbe,  sa- 
tisfaisant à  la  condition  que  la  somme  des  carrés  des 
longueurs  des  normales  menées  de  ce  point  à  la  courbe 
soit  constante  est  une  conique.  Les  dii^erses  coniques 
que  l'on  obtient  ainsi,  pour  une  même  courbe,  sont 
concentriques  et  homothétiques. 

Pour  certaines  courbes,  ces  coniques  se  réduiront 
chacune  à  un  couple  de  droites  parallèles  équidistantes 
d' une  nu'me  droite  fixe. 

On  voit  immédiatement,  d'après  la  forme  de  l'équa- 
tion (9),  que  ces  coniques  seront  toujours  des  ellipses, 
lorsque  les  asymptotes  de  la  courbe  C  seront  toutes 
réelles. 


(')  Ce  théorème  et  le  théorème  analogue  pour  les  surfaces  ont 
fait  l'objet  d'une  Communication  verbale  de  M.  Humbert  à  la  So- 
ciété mathématique,  dans  la  séance  du  iG  novembre  1887.  ^'*  fai- 
sant, dans  la  séance  du  '(  décembre  1889  de  cette  Société,  a  donné 
une  démonstration  élégante  et  ingénieuse  de  ces  mêmes  proposi- 
tions. 


(  •>•:'  ) 

11  est  c'iaii  que  clans  les  cas  où  la  courbe  C  aura  soit 
un  centre,  soit  un  axe  de  symétrie,  les  coniques  dont  il 
vient  d'èlre  question  adnietlronl  elles-mêmes  ce  centre 
ou  cet  axe  de  symétrie.  En  dehors  de  ces  circonstances 
particulières,  il  est  remarquable  de  trouver,  dans  le 
plan  d'une  courbe  algébrique  quelconque,  un  système 
de  deux  axes  rectangulaires  do  ut  la  position  se  trouve 
liée  à  la  courlie  par  la  propriété  si  simple  remarquée  par 
M.  Huuibert. 

13.  M.  Desboves  avait  obti-nu,  il  y  a  quelques  an- 
nées ('),  le  théorème  précédent  dans  un  cas  très  parti- 
culier, celui  où  la  courbe  C  est  une  ellipse. 

Soit 

x"'      y-  _ 
^2  ^  6^  ~  ' 

l'équation  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  axes. 

Le  lieu  d'un  point  tel  que  la  somme  des  carrés  des 
longueurs  des  normales  menées  de  ce  point  à  la  courbe 
soit  égale  à  une  constante  ^'-,  a  pour  équation 

a- — 2  6-     ,       -xa- — b-     ^       k-  ^       ,, 
,r-  -, —  V-  = a-  —  b^  • 

Ce  lieu  est  une  ellipse,  un  système  de  droites  paral- 
lèles à  l'axe  des  x,  et  équidislantes  de  cet  axe,  ou  une 
hyperbole,  suivant  que  a  est  supérieur,  égal  ou  inférieur 
à  b\/i.  On  vérifie,  en  outre,  sur  la  dernière  équation, 
que  le  lieu  reste  homothétique  à  lui-même,  lorsque  Â- 
varie. 

Le  changement  de  b-  en  —  h-  montre  bien  que,  dans 
le  cas  de  l'hyperbole,  le  lieu  est  toujours  une  ellipse. 

C)   Théorèmes   et   problèmes   sur    les    normales   aux    coniques, 
p.    Ki. 


(  -1-  ) 

Enfin,  lorsque  l'iivperbole  est  équilalère,  le  lieu  est  un 
cercle.  Cette  remarque  sera  généralisée  plus  loin. 

La  même  question  a  été  résolue  et  étendue  au  cas  de 
la  parabole  par  M.  Recoq  (').  L'équation  de  la  parabole 
rapportée  à  son  axe  et  à  sa  tangente  au  sommet,  étant 

on  trouve  pour  équation  du  lieu 

.r--t-  3j-^  4px  =  ■>/i2_)_  /:2. 

On  obtient  donc,  dans  ce  cas,  une  série  d'ellipses  lio- 
mothétiques  et  concentriques,  ayant  pour  centre  com- 
mun le  point  de  Taxe  de  la  parabole  situé  à  la  distance 
•?./}  du  sommet  de  cette  courbe,  du  côté  de  la  directrice. 

Le  théorème  de  M.  Humbert,  dont  nous  venons  de 
nous  occuper  (n"  12),  s'étend,  du  reste,  ainsi  que  l'au- 
teur l'a  reconnu,  non  seulement  à  la  parabole  du  second 
degré,  mais  à  toutes  les  coui'bes  possédant  une  ou  plu- 
sieurs branches  paraboliques.  Nous  avons  dû  laisser  de 
côté  ici  ce  cas  spécial. 

14.  Imaginons,  dans  le  plan  d'une  courbe  algébrique 
C,  supposée  du  7?^'""''  degré  et  dénuée  de  branches  para- 
boliques, un  point  mobile,  constamment  sollicité  par  des 
forces  représentées  géométriquement  par  les  normales 
MN.  Un  pareil  système  de  forces  admet,  comme  nous 
en  avons  déjà  fait  la  remarque,  une  fonction  qui  n'est 

autre  que  la  somme  SMJN  des  carrés  des  longueurs  des 
normales  menées  du  point  mobile  à  la  courbe,  et,  d'après 
le  théorème  de  M.  Humbert  (n"  12),  les  lignes  de  ni- 
veau correspondantes  sont  des  coniques  concentriques 

(')  A'ouçel/es  Anna/es,  -a'  série,  l.  I\  .  p.  112. 


(  '-73  ) 
et  liomotliétiques.  jNous  les  appellerons  coniques  de  ni- 
veau de  la  courbe  C. 

Cela  posé,  ou  sait,  d'une  manière  générale,  que  si 
le  point  mobile  suivit  un  déplacement  iufiniment  petit 
quelconque,  l'accroissement  correspondant  de  la  fonc- 
tion des  forces  est  égal  au  |)roduit  de  la  résultante  des 
forces  par  le  segment  compris,  sur  la  ligne  d'action  de 
cette  résultante,  entre  les  deux  courbes  de  niveau  qui 
passent  respectivement  par  les  positions  initiale  et  finale 
du  point  mobile.  Or  cette  résultante  nest  pas  nioditîee, 
si  l'on  remplace  le  système,  défini  plus  haut  (n^lO), 
des  forces  telles  que  MN,  par  un  autre  système,  compre- 
nant un  premier  groupe  de  forces  représentées  par  les 
perpendiculaires  MP  menées  du  point  mobile  aux  asym- 
ptotes de  C,  et  un  second  groupe  de  forces  dirigées  vers 
les  points  Q  d'intersection  de  ces  asymptotes  prises 
deux  à  deux,  et  représentées  géométriquement  par  les 
doubles  des  longueurs  MQ.  D'ailleurs,  comme  on  l'a 
vu  (n°  11),  les  lignes  de  niveau  sont  les  mêmes  pour 
les  deux  systèmes  de  forces;  par  suite,  pour  tout  dépla- 
cement  infiniment  petit  du  point  mobile,  les  sommes 

2MN   et  SMP    -^  aSMC^    subissent  le  même  accroisse- 
ment. On  eu  conclut,  par  une  inlégration   immédiate, 

que  SMjN     ne  diffère  de  SMP  -h  2SMQ    que  par  une 
constante.  Ce  résultat  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Etant  donnée  une  courbe  plane  algébrique,  ne  pos- 
sédant aucune  branche  parabolique,  il  y  a  une  diffé- 
rence constante  entre  la  somme  des  carrés  des  lon- 
gueurs des  normales  menées  d'un  point  quelconque 
à  celte  courbe  et  la  somme  des  carrés  des  dislances 
du  même  point  à  ses  asymptotes,  augmentée  de  deux 
fois  la  somme  des  carrés  des  distances  de  ce  point  nttx 
Ann.  de  Mathcmat.,  3'  série,  l.   I\.  (Juin    1890.)  18 
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points  d'mtersecllon  des  asjiîiptotes  piises  deux  à 
deux  ('). 

Le  centre  comiuun  des  coniques  définies  par  l'équa- 
tion (9)  est  évideiumenl  Je  point  pour  lequel  la  somme 

vyïp' _4_  2  2\lQ"est  la  plus  petite  possible.  De  cette 
remarque  et  du  dernier  théorème  énoncé  il  résulte  que 
le  centre  conmiun  des  coniques  de  niueau  d'une  courbe 
plane  algébrique  est  un  point  tel  que  la  somme  des 
carrés  des  longueurs  des  normales  menées  de  ce  point 
à  In  courbe  soit  la  plus  petite  possible. 

Par  suite,  en  vertu  d'un  théorème  de  Statique  bien 
connu,  le  centre  commun  des  coniques  de  niveau  est  le 
centre  de  moyenne  dislance  des  pieds  de  normales  me- 
nées de  ce  point,  à  la  courbe  algébrique. 

lu.  Il  existe  deux  classes  particulières  de  courbes 
al-'ébriques  dont  les  coniques  de  niveau  sont  des  cercles. 
L'une  de  ces  classes  se  compose  des  courbes  isotro- 
piques; l'autre  comprend  les  courbes  dont  toutes  les 
asymptotes  sont  réelles,  distinctes,  et  forment  un  poly- 
gone équiangle. 

Pour  la  première  de  ces  deux  classes  de  courbes,  la 
particulaiité  signalée  résulte  de  ce  que  la  normale  à 
la  li^ne  de  niveau,  en  l'un  quelconque  de  ses  points, 
passe  par  le  centre  de  moyenne  distance  des  pieds  des 
normales  menées  de  ce  point  à  la  courbe  isotropique 
(n"  10)  et  de  ce  que  ce  centre  de  moyenne  distance 
est  fixe  (n"  9).  De  là  ce  théorème  : 

Étant  donnée  dans  un  plan  une  courbe  iiolropique, 


(')  Celle  diiïérence  constante  est  égale  à  2(a'±6^),  lorsque  la 
courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  dont  les  axes  ont  pour 
loQSueurs  respectives  na  et  26. 


(  ^^p  ) 

le  lieu  (Van  point  du  plan,  tel  que  la  soiniiie  des  carrés 
des  normales  menées  de  ce  point  à  la  courbe  soit  con- 
stante, est  un  cercle  ajant  pour  centre  le  centre  de 
moyenne  distance  des  foyers  singuliers  de  la  courbe 
isotropique. 

Des  considérations  exposées  dans  le  numéro  précé- 
dent (n"  li'),  on  conclut  en  outre  immédiatement  les 
conséquences  suivantes  : 

La  somme  des  carrés  des  normales  menées  d'un 
point  quelconque  à  une  courbe  isotropique  de  degré 
in  diffère  d'une  quantité  constante  de  in  fois  la 
somme  des  carrés  des  distances  du  même  point  aux 
n  foyers  singuliers  de  la  courbe. 

Le  centre  de  mojenne  distance  des  foyers  singuliers 
d'une  courbe  isotropique  est  tel  que  la  somme  des 
carrés  des  normales  menées  de  ce  point  à  la  courbe  est 
un  minimum. 

16.  Considérons  maintenant  une  courbe  plane  algé- 
brique C,  dont  toutes  les  asymptotes  soient  réelles,  dis- 
tinctes et  forment  un  polygone  équiangle.  Dans  l'équa- 
tion (9),  le  coefficient  de  X)  est  égal  à  aSsinœcoso, 
c'est-à-dire  à  Ssinacp;  les  coefficients  de  x-  et  de  1  ^ 
sont  respectivement  égaux  à  m  (m  —  i)-hScos-3  ou 
m(m  —  i)  4- |S(i -h  cos -j-j')  et  à  m(m  —  Tl-f-Ssin-'i 
ou  77i{m  — 1)4-  ^  S(i  —  cos  2  9  j.  Or  les  a  11  j; les  2  'i,  d'après 
les  hypothèses  faites  sur  les  asymptotes  de  la  courbe  C, 
forment  une  progression  arithmétique  dont  la   raison 

est  —  •  Il  en  résulte,  comme  on  le  sait,  queSsinac;  et 

Scosacp  sont  nuls.  Par  suite,  le  terme  en  xy  disparait 
de  l'équation  (9),  et  les  coefficients  de  x-   et  y-  sont 

1           .             .  w(2/n  — i)     j     ,.        ,    ,    .  ,,  , 

tous  deux  égaux  a  ■ •  Le  Jieu  dehni  par  I  eiiua- 
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lion  (9)  est  donc  bien  un  cercle.  De  là  le  théorème  sui- 
vant  : 

Étant  donnée  une  courbe  plane  algébrique,  dont 
toutes  les  asymptotes  sont  réelles,  distinctes,  et  forment 
un  polygone  équiangle,  le  lieu  d'un  point  tel  que  la 
somme  des  carrés  des  normales  menées  de  ce  point  à 
la  courbe  soit  égale  à  une  constante,  est  un  cercle  dont 
le  centre  est  fixe,  quelle  que  soit  la  valeur  de  la  con- 
stante. 

Dans  le  cas  où  le  polygone  formé  par  les  asymptotes 
est  régulier,  le  centre  commun  des  cercles  est  le  centre 
du  poîvgone  régulier.  Cela  résulte  de  ce  que  le  lieu  d'un 
point  lel  que  la  somme  des  carrés  des  distances  de  ce 
point  aux  côtés  d'un  polygone  régulier  soit  constante 
est  un  cercle  ayant  pour  centre  le  centre  de  ce  poly- 
gone. Il  est  clair  que  le  cas  particulier  où  les  asymptotes 
de  la  courbe  G  formerait  une  rose  des  vents  est  compris 
dans  le  précédent. 

17.  Passons  maintenant  à  une  autre  application  du 
théorème  deLiouville.  Soit 

l'équation,  rendue  homogène,  d'une  courbe  algébrique 
fixe,  coupée  par  un  faisceau  ponctuel  de  courbes  ayant 
toutes  les  mêmes  directions  asymptotiques,  dont  l'équa- 
tion est,  par  suite,  de  la  forme 


ou  bien 


(II) 


Vn-\  —  f^  "'«-1 


(  277  ) 

Les  lettres  «,  t',  w  désignent  ici  des  polygones  ho- 
mogènes en  X  et  j'  d'un  degré  marqué  par  leur  indice; 
)»  est  vin  paramètre  variable. 

D'après  le  théorème  de  Liouville  (n"  1),  la  somme 
des  X  et  la  somme  des  j'  des  points  d'intersection 
d'une  quelconque  des  courbes  du  faisceau  (ii)  avec  la 
courbe  fixe  (lo)  dépendent  exclusivement  des  coeffi- 
cients des  termes   de  l'équation  (i  i)  compris  dans  v,i  et 

^fl — 1  ~^  ^  ^  fl — 1  111  fY*      •  1  1  • 

r ;  de  plus,  les  coemcients  de  ce  dernier  groupe 

de  termes  y  figurent  linéairement.  Les  coordonnées  ç  et 
ï;  du  centre  de  moyenne  distance  des  points  communs 
à  la  courbe  (lo)  et  à  l'une  quelconque  des  courbes  (i  i) 
ont  par  suite  des  expressions  de  la  forme 

^'^^  ^==-TT7'        ^'  =  T— 7' 

a,  b,  c,  d  désignant  des  constantes. 

On  en  conclut  que  le  lieu  de  ce  centre  de  moyenne 
distance  est  une  droite.  De  là  le  tliéorènie  suivant,  que 
M.  Humbert  a  établi  antérieurement  par  des  considéra- 
tions différentes  (  '  )  : 

Le  lieu  du  centre  de  nioyeniie  distance  des  jwiiits 
communs  à  une  courbe  plane  algébrique  fixe  et  à 
l'une  quelconque  des  courbes  d' un  faisceau  ponctuel, 
ayant  toutes  les  mêmes  directions  asj  luptotiques,  est 
une  ligne  droite  (-). 

Jl  est  intéressant  de  remarquer  que,  dans  le  cas  par- 
ticulier («  =  i)  où  le  faisceau  est  formé  de  droites  pa- 


(')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  4°  série, 
t.  III,  p.  362. 

(  =  )  Dans  certains  cas  spéciaux,  ce  centre  de  moyenne  distance  sera 
fixe;  c'est  ce  qui  aura  lieu,  par  exemple,  dans  le  cas  d'un  faisceau 
de  courbes  ayant  toutes  les  mêmes  asymptotes. 
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lallèles  à  une  direcliou   fixe,  on  retrouve  un   théoiènie 
bien  connu  du  à  Newton  (diamètre  de  Newton). 

De  la  forme  des  relations  (12)  on  conclut  encore  im- 
médiatement qu'// j  a  correspondance  anliarnionique 
entre  les  courbes  du  faisceau  et  les  centres  de  moyenne 
distance  de  leurs  points  d'intersection  avec  la  courbe 
fixe. 

On  peut  généraliser  le  théorème  précédent  à  l'aide 
de  l'homographie.  On  obtient  alors  une  propriété,  facile 
à  énoncer,  du  centre  harmonique,  par  lapport  à  une 
même  droite,  des  points  communs  à  une  courbe  fixe  et 
aux  courbes  d'un  faisceau  ponctuel  coupant  toutes  cette 
droite  aux  mêmes  points. 

18.  Soit,  par  ra[)port  à  un  système  d'axes  de  coor- 
données rectangulaires, 

(i3)  f{x,y)=o 

l'équation  d'une  courbe  algébrique  quelconcjue  C.  Les 
points  d'incitlence  des  normales  menées  à  cette  courbe 
par  un  point  dont  les  coordonnées  sont  x  =  cCk.,  y  =  [âX, 
se  trouvent  à  la  rencontre  de  celle-ci  avec  la  courbe 

(i4)  (^_aX)/;,-(7-px)/;  =  o. 

Or,  lorsque  \  varie,  c'est-à-dire  lorsque  le  point 
(al,  ^X)  décrit  une  droite  ('),  l'équation  (i4)  définit  un 
faisceau  de  courbes  ayant  toutes  les  inèmes  directions 
asymptotiques.  Donc,  en  vertu  d'un  théorème  démontré 
précédemment  (n"  17),  le  centre  de  moyenne  distance 
des  point  s  d' incidence  des  normales  ^  menées  d'un  point 
mobile   à  une    courbe  algébrique   plane  quelconque, 


(')  Il  est  clair  que  l'on  ae  restreint  pas  la  généralité  de  la  démon- 
stration, en  supposant  que  la  droite  passe  par  l'origine. 
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décrit,  une  droite,    lorsijue  le  point  mobile  décrit  lui- 
même  une  droite  ('). 

//  }■  a  correspondance  anharnionique  entre  le  point 
mobile  et  le  centre  de  moyenne  distance  {/ni  en  résulte. 

On  peut  donner  à  ce  théorème  une  forme  plus  concise 
et  plus  élégante,  en  l'énonçant  de  la  nianièi  e  suivante  : 

Etant  donnée,  dans  un  plan,  une  courbe  algébrique, 
un  point  variable  et  le  centre  de  moyenne  distance 
des  pieds  des  normales,  menées  de  ce  point  à  la  courbe, 
décrivent  deux  Jigures  liotnograpliic/ues. 

19.  On  a  vu  précédemment  (n°  iA)  qu'il  existe  dans 
le  plan  de  la  courbe  C  un  point  possédant  la  propriété 
d'être  le  centre  de  moyennes  distance  des  pieds  des  nor- 
males qui  en  sont  issues.  Ce  point,  contre  commun  des 
coniques  de  niveau,  est  donc  un  des  trois  points  en  cha- 
cun desquels  se  trouvent  réunis  deux  points  homolognes 
des  deux  figures  homographiques.  Les  deux  auires  sont 
à  l'infini  :  on  voit,  en  etl'et,  immédiatement  qu'a  tout 
pointa  l'infini  de  l'une  des  figures  correspond  un  point 
à  l'infini  dans  l'autre.  La  droite  de  l'infini,  considérée 
comme  appartenant  à  l'une  quelconque  des  deux  figures, 
coïncide  donc  avec  son  homoIogue.il  existe  deux  autres 
droites  jouissant  de  la  même  propriété  :  ce  sont  évi- 
demment les  axes  communs  des  coniques  de  niveau. 
D'une  construction  donnée  plus  haut  (n°  10)  il  résulte, 
en  etfet,  que  le  centre  de  moyenne  distance  des  pieds  des 
normales  menées  à  la  courbe  G  d'un  point  quelconque 
d'un  de  ces  axes  esl  situé  sur  cet  axe.  La  relation  qui 
unit  les  deux  figures  homographiques  que  nous  ve- 
nons   de  considérer  est,  comme  on  le  voit,  du  genre  de 

M)  Hlmrerï.  lor.  cil..  \).  Mil. 
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celles  auxquelles  Euler  a  donné  le  nom  à^ affinité.  On 
peut  ajouter  que  celte  affinité  se  changera  en  honio- 
ihétie,  lorsque  la  courbe  C,  sans  être  isotropique  ('), 
sera  de  telle  nature  que  ses  coniques  de  niveau  soient 
des  cercles. 

20.  Le  théorème  d'Algèbre,  que  nous  avons  établi  au 
commencement  de  cette  Note,  s'étend  sans  difficulté  et, 
au  moyen  d'un  raisonnement  tout  semblable  à  celui  qui 
nous  a  déjà  servi,  au  cas  d'un  nombre  quelconque 
d'équations  algébriques,  contenant  un  nombre  au  moins 
égal  de  variables.  On  obtient  ainsi  le  théorème  suivant, 
sous  une  forme  un  peu  plus  générale  que  celle  qui  lui 
avait  été  donnée  par  Liouville  : 

Théorème  fondamental  généralisé.  —  Dans  l'équa- 
tion de  degré  nin...r^  résultant  de  l'élimination  de 
k  —  I  variables  entre  k  équations  algébriques,  dont  les 
degrés  sont  respectivement  m,  «,  ...,  /',  les  coefficients 
des  termes  de  degré  mn...r  —  i  dépendent  exclusive- 
ment des  coeffiicients  des  termes  des  k  équations  don- 
nées, qui  sont  d' un  degré  au  moins  égal  à  m  —  i  pour 
la  première,  à  n  —  i  pour  Id  seconde,  ...,  à  r  —  i  pour 
la  k^éme  (Iq  (.q^  équations. 

Les  coeffiicients  des  termes  de  degrés  respectivement 
égaux  à  m  —  i,  n  —  i,  ...,  /•  —  i,  dans  les  équations 
données,  ne  peuvent  figurer  que  linéairement,  et  mul- 
tipliés par  des  quantités  indépendantes  des  autres 
coefficients,  dans  la  composition  des  termes  de  degré 
mn...r  —  i  de  V équation  résultante. 

21.  Il  est   facile,    en   s'appiiyant    sur    ce    théorème. 


(')  Dans   ce  cas  spécial,   l'une   des  deux   figures   se   réduit    à    un 
point  (n"  9). 
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d'étendre  aux  surfaces  quelques-unes  des  considérations 
que  nous  avons  développées  plus  haut  pour  les  courbes 
planes.   C'est  ainsi,  par  exemple,  que  l'on   en  conclut 
très  aisément  ce  théorème  de  Chasles  : 

Le  centre  de  moyenne  distance  des  points  de  contact 
des  plans  tangents  menés  à  une  surface  algébrique  pa- 
rallèlement à  un  même  plan  est  un  point  fixe,  quel 
que  soit  ce  plan. 

Soit 

(i5)  f{x,y,z)=^o 

l'équation  de  la  surface,  supposée  du  m""™^  degré.  Les 
points  de  contact  des  plans  tangents  menés  à  cette  sur- 
face parallèlement  au  plan 
(i6)  ax  -{-  by  -+-  cz  =^  o 

ont  pour  coordonnées  les  systèmes  de  valeurs  de  x,y^  z 
qui  vérifient  à  la  fois  l'équation  (i5)  et  deux  des  équa- 
tions 

qui  sont  de  degré  m  — ■  i . 

Imaginons  que  l'on  élimine  deux  des  variables,  j)/"  et 
2,  par  exemple,  entre  les  équations  (i5)  et  (17).  Dans 
l'équation  de  degré  m(^m  —  i)-  en  x,  que  l'on  obtiendra 
ainsi,  les  coefficients  des  termes  de  degrés  m{in — i)^ 
et  mi^m  —  i)-  —  i  ne  dépendront  que  des  coefficients  des 
termes  de  degrés  m  eX  m  —  i  de  l'équation  (i5)  [n°  20], 
ceux-ci,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  fournissant  exclu- 
sivement les  termes  de  degrés  m —  i  et  m  —  2  des  équa- 
tions (17).  Par  suite,  le  centre  de  moyenne  distance  des 
points  de  contact  des  plans  tangents,  menés  à  la  sur- 
face (i5)  parallèlement  au  plan  (16),  ne  change  pas, 
lorsque  l'on  remplace  celte  surface  par  toute  autre  ad- 
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menant  la  même  développable  asymptote,  et  en  parti- 
culier par  cette  développable  elle-même.  Mais  les 
points  de  contact  des  plans  tangents  deviennent  alors 
les  points  considérés  comme  doubles,  de  l'arête  de  re- 
broussement,  en  lesquels  la  tangente  est  parallèle  au 
plan  (i6).  Or  le  centre  de  moj'enne  dislance  de  ces 
points  est  indépendant  de  l'orientation  du  plan,  en  vertu 
du  tliéorème  suivant,  que  nous  allons  démontrer,  sur 
les  courbes  gauches  algébriques. 

22.  Le  centre  de  moyenne  distance  des  points  d'une 
courbe  gauche  algébrique,  en  chacun  desquels  la  tan- 
gente est  parallèle  à  un  certain  plan,  est  un  point  fixe, 
indépendant  de  V orientation  du  plan. 

Ce  théorème  se  déduit  aisément  du  théorème  ana- 
logue pour  les  courbes  planes  (n"  4).  Soient  C  la  courbe 
gauche,  (P)  et  (P')  deux  plans  quelconques,  non  paral- 
lèles. Projetons  la  courbe  C  sur  un  plan  (Q)  arbitraire, 
parallèlement  à  la  droite  d'intersection  des  plans  (P)  et 
(P').  Soient  r  la  projection  obtenue  de  la  courbe  C,  D 
et  D' les  traces  respectives  des  plans  (P)  et  (P')  sur  (Q). 
Les  points  m  de  la  courbe  C,  où  la  tangente  est  parallèle 
au  plan  (P),  se  projettent  en  des  points  a  de  T  où  la 
tangente  est  parallèle  à  D.  De  même,  les  points  ni'  de  C, 
où  la  tangente  est  parallèle  au  plan  (F),  se  projettent 
en  des  points  tx'  de  V  où  la  tangente  est  parallèle  à  D'. 
Le  centre  de  moyenne  distance  des  points  [i.  étant  le 
même  que  celui  des  points  jx'  (n"  4),  on  en  conclut  que 
les  centres  de  moyenne  distance  respectifs  des  points  m 
et  des  points  ni'  ou  bien  coïncident,  ou  bien  sont  sur 
une  môme  parallèle  à  la  droite  d'intersection  des  plans 
(P)  et  (P').  Or  il  est  facile  de  voir  que  la  seconde  de 
ces  conclusions  ne  peut  être  admise.  Il  en  résulterait, 
en  eflet,  que,  lorsque  le  plan  (P)  varierait,   en  restant 
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parallèle  à  une  certaine  direclion,  le  centre  de  moyenne 
dislance  correspondant  décrirait  une  dioite  parallèle  à 
cette  direction,  et,  par  suite,  ([u'à  l'ensemble  des  direc- 
tions parallèles  à  un  même  plan  correspondrait,  comme 
lieu  du  centre  de  moyenne  distance,  un  plan  paral- 
lèle à  ce  dernier  plan.  Le  lieu  du  centre  de  moyenne 
distance  correspondant  à  toutes  les  orientations  possi- 
bles du  plan  (P)  se  composerait  donc  d'une  infinité  de 
plans,  ce  qui  est  impossible,  vu  que,  lorientation  du 
plan  (P)  ne  dépendant  que  de  deux  paramètres,  le 
centre  de  moyenne  distance  en  question,  à  moins  d'être 
fixe,  devrait  engendrer  une  surface  ou,  tout  au  moins, 
une  ligne  algébrique.  Donc  ce  cenlie  de  moyenne  dis- 
tance est  lixe. 

23.  Soient 

I     U,„  —  tU,n-i  —  t^  Um—2  —  ...  —  t'"  Mq  =  O. 

(l8)  <    Vn—tVn-i     -^t^Vn-ï     —...-^t^V^     =  (). 

(     W^-^-  tW,.-i    ^t'^KV,._2    ^^  .  .  .^-  fWd    =  O 

les  équations,  rendues  homogènes  à  l'aide  d'une  qua- 
trième variable  î,  de  trois  surfaces  algébriques,  les  lettres 
«,  v^  iv  désignant  des  polynômes  entiers  homogènes, 
en  ^,  j)  ,  z  d'un  degré  marqué  par  leur  indice. 

Supposons  que  Ion  fasse  varier,  dans  les  équa- 
tions (i8),  les  termes  qui  coiuiennent  t  à  un  degié  su- 
périeur au  premier,  les  autres  ne  changeant  pas.  Chacune 
des  surfaces  définies  par  les  équations  (i8),  par  rappoit 
à  un  système  d'axes  de  coordonnées  quelconque,  varie 
alors  en  conservant  la  même  développable  asymptote. 
D  ailleurs,  les  sommes  des  .r,  des  j^  et  des  z  des  points 
communs  aux  trois  surfaces  ne  dépendant  que  de  i/„,, 
tim^Ki  ^n-,  ^'«-11  Wr,  *iV_i   (  n"  -0),  OU  voit  que  le  centre 


(  ^84  ) 
de  moyenne  dislance  des  points  d'intersection  des  trois 
surfaces  restera  fixe.  Ainsi  se  trouve  établi  le  théorème 
suivant,  dû  à  Liouville  ('),  et  tout  semblable  à  celui 
que  l'illustre  géomètre  a  donné  pour  les  courbes  planes 
(n°  5)  : 

Le  centre  de  moyenne  distance  des  points  communs 
à  trois  surfaces  algébriques  reste  Jixe,  lorsque  chacune 
de  ces  surfaces  varie,  en  consentant  la  même  dèvelop- 
pahle  asymptote. 

24.   Soit 

(19)  fi^^.r^  z)  =  o 

l'équation  d'une  surface  algébrique  de  degré  quelconque 
m,  rapportée  h  un  système  d'axes  de  coordonnées  rec- 
tangulaires. 

Les  pieds  des  normales  menées  à  cette  surface  par  un 
point  de  coordonnées  a:  ^  a,  j'  =::  Z»,  z  =  c,  sont  à  l'in  - 
terseclion  de  celle-ci  avec  la  courbe  de  degré  m^,  dé- 
finie par  les  équations 

X  —  a        y  —  b       z  —  c 

(20)  -  -^  - 


Jx  Jy  J  z 

Supposons  que  la  surface  (9)  ne  possède  aucune  nappe 
parabolique  (-),  et  déformons-la,  en  lui  laissantla  même 
développable  asymptote.  Les  termes  de  degrés  m  et 
m  —  I  de  l'équation  (19)  ne  subissent,  dans  cette  hypo- 
thèse, aucun  changement,  et  il  en  est  manifestement  de 
même  des   termes  de  degrés  m  et  m  —  i   des  équations 


(')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  i"  série, 
t.  VI,  p.  Sgi. 

(")  Nous  supposerons  de  plus  que  la  surface  ne  contienne  pas 
Vombilicale,  c'est-à-dire  la  conique  à  l'infini  commune  à  toutes  les 
sphères.  Il  y  aurait  une  démonstration  spéciale  à  faire,  pour  étendre 
le  théorème  aux  surfaces  présentant  cette  particularité. 
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(^2o),  mises  sous  forme  entière.  La  courbe  (20) conserve 
par  suite  les  mêmes  asymptotes,  et  l'on  en  conclut,  en 
vertu  du  tliéorème  démontré  j)Ius  haut  (n"  2-3),  que  le 
centre  de  moyenne  distance  des  points  d'incidence  des 
normales  menées  d'un  même  point  à  une  surface  algé- 
brique, ne  possédant  pas  de  nappe  parabolique,  reste 
fixe,  lorsque  la  surface  se  déforme,  tout  en  consentant 
la  même  déueloppable  asymptote. 

Ce  théorème  ne  s'applique  pas  à  une  surface  ayant 
une  ou  plusieurs  nappes  paraboliques,  c'est-à-dire  tan- 
gente, en  un  ou  plusieurs  points,  au  plan  de  l'infini, 
parce  qu'alors  la  courbe  (20)  passe  par  ces  points  et  que 
le  centre  de  moyenne  distance  considéré  est  rejeté  à  l'in- 
tini . 

25.   Soient,  en  coordonnées  homogènes, 

(21)  U,n-\-tU,n-i-+-  t-U,„—2-^.  .  .-h  t'"Uo=  O 

l 'équation  d'une  surface  algébrique  fixe, 

/  (iH- X)  p„-f- i;(p„_i-f- Xii'„_,) 

]  -f-  ï2((;^_,^_X«V„_2)-l-.  .  .-I-  ^«(C0+  Xw'o)=  O, 

(  22  )       < 

(l  +  X  )/>,.+  «(/?,._! -f- Xgr,._i) 

l        -Hï2(^,._2+  X^,._2)-H...-h  <'-(/>o+ Xg'o)=  O 

les  équations  de  deux  faisceaux  de  surfaces,  dépendant 
d'un  même  paramètre  variable  X,  et  telles  que  les  sur- 
faces de  chacun  des  faisceaux  aient  les  mêmes  directions 
asymptotiques.  Dans  les  équations  précédentes,  les  let- 
tres «,  V,  w,  p  et  q  désignent  des  polynômes  entiers  en 
X,  y,  z,  d'un  degré  marqué  par  leur  indice;  t  est  une 
cpiatrième  coordonnée  introduite  pour  l'homogénéité. 
Pour  chaque  valeur  de  X,  les  équations  (23)  définis- 
sent une  courbe,  intersection  complète  de  deux  surfaces 
qui  se  correspondent  anharmoniquement  ;  et  les  diverses 
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courbes  qu'on  obtient  ainsi  ont   les   mêmes  directions 
asjmptotiqucs. 

D'après  le  théorème  fondamental  de  Liouville  (n"  20), 
la  somme  des  x,  la  somme  des  y  et  la  somme  des  z  des 
points  de  rencontre  d'une  quelconque  des  courbes  (22) 
avec  la  surface  (21)  ne  dépendent  que  des  coefficients 
des  termes  des  équations  (22)  compris  dans  Vn-,  Pr^ 
vn.i-+-'kwr,-^  et  P'-'-^^'-'-  on  sait  de  plus  que  les  coef- 

I  -H  X  1  -f-  A 

licients  de  ces  deux  derniers  groupes  de  termes  n'en- 
trent que  linéairement  dans  l'évaluation  de  ces  sommes. 
Par  suite,  les  coordonnées  i,  tj,  "C  du  centre  de  moyenne 
distance  des  points  communs  à  la  surface  (21)  et  à  l'une 
quelconque  des  courbes  (22)  ont  des  expressions  delà 
forme 

aX-f-6  cl-i-d  r_^^~^/ 

^        ^  ■  A-4-I  A-r-l  A-r-l 

a,  5,  c,  d,  e, /désignant  des  constantes.  On  en  conclut 
que  le  lieu  de  ce  centre  de  moyenne  distance  est  une 
droite.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  qui 
est,  pour  l'espace,  l'analogue  d'un  théorème  démontré 
plus  haut  (n"  17)  pour  le  plan  : 

Etant  dontiés  une  surface  a/^^ébrii/iie  fixe  et  deux 
faisceaux  de  su? faces  algébri(/ues,  ayant  respect we- 
vienl  les  mêmes  directions  asyniptotiijues,  le  lieu  du 
centre  de  moyenne  distance  des  points  communs  à  La 
surface  fixe  et  à  la  courbe  d' intersection  de  deux  sur- 
faces, se  correspondant  anliarmoniq uemeut  dans  les 
deux  faisceaux,  est  une  ligne  droite  {*). 


C)  On  voit  immédiatement  que,  si  les  surfaces  de  chacun  des 
deux  faisceaux  avaient  la  même  dévcloppable  asymptote,  le  centre 
de  moyenne  distance,  dont  il  est  ici  question,  serait  un  point  fixe 
(n°  '23). 
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De  la  (orme  des  relalioiis  (aS)  ou  en  conclut  en  outre 
(ju'f7    y    a    correspondance   anliarmoiiujue    entre   les 
courbes  et  les  centres  de  moyenne  distance  de  leurs 
points  rTintersection  avec  la  surface  fixe. 

26.   Soit 

(  2  (  )  /(-p,  y^  z)=  o 

l'équation  d'une  surface  algébrique  quelconque,  rap- 
portée à  un  système  d'axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires. Les  normales  menées  à  cette  surface  par  un 
point  dont  les  coordonnées  sont  a:  =  ap,  j  =  ^p,  z  =  yp, 
ont  leurs  points  d'incidence  respectifs  à  la  rencontre  de 
celle-ci  avec  la  courbe 


(25) 


qui  peut  être  considérée  comme  l'intersection  complète 
des  deux  surfaces 

Or,  lorsque  \  varie,  c'est-à-dire  lorsque  le  point 
(a)v,  p)v,  yX)  décrit  une  droite,  les  deux  dernières  équa- 
tions définissent  deux  faisceaux  de  surfaces,  satisfaisant 
aux  conditions  du  dernier  théorème  démontré  (n°  25). 
Donc,  en  vertu  de  ce  théorème,  on  peut  dire  que  le 
centre  de  moyenne  distance  des  points  d 'incidence  des 
normales,  menées  d'un  point  mobile  à  une  surface 
algébrique  quelconque,  décrit  une  droite,  lorsque  le 
point  mobile  décrit  lui-même  une  droite. 

Il  y  a  correspondance  anharmonique  entre  le  point 
mobile  et  le  centre  de  moyenne  dista/ice  qui  s'en  dé- 
duit. 
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Plus  simplement  : 

Étant  donnée  une  surface  algébrique,  un  point  va- 
riable et  le  centre  de  moyenne  distance  des  pieds  des 
normales  menées  de  ce  point  à  la  courbe  décri\^ent  deux 
figures  homo graphiques. 

L'homographie  est  d'ailleurs  ici,  comme  dans  le  cas 
analogue  relatif  au  plan  (n°  19  i,  de  l'espèce  particu- 
lière désignée  sous  le  nom  ôî' affinité. 

27.  Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  ces  développements  : 
le  but  que  j'avais  en  vue,  dans  la  présente  étude,  était 
moins  de  faire  connaître,  quelque  intéressants  qu'ils 
soient,  des  résultats  dont  plusieurs  ne  m'appartien- 
nent pas,  que  de  montrer  comment,  dans  un  ordre 
de  questions  qui  semble  exiger  l'intervention  du  cal- 
cul, il  est  possible,  sans  rien  sacrifier  de  la  rigueur, 
de  remplacer  les  développements  analytiques  par  de 
simples  raisonnements  synthétiques.  Des  considérations 
de  même  nature  m'ont  servi  récemment  dans  une  Note 
Sur  quelques  propriétés  involutives  des  courbes  algé- 
briques (  '  ) . 


(')  Rendiconti  del  circolo  matematico  di  Palermo  (t.  III, 
p.  42  à  48).  Le  principal  théorème  de  cette  Note  a  été  démontré 
et  généralisé  dernièrement  (  p.  laS  de  ce  Volume),  par  M.  Emile  Bo- 
rel,  élève  à  l'École  Normale  supérieure,  qui  a  employé  avec  succès 
des  procédés  de  démonstration  analogues  à  ceux  dont  j'avais  déjà 
fait  usage  à  cette  occasion,  et  qui  font  l'objet  principal  du  présent 
travail. 
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DEl\  TIIEOHEMES  (iE\ERAL\  SUR  LES  TRAJECTOIRES 
DE  POI.XTS  ET  LES  E.WELOPrES  DE  DROITES  DA\S  LE 
PLA\('); 

Par  m.  m.  dOCAGNE, 
Ins;énieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


I .  Si  une  droite  issue  du  point  M  coupe  la  courbe  C 
au  point  P  sous  l'angle  9,  je  dis  que  MP  est  une  distance 
sous  V angle  H  du  point  M  à  la  courbe  C. 

Lorsque  H  =  o,  la  distance   correspondante    est  dile 

tangentielle ;  lorsque  ^  =  7'  elle  est  dite  normale. 

Soient  /, ,  /o,  ....  1,1  les  di.stances  sous  l'angle  0  du 
point  M  à  une  ou  plusieurs  courbes  C.  Si  ces  distances 
sont  liées  par  la  relation 

le   point   _M  tlécrit    une    courbe   (M)  dont    nous    allons 
déterminer  la  normale. 

Considérons  une  des  distances  MP/=  /,.  Soit  Q/  le 
centre  de  courbure  répondant  au  point  P,.  L'angle  de  la 
normale  P/i^,  avec  MP/  étant  constant,  on  a  le  point  H, 
où  MP/  touche  son  enveloppe  en  abaissant  sur  cette 
dioite,  du  point  Q/,  la  perpendiculaire  0/H/.  Soit  ^i  le 
point  où  0/H/  coupe  la  normale  cherchée;  on  a,  en  ap- 
pelant ds  la  dififérentielle  de  l'arc  de  la  courbe  (M),  dx, 
la  didérentielle  de  l'angle  que  fait  MP,  avec  un  axe  fixe 


(')  Les  énoncés  de  ces  théorénne?  ont  été  communiqués  à  l'Aca- 
démie des  Sciences  (voir  Comptes  rendus,  séance  du  23  décembre 
1889). 
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quelconque  du  plan 

d'où 

Mais,  si  a;  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
Q/  sur  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (M),  on  a 

iMN,  ~  MH/  ' 
par  suite 

Si  donc,  dans  l'équation  obtenue  par  dilïérentiation 
de  la  relation  donnée,  on  remplace  d'/, ,  dl.-,  ■  ■  ■  •>  dln  pa»" 
leurs  valeurs  tirées  de  la  formule  précédente,  on  obtient, 
après  suppression  du  facteur  commun  ds^ 


mît;  dty  ^  MH2  dU^  '"       MH„  dl,^ 


=  o. 


Cette  équation  exprime,  en  vertu  du  théorème  des 

I  f/c5 

moments,  que  le  centre  de  gravité  des  masses  ^Jjî;  ^^  ' 

'     ^,...,_L_   _1-,    respectivement    appliquées   en 

Q, ,  Qo,  . . . ,  0„,  se  ti'ouve  sur  la  normale  MN,  No  •  •  .  N„. 
De  là  ce  théorème  : 

Théorème  I.  —  Si  les  distances  sons  Vangle  0, 
MP,  =  /,,  MP2=  /o,  . . . ,  MP„=  /,o  d'un  point  M  /^ 
zme  ou  plusieurs  courbes  C,  507if  liées  par  la  relation 

et  si  les  centres  de  courbure  fi,,  Oo,  .  .  . ,  0«  répondant 


(  29'    ) 
aux  points  1^, .  P..  .  .  .  .  P„  se.  projettent  respectivement 

<'«  H, ,  IL,  . . . ,  H„  sur  MF, ,  MPo,  . . . ,  -MP„,  la  normale 
à  la  trajectoire  du  point  M  passe  par  le  centre  de  gra- 

,ilé  des  masses  ^^'-^^,  ^^  ^^  '  "  •  '  ^îj,;  ^'  'espec- 
tivement  applicpiées  en  Q,,  Oo,  . . . ,  t>„. 

2.  Lorsque  0=10  (distances  taugenlielles  ),  H,, 
H^,  .  . . ,  H„  coïncident  respectivement  avec  P,,  Po,  . . .  , 
P„.  Remarquons  alors  que 


'.rii.-  jnv 


W 


on  tombe  sur  le  théorème  ohtenu  récemment  par  M.  .1. 
Poniey  dans  les  Nouvelles  yinnales  (1889,  p.  027)  par 
une  tout  autre  voie. 

3.   Lorsque  ^  =  -  (distances  normales).  H,,  H^ 

W,i  coïncident  respectivenient  avec  Q,,  ih lî„  {|ui  se 

trouvent  alors  sur  MP,,  MPo,  .  .  . ,  MP„.  Or,  d'après  le 
théorème  de  Lagrange  et  Leibnitz,  le  centre  de  gravité 

des  masses  ^  J^^  '  ^  ^^  '  •  •  •  '  Xîk  ^  appliquées 
en  Q),  Qo,  .  .  . ,  Q«  se  trouve  sur  la  résultante  des  vecteurs 

do     do  do    .  ,     AI  •  I-   •    . 

-77-'  -rr  •>  •  •  •  ■>  -rr  issiis  de  iM  el  respectivement  tln-isres 
dl^     dU_  dln  ^  ^ 

suivant  MO,,  MQ^-^  •  •  •  ^  jM^«:  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  MP,,  MPo,  ...,MP„.  Cette  résultante  se  con- 
fond donc  avec  la  normale  eu  M  à  la  courbe  (M  )  et  l'on 
retrouve  ainsi  le  classique  théorème  de  Poinsot  (  '  ),  gé- 
néralisé pour  le  cas  du  plan. 

(')  JuuriKil  de  l'École  l'olytt'chnique.  \IIl*  Cahier,  p.   206-a'ii. 
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-i.  De  même,  si  la  perpendiculaiie  élevée  en  A  à  la 
droite  D  coupe  la  couibe  C  au  point  P  sous  l'angle  0,  je 
dis  que  AP  est  une  distance  sous  l'angle  H  de  la  droite 
D  à  la  courbe  C. 

Cliercbous  à  déterminer  la  normab;  à  Tenveloppe 
d'une  droite  D  dont  les  dislances,  sous  l'angle  0,  /, , 
/o,  . . . ,  //,  à  diverses  courbes  C  sont  liées  par  la  relation 

0{li.  f.,, /„)  =  o. 

Soient  A,P/=r  //  une  de  ces  dislances,  et  tî/  le  centre 
de  courbure  répondant  au  point  P,  ;  l'angle  de  A^P/  avec 
la  normale  P/ û/  étant  constant,  le  jioint  H/  où  A/P/ 
touche  son  enveloppe  est  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  sur  cette  droite,  du  centre  de  courbure  Q/. 

Soit  M  le  point  où  la  droite  D  touche  son  enveloppe 
(D).  La  normale  à  la  courbe  (D),  c'est-à-dire  la  perpen- 
diculaire élevée  en  M  à  la  droile  D  coupant  H/ Q/  en  ]N,-, 
ce  point  est  le  centre  instantané  de  rotation  de  l'angle 
droit  P/ A,-  M,  etN,-  A,  est  la  normale  à  Ja  courbe  décrite 
par  le  point  A^-.  On  a  donc,  en  appelant  r/a  la  difïéren- 
tielle  de  l'angle  que  fait  la  droile  D  avec  un  axe  fixe 
quelconque  du  plan 

dJ,  =  N,  ili  d'A. 

ou,  si  iij  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  Li/ 
sur  la  droite  D, 

d/ir=MO]   di. 

La  dillérentiation  de  la  relation  donnée  conduit  donc, 
en  tenant  compte  de  cette  formule  et  supprimant  le 
facteur  commun  r/a,  à  l'équation 

do  do  d':i 

qui    monlre    que  le    centre  de  gravité   des   masses  -~  ■> 


(  2  9'^  ) 

do  do  .  1-        •  t\      (\ 

-jj-,  •  '  •  ■>  -jf   respeclivenient  appliquées  en  12, ,  llo,  .  .  . , 

Ù„  se  trouve  sur  la  normale  clierchée  MN,  INo .  • .  N^.  On 
peut  cloue  éuoncer  la  proposition  suivante  : 

Théocième  II.  —  Si  les  distances  sous  Vdu^le  0,  /,, 
/o,  ...,///  d'une  droite  D  à  une  ou  plusieurs  courbes  C, 
sont,  liées  par  In  relation 

la  normale  à  l'enveloppe  de  la  droite  D  jxisse  par  le 

.  do     do  do 

centre  de  sravilé  des  niasses  -rr- ?  ~  7  ■  ■  •  ■<  -jj-  ■>  respec- 
^  dli     dlo  dlfi  ' 

tivement  appliquées  aux  centres  de  courbure  corres- 
pond ajits  des  courbes  C 


5.  Lorsque  9  =:  -  (distances  normales),  Q,,iîo,  .  . . ,  Q„ 

sont  respectivemeut  situés  sur  x\i  P,,  AoPo^  -  •  •  »  A„P„; 

on  voit  donc  alors,  en  projetant  sur  la  droite  D,  que  le 

point  de  contact  M  est  le  centre  de  gravité  des  masses 

do      do  do  .  !•       '  A 

-77- '  -TT  '  •  •  •  ' -r,-    respectivement    appliquées     en    A|, 
dli     dh_  dl,i  ^  ri      j 

Ao,  ...,  A„. 

On  retrouve  ainsi  un  théorème  que  M.  H.  Laurent  a 

obtenu  par  la  voie  analjticpie  ('  ). 


(')  Nouvelles  Annales,  :'.'  série,  t.  \II[,  1871. 


■^9^ 


SUR  L'ETUDE  I^TRÎ\SEQIIE  M^  SlilIFACES  RÉGLÉES  ; 

Pau  m.  K.  CESARO. 


Nos  Remarques  sur  les  surfaces  gauches  (')  contien- 
nent, sous  une  forme  plus  ou  moins  explicite,  les  théo- 
rèmes énoncés  par  M.  Bioclie  dans  une  Communica- 
tion Sur  les  surfaces  réglées  passant  par  une  courbe 
donnée,  cjui  vient  d'être  faite  à  l'Académie  des 
Sciences  (^).  On  sait  combien  il  est  commode,  pour  étu- 
dier les  surta(;es  gauches,  de  prendre  pour  axes  la  tan- 
gente, la  Linormale  et  la  normale  principale  en  un 
[)oint  mobile  de  la  ligne  de  striction.  Si 

a  =  cosO,  6  =  sin6sinç.,         c  =  sinOcos(f, 

sont,   par  rapport  à  ces  axes,  les  cosinus  directeurs  de 
la  génératrice,  on  a,  avec  les  notations  de  M.  Bioche, 


da                        db 

~0o)c. 

de 
ds 

c'est-à-dire 

dii 

-7-    =  —  (0  COSCi, 

ds                       ' 

d(o 
Ts  ~ 

~  -+-  0)  col  6  sinç. 

Go, 

G,)  étant  la  valeur  de  la  courbuie  totale  G  sur  la  ligne 
de  striction.  Plus  généialeinenl 

<r/0  of)  do  00 

-r-  =  —  tu  cos 0-1 j-  1  ~  =  ~  -i-  tu  cou)  sin  Ci  -f-  -r-^ 

ds  '        ds  ds  '         ds 

(pielle  (jue  soit  la  combe   fondamentale,   en   désignant 


(')  Xoitvelles  Annales,  1889;  p.  '\'\5-'\^^- 
{-)  Co/tipfes  rendus,  10  mm-s  iSr)o. 
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par  oO  ol  o-s,  les  variations  éprouvées  par  0  et  'j  lorsqu'on 
passe  du  point  5  au  point  s  -f-  </,v,  les  axes  restant  fixes. 
Soit  o-l  l'angle  des  génératrices  issues' de  ces  points, 
et  D  l'inclinaison  du  plan  tangent  sur  la  commune  per- 
pendiculaire aux  deux  droites,  de  sorte  que  D=  o  sur 
la  ligne  de  striction,  D  =  90"  à  l'infini.  On  sait  cpie  la 
courbure  totale  en  tout  point  de  la  surface  est 

G  =  G,i  cos-  D, 

et  il  est  aisé  de  voir  que 

06  =  o'i/  sin  D,         o'i  =  o'ii  —, — -  . 
'  '    smd 

Cela  étant,  en  vertu  de  la  définition  du  paramètre 
distributeur  des  plans  tangents,  la  distance  de  deux 
génératrices  consécutives,  évidemment  égale  à 

—  pinO  cosD  dx, 
est,  d  autre  part,  exprimée  par  —-•  h,n  conséquence. 


-5!-=— G p-,  -^  =  — G  sinetangD,  -^=  —  G. 

as  cosD  as  as 

Les  formules  fondamentales  pour  l'étude  intrinsèque 
des  surfaces  réglées  sont  donc 

-7-  =  —  co  cos '.5  —  G  sin 6  tan<rD.        -—  =  -  —  co  cotf)  sino —  G. 
ds  '  °     ■        ds 

Lorsque   la  génératrice  est  invariablement   liée  aux 
axes  mobiles,  ces  formules  donnent 


coso 
G  ^  —  -I-  oj  cotf)  sin  o  =  —  co  — : — y-  roi  D. 

sinf) 

Si  l'on  observe  que  la  longueur  du  segment  de  gêné- 
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ratrice,  intercepté  par  la  courbe  à  partir  du  point  cen- 
tral, est 

.   _        tan<;D  _        sinDcosD 

'■~~'~Gr=       G — ' 

on  ol)tient,  par  élimination  de  G  et  D,  l'équation 

(MCI  -i-  t: 6 )-  -I-  (  w'- -f-  -•- )  c-  =  — , 

qui  représente  le  cylindre  signalé  par  M.  Bioclie  et, 
avant  lui,  par  d'autres  (').  De  même,  l'observation  de 
M.  Bioclie,  relative  au  changement  de  t:  en  ti  —  G,  est 
comprise  parmi  les  Remarqties  sur  les  surfaces  gau- 
ches (-).  Quelques  énoncés  de  cette  jNote  contiennent, 
à  vrai  dire,  des  restrictions  inutiles,  dues  au  choix  par- 
ticulier qu'on  a  voulu  iaire  de  la  courbe  fondamentale^ 
mais,  en  ne  rien  supposant  sur  celte  ligne,  il  est  facile 
de  restituer  aux  énoncés  dont  il  s'agit  toute  la  généra- 
lité dont  ils  sont  susceptibles,  et  l'on  peut  alors  étudier 
fort  aisément  les  lignes  asymptotiques  (»=  o),  les  géo- 
désiques  (o  =  90°),  les  lignes  de  courbure,  etc.,  en  at- 
tribuant à  G,  successivement,  les  formes 

~,     — -i-ojcolO.      (ocorOsiii'j. 

Soient  r  et  A  les  valeurs  de  G  et  D,  relatives  à  la  sur- 
face formée  par  les  normales  à  la  première  surface,  le 
long  de  la  ligne  considéiée.  Si  l'on  change  9  et  o  en 
90°  et  es  -h  90"  dans  les  formules  fondamentales,  on  ob- 
tient les  relations 

r  :=  G  —  oj  cotO  sino.  r  lang  A  =  w  sin  '^, 


(')  Alalhesis,  iSSô,  p.  199:  \ouvelles  Annales.  iS^Sp,  p.  ^5fi. 
(')  IVouvellcs  Annales,  18X9,  p.  .'('17. 


(  --'-jy  ) 

(iiii  (■xplKjUt'iiL  fonuin'iil  il  sv.  (ail  que  1  ccjualioii  r=  o 
(  aratléiisc  les  lignes  de  coiubiue  de  la  surface.  On  s'en 
rend  compte  aussi  en  remarquant  que  A  est  l'angle  que 
la  tangente  à  la  coui'be  foudaïuentale  fait  avec  sa  con- 
juguée, génératrice  de  la  développahle  circonsc-rite  : 
ré(|uatiou  A  =  go"  caractéiise  aussi  les  ligues  de  cour- 
Inue. 


SIR  LES  TRAJECTOIRES  ORTHOGOMLES  D'l'\E  LIG\E  MOBILE; 

Par  m.  (iKMiMAx.)  l'IRONDlM. 


1.  Soit  L  uueligne  quelconcjue  à  double  courbure:  dé- 
signons respectivement  par  (./■,  }  iz)^  (cosa,  coSji,  cosy), 
(cosA,  cosjj.,  cosv),  (cos/,  cos///,  cos«),  .!>,  /y,  /•  les  coor- 
données d'un  point  ai'bitraire  de  la  ligue,  les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente,  il<'  la  normale  principale  et 
de  la  binormale,  l'arc,  le  rayon  de  courbure  et  le  rayon 
de  torsion. 

On  peut  construire  en  un  point  quelconque  de  L  le 
Irièdre  trirectangle  formé  par  la  tangente,  par  la  nor- 
male principale  et  par  la  binormale  (trièdre  fondamen- 
tal). 

Considérons  le  mouvement  déterminé  par  ce  tiièdre 
qui  se  déplace  de  manière  à  rester  toujours  le  trièdre 
fondamental  de  L.  Si  A  est  une  ligne  liée  invariablement 
au  trièdre  mobile  r,  et  si  l'on  désigne  par  ^,  r,,  Z,  les 
l'oordonnées  d'un  point  quelconque  P  de  A  par  rapport 
a  ce  trièdre,  les  coordonnées  de  P,  rapporté  à  un  système 
d'axes  fixes,  sont 

X  =r  r  -,    :  cosx  -^  Y  ro^A  -4-  Z  los/,  .  .  .: 


(  ^98  ) 
d'où,  par  dérivation, 

l  -T-   =  -  cû^a  -+-  r.  cosÂ  -+-  i  cos/, 
\  d'y  "  ■ 

(')      ' 

ïàX        (  r,\  (\         r\  ,         r, 

f  ^—  :=     I  —  -     cosa-l-  (  — h-     cos  A cos/,  .... 

'   0.9         \  p  /  \'^         -^j  I  r 

0"  étant  l'arc  de  A.  Ces  formules  donnent 

Sur  la  surface  engendrée  par  la  ligne  mobile  les  lignes 
représentées  par  les  équations  3-=:const.,  .v  =  const. 
sont  orthogonales  lorsqu'on  a  la  relation 

Si  Ton  dérive  (2)  par  rapport  à  la  variable  s^  ou  ob- 
tient l'égalité 

f^)'(^V-r^)-(;;)'(.r-vr)=o, 

(jue  l'on  pcMit  écrire 


(0'     '"■""■ 


Le  premier  membre  est  une  fonction  de  3-,  tandis  que 
le  second  est  une  fonction  de  5  5  on  doit  donc  avoir 


ay 


,  =  ».  ''fr 


a  étant  une  constante  arbitraire.  La  première  équation 
donne 


(  >)  -  =  -  -^h. 

0         /• 


(  '^99  ) 

h  ('LaiiL  iiiic  nouvelle  coiislaiiLe,  ec  qui  démontre  (|ue  les 
<leu\:  eourbures  do  la  dirccti  i(;c  L  soûl  liées  euLrt^  l'iies 
|).ir  une  relation  linéaire.  La  second'.;  é(juation  peut 
s'écriri; 


* 


I 


dOu,  par  uitégraluju, 

lof;r,  =  loge  -T-  lo-(Ç -!-«;)> 
e  «'sf-à-dire 

(4)  r^=c(a\^^), 

c  étaiil  une  constante  arbitraire. 
La  relation  (  2)  se  réduit  alors  à 

d'où,  en  intéi^rant, 

lo^ï  =  loge  -i-  Iog(6r]  —  1), 
(  est-à-dire 

(5)  '^  =  e(ùr^—i), 

e  étant  une  constante  quelconque.  Les  équations  (4)i 
(.5)  représentent  une  droite  dont  la  position  dépend  des 
constantes  «,  ^,  c,  e;  d'ailleurs  a,  h  sont  données 
aussitôt  que  I  on  donne  la  courbe  L  directrice  du  mou- 
vement. 

Si  l'on  considère  a  et  b  lixes  et  les  constantes  arbi- 
traires c  et  e  comme  des  fonctions  d'un  paramètre  in- 
dépendant ?,  les  équations  (4),  (5)  représentent  une 
surface  réglée  S. 

Les  lignes  demandées  sont  les  génératrices  reciilignes 
d'une  telle  surface  réglée  et  chaque  ligne  plane  ou 
à  double  courbure  que  l'on  peut  considérer  comme  l'en- 


(  3oo  ) 

veloppe  d'un  syslèiiic  de  ces  droites.  Cherclioiis  donc  si 
les  droites  dont  on  vient  de  parler  peuvent  engendrer 
des  surfaces  développa  blés. 

Les  équations  (4),  (o)  peuvent  s'écrire 

(6)     ^(i  —  abcO^^bceX.  —  e,         r,  (i  —  abce)=ct  —  «ce, 

et  la  surface  représentée  par  ces  écjuations  est  dévelop- 
pable  lors(ju'on  a 

il         bce         (I         lice  d  e  cl  c 

lit   I  —  abce  dt    i  —  abce        dl    i  —  abce  dt   i  —  abce 

Si  l'on  développe  cette  égalité,  on  trouve 


,       ,  de  de 
abce)-  -7-  -—   =  o, 
'    dt   dt 


ce  qui  donne 


de  .  .  de  ,  .  , 

-T-  =  o,         ou  bien  -—-  =  o,  ou  hitMi  ahce  =  i. 

dt  dt 

JjOrsque  -^  =  o.  le  plan  (4)  reste  invaiiable  de  posi- 
tion et  la  surface  réglée  S  se  réduit  à  ce  plan  ;  les  géné- 
ratrices de  cette  surface  sont  les  intersections  du  plan 
fixe  (4)  et  du  plan  mobile  (5). 

Si  l'on  remarque  que  ce  plan  passe  toujours  par  la 
droite  ii\e 

i  =  o,  /^Tj  =   1, 

on  conclnt  (|ue  les  génératrices  rectilignes  de  la  surface  S, 

placées  sur  le  plan  (4),  enveloppent  un  point. 

Si  l'on  suppose 

de 

-r-  =  o. 
dt 

le  plan  (5)  est  invariablede  position  et  la  surface  réglée 
se  léduit  à  ce  [)Ian  ;  les  génératrices  rectilignes  de  cette 
surface    sont    les  intersections  du    plan    fixe   (.V)   et   du 


(  -Ol  ) 

[ilaii  mobile  {/\),  (jui  passe  toujours  par  I.i  droite  lixe 
r,  =  o.         a-  --  Z_  =  o. 

Donc  l'enveloppe  des  génératrices  reetiligncs  de  la 
surface  S,  sur  le  plan  (5),  est  aussi  un  point. 

Considérons  maintenant  la  condition  <7./^cc^  =  i  ;  l(.'s 
relations  ( 4),  (5)  de\iennent 

'r,  =  ffc  ;  —  et' 
ac'^  =  r,  —  ace; 
d'où 

^  =  ae. 

Le  système  (4),  (5)  équivaut  donc  an  suivant 

^  =  ae.         i  =  e(br,  —i). 

La  première  équation  représente  un  plan  parallèle 
au  plan  coordonné  ^  =  o;  les  intersections  du  plan 
\  ariable  "Ç  =  ae  el  du  plan  variable  ç  =  e(  br^  —  i)  for- 
ment donc  une  surface  réglée  à  plan  directeur. 

Par  conséquent  les  génératrices  n'enveloppent  aucune 
ligne. 

On  a  donc  ce  tbéorènie  : 

Si  l  on  pose  la  condition  (jaune  ligne  A,  lice  inva- 
I  lahlement  au  triedre  fondamental  d'une  courbe  de 
i  espace  soit  toujours  orthogonale  aux  trajectoires  ' 
décrites  par  ses  points,  lorsque  le  niouv^ement  s'ef- 
fectue de  manière  (fue  le  trièdre  mobde  soit  toujours 
le  triedre  fondamental  de  la  ligne  L,  cette  ligne  doit 
avoir  ses  courbures  liées  entre  elles  par  une  équation 

linéaire  -  =  -  -\-  h.  et  la  ligne  mobile  A  est  une  "éné- 

ratrice  rectiligne  quelconque  de  la  surface  réglée 
représentée  par  les  équations  (4),  (^jj  dans  lesquelles 
c,  e  sont  des  fonctions  d' un  paramètre  indépendant 
ipielconque  t. 
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Lorsque  la  dircclrice  est  plane,  j,—o,  et  lacondiliou 
à  vérilier  devient 

p 

te  qui  exige  que  la  directrice  soit  uu  cercle. 
Or  nous  avons 


c 


d'où  par  inlégration 

log^  =   logHi  -h  log(Y,  p), 

c'est-à-dire 


ï  — 


7??.(r,  —  p). 


m  étant  une  constante  arbitraire. 

Cette  équation  représente  un  plan  passant  par  la 
perpendiculaire  élevée  du  centre  sur  le  plan  du  cercle^ 
la  génératrice  est  une  ligne  quelconque  placée  sur  ce 
plan,  et  le  mouvement  est  une  rotation  autour  de  la 
perpendiculaire  susdite. 

Lorsque  la  directrice  est  une    droite,  -  =  o  et  -  de- 

vient  indéteriuijié;  si  l'on  considère  -  comme  constant, 
l'égalité  {'2)  devient 

c'est  l'équation  d'une  ligne  qui,  dans  le  mouvement  hé- 
licoïdal autour  de  Ùc,  pour  lequel  le  rapport  de  la   vi- 
tesse de  translation  à  celle  de  rotation  est  /■,  reste  ortho- 
gonale aux  hélices  décrites  par  ses  points. 
Si  l'on  considère  /•  =  o,  on  a 

T^r— r,'^  =  o;  fin  11  r,  =/>r. 

équation  d'un  plan  qui  passe  par  l'axe  des  ç.  La  sur- 
face est  donc  une  surlace  de  révolution  quelconque  dont 
la  courbe  mobile  est  la  ligne  uiéridienne. 


(  3o3  ) 

':2.  Ou  [)L'Ut  clonuer  luic  i^i'iuhalisaliuii  du  lli(';(jiôint; 
(léinonué  au  a"  I.  Supposons  que  li;  niouvcnient  du 
triùdre  ait  lieu  de  manièi-e  que  l'origine  0  parcoure  une 
ligne  L,  que  les  arêtes  lie.  Ht  forment  deux  surfaces 
réglées  '!l,  -^  conjuguées,  ayant  L  pour  ligne  de  striction 
commune.  L'arête  Qr,  est  alors  toujours  normale  aux 
surfaces  S,  S,  le  long  de  la  ligne  de  striction.  On  peut 
construire  dans  l'espace  une  ligne  H,  dont  les  tangentes, 
les  binormales  et  les  normales  principales  soient  paral- 
lèles aux  arêtes  0;,  Q  T,  Qy,  . 

Si  l'on  conserve  les  notations  précédentes,  les  coor- 
données d'un  point  arbitraire  de  la  ligne  mobile  A,  dans 
une  de  ses  positions,  sont 

X  =  X  -{-c  cosao-r-  r,  co«),„  -!-  Ç  cos/y  ■  •  -, 

où  les  quantités  a^,.  À05  ^w  •  •  '1  relatives  à  la  directrice 
H,  ont  la  signification  établie  au  n"  1.  Si  5,  7  sont  l'arc 
de  la  ligne  L  parcourue  par  Q  et  celui  de  la  ligne  mo- 
bile A,  on  a 

—-— ^  cosao-!-r,  COSA0-+-C  cos<ut 
07 

d\  dso  cosao 

—  =  cos  X  —  r  ■ — - — 

Os  Pu      as 

/^  ds^  ^^  ^  f/so\    cosÀg  dsii  cos/o 

\     fo         ^    ro  /       ds  '    i-Q       ds 


Or  — -  est  l'angle  infinitésimal   formé   par  deux  tan- 

gentes  consécutives  de  H,  et  par  conséquent  il  est  égal  à 
l'angle  (o  de  deux  génératrices  consécutives  de  i].  Pareil- 

ds 
lement  — -  est  égal   à   l'angle   infinitésimal   (o,    de  deux 
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génératrices  consécutives  Je  S-,  on  a  donc 

__  =  fosa  — T,  -y-  osao  -^ j-^-^  co?Ao— /,  -r  cos/„, 

()s  as  as  as 

d'où  l'on  déduit 

F  =  V  —   —  =  :'S  cosacnsao  — r/1  co«À„-^C-  cosacos/o 

Si  Ton  rciMarijue  que 

Z  cosa  coso!o=  cos/,  Zcoea  co?/„=  ?in'- 

i  étant  Tangle  sous  lequel  la  ligne  de  striction  L  coupe 
les  génératrices  de  ^,  et  que  I  cos  a  cosAo  —  o,  «n  a, 
pour  condition  d'ortliogonalilé  des  lignes  A-=:const., 
■7  =  const., 

(  -  )    F  =  ï'  cos  /  -K  r'  SMW  -^  -p  (  cr,  —  :  r,  -) j-  (  rX.  —  '^  ^  I  =  o. 

'  •  as  as 

Si  l'on  lait  i  =  o,  en  obtient  la  relation  (2);  si  Ton 
suppose  i  constant,  la  ligne  de  striction  est  géodésique 
sur  les  surfaces  gauches  S,  Si . 

Dans  cette  hvpollièse,  une  dérivation  par  rapport  à  s 
réduit  (7)  à 


(i)'''-'.'-'-'-c^y«"'- 


Cette  égalité,  par  des  considérations  analogues  à  celles 
développées  précédemment,  donne 


t'^  ^"^  1  /  /      )•    ,     y  , 

(H)  --  =  a-^  ^h.         r,  =  c{a'z-hZ), 

^  as  as 


ce  qui  réduit  l'égalité  (7)  à  la  suivante 

ï'cos?'-!-  Z'  *int  —  l>{  zj,'—  z'-f,  )=  o. 


(   ioj   ) 
Or  la  deuxième  égaillé  (8)  nous  ollre 


-  —  «;  :         (Ion         ;  = a-  , 


el  l'égalilé  précédciiU'  devient 

b^'  br' 


*^-     c 


sini        or. -r-rtsini — cos  / 


d'où,  par  intégration. 


■;in  i 


9  '  ~  ~ ^=  e(bT^  -^  (I  <i\\i  —  cosi  ). 


c 


La  première  équation  (8)  seit  à  caractériser  la  ligne  L 
parconrue  par  le  sommet  du  trièdre  mobile.  En  effet, 
l'angle  infinitésimal  (o,  formé  par  deux  génératrices 
consécutives  d'une  surface  réglée  dont  la  ligne  de  stric- 
tion est  géodésique,  est  donné  de  la  manière  suivante 


■  )  as. 


p  étant  le  rayon  de  courbure  et  r  celui  de  torsion  de  la 
ligne  de  striction. 

Pour  obtenir  l'angle  w,,  il  suffit  que  l'on  change  i  en 

^  —  -  tlans  l'égalité  qui  précède.  On  a  de  la  sorte 

/siiii         rosA    , 

co.=  (—  --y-)ds, 
el  l'équation  (8)  nous  donne  alors 

(fo)  (co?/ —  a  ^'ini  -  =  (sin/^-  a  cos;'»  — h  b. 

?  r 

Donc  : 

Si  l'on  pose  la  condilio/i   (/ne,  dans  le  mouvement 
cran  trièdre  trirectangle    s' ejj'cctaant   de    la  manière 

Ann.  de  Mathéinal.,  3'  série,  l.  I\  (Juin  iSfjo)-  -îô 
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quon  vieni  d'indù/uer,  une  ligne  invar iahlcnient  liée 
à  ce  trièdre  soit  orlJiogonale  aux  trajccloires  décriles 
par  ses  points,  le  sommet  du  trièdre  parcourt  une  ligne 
dont  la  courbure  et  la  torsion  sont  liées  entre  elles  par 
une  équation  linéaire  et  la  ligne  mobile  est  une  géné- 
ratrice rectiligne  quelconque  de  la  surface  réglée  re- 
présentée par  les  équations 


r^  =  c{a\  -r-  O,         ç  -î-  -j —  =  e{  bq  -H  a  sinj  cost), 


c  et  e  étant  des  jonctions  d'un   paramètre  indépen- 
dant . 

3.  Considérons  un  point  A  invariablement,  lié  au 
trièdre  fondamental  d'une  ligne  à  double  courbure  quel- 
conque L  et  désignons  par  ^,  r,,  Ç  les  coordonnées  de  A 
par  rapport  à  la  tangente,  à  la  normale  principale  et  à 
la  binorniale  de  L.  Dans  le  mouvement  du  trièdre,  le 
point  A  décrit  une  ligne  A,  dont  nous  désignons  par  a- 
l'arc.  La  première  des  redations  (i)  et  ses  analogues  nous 
donnent 

—  — -  =  (  I ]  cos  a  -+-  {  -  -T cos  A cos  l,  .... 

d<^   ds         \  p  /  \  p        /■  /  r 

et,  si  Fou  désigne  par  cosa,,  coS(j,,  cosy,  les  cosinus  di- 
recteurs de  la  tangente  de  A,  il  vient 


cos  ai  =  —  — 


(  I ■  \  ro?a  -!-  I 1 —      COSA  —  -  cns/ 

V  p/  \P         'V  r 


Si  donc  D  désigne  le  dénominateur  de  celte  fraction, 


(  •^>-7  ) 


ou  a 


p 
S  cosai  cosï  =  — rr^-} 

S  cosaj  cosX  =  !^— — — , 


X  cosai  cos  /  =  —  —  . 


La  condition  S  cosa,  cosa  =  o  équivaut  à  p  =  rj  ;  or  r, 
est  constant  dans  le  mouvement  du  trièdre,  par  consé- 
quent la  ligne  L  doit  être  à  courbure  constante. 

La  condition  S  cosa,  cosAr=:o  équivaut  à   -  = —  -, 

qui,  à  cause  de  la  constance  de  ^  cl  ^,  exprime  que  la 
ligne  L  est  une  hélice. 

La  condition  S! cosa,  cos/=  o  équivaut  à  —  =r  o,  qui 

est  vérifiée  lorsque  -  =  o,  ou  lu'en  r,  =  o -,  la  première 

condition  nous  apprend  que  L  est  plane  et  l'autre  exprime 

que  le  point  doit  être  sur  le  plan  rectifiant  de  la  directrice. 

Si  l'on  remarque  que  l'équation  y,  =  p  représente  un 

plan  parallèle  au  plan  rectifiant  de  L,  et  que  l'équation 

}.  =  —  -   représente   un    plan    passant   par  la  normale 

principale  et  par  la  droite  rectifiante  de  L,  on  a  le  théo- 
rème suivant  : 

Entre  les  points  liés  i/n'ariahlenient  au  trièilre  fon- 
chunentnl  d' une  ligne  à  double  courbure  L,  ceux  qui, 
dans  le  mouvement  dont  on  vient  de  parler,  décrivent, 
une  ligne  A  dont  la  tangente  est  perpendiculaire  res- 
pectivement à  la  tangente  ou  à  la  normale  principale 
ou  à  la  binormale  de  L,  sont  placés  d'une  manière 
quelcoiupLe  respectivement  sur  un  plan  passant  par  le 
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cenlre  de  courbure  paralleinenl  nu  plan  reclifiaiU  de  L, 
ou  sur  un  plan  déterminé  par  la  normale  principale  et 
la  droite  rectifiante  de  L,  ou  sur  le  plan  rectifiant  de  L. 
La  directrice  L  est  respectivement  une  ligne  à  cour- 
bure constante,  ou  une  hélice,  ou  une  ligne  entière- 
ment arbitraire. 

Lorscpie  la  directrice  est  plane,  le  point  que  l  on 
cherche  est  arbitraire. 

Les  points,  décrivant  des  ligues  dont  la  tangente  est 
perpendiculaire  k  la  tangente  et  à  la  normale  principal*;, 
c'est-à-dire  parallèle  à  la  binoruiale  de  L,  sont  sur  i'in- 
lersection  des  deux  premiers  plans  du  théorème  que  l'on 
vient  d'énoncer;  cette  intersection  est  parallèle  à  la 
droite  rectifiante  de  L  et  passe  par  le  cenlre  de  courbure 
de  cette  ligue.  La  ligne  L  doit  èlre  une  hélice  à  cour- 
bure constante,  c'est-à-dire  une  hélice  circulaire. 

Les  points,  décrivant  des  lignes  dont  la  tangente  est 
perpendiculaire  à  la  normaleprincipale  et  à  labinormale, 
e'est-à-dire  parallèle  à  la  tangente  de  L,  sont  sur  l'inter- 
section des  deux  derniers  plans  du  théorème  précédent. 
Cette  intersection  est  la  droite  rectifiante  de  L  et  cette 
licne  est  une  hélice. 
Donc  : 

Entre  les  points  invariablement  liés  au  triédre  fon- 
damental d'une  ligne  L,  ceux  qui,  dans  le  mouvement 
susdit,  décrivent  une  ligne  dont  la  tangente  est  paral- 
lèle respectivement  à  la  binormale  ou  à  la  tangente 
de  L,  sont  respectivement  sur  la  droite  parallèle  à  la 
droite  rectifiante  d'une  hélice  circulaire  menée  par  le 
centre  de  courbure  de  cette  ligne  ou  sur  la  droite  recti- 
fiante d'une  hélice  quelconque.  Il  n'y  a  pas  de  points 
qui  décrivent  des  lignes  ayant  leur  tangente  parallèle 
à  la  normaleprincipale  de  la  courbe  directrice. 


On 

a  : 

ici 

dX  _ 
dz 

'  cos  0 

— 

'^i 

'  sinO 

dY  _ 
d'à 

?'  1 

sinO 

-+- 

r/ 

cosO, 
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\.  Soil  A  une  couibc  plane  liée  invaiial)leni(Mil  au 
syslènu"  d'axes  0(ç,  r, ),  dont  l'origine  ù  pareourl  une 
ligue  \j\  désignons  par  ç,  '/•,  les  eoordonnées  d'un  point 
(juiîleonque  de  A  (;\"[)riinées  en  fonction  de  l'are  rr.  Les 
coordonnées  de  ce  point  par  rapport  au  syslènie  d'axes 
lixes  sont 

X  =  ;r(5)-+- î(cr)  co> 0(7)— ■/)(;:)  sinO (a). 
Y  =  K(s)-h  ï(7)  ?inO(  T)-|-r,(c7)cosO(T). 

0(7)  étant  l'angle  que  l'axe   coordonné  Sic  forme  avec 
l'axe  O.r. 


—  =  x'  —  (ï  sinO  H- r,  cosO)  0', 
ds 

-—  =  y'-i-(^cosO  — T,  sinO)  0', 
us 

et  la  condition  pour  que  les  lignes  ,v  =  const.  (ligne 
mobile)  et  les  •3-=  const.  (trajectoires  décrites  par  les 
points  de  A)  soient  orthogonales  est 

;  dX  c)X    ^    d^  d\ 

\    d-j    os         di    ds 

I       =  ^  (37  cosf)-!-^  sinO) 

'  —  T/(j7'sin0— j^'cosO)4-(^r,'— î't,)0  =  o. 

Si  l'on  suppose  que  le  mouvement  de  la  ligne  ne  soit 
pas  une  translation,  0'  est  dillérent  de  zéro  ;  on  peut  donc 
diviser  (11)  par  0',  ce  qui  donne 

;.,  :?' cosO -I- y' sin6  ,:r'sinO  —  r'cnsO        ^   ,       ^, 

ç  ^. r,  ^, ^  rn  -  ;  ■^.  =  o; 

d'où,  par  dérivation  par  rapport  à  \, 

y,  /^r'cosO  -4-_/'sinO\'  _     ,  /a^'sinO  —  ^/'cosBV 


.     (  3io 
On  en  déduit 


/ x'  sinO  — y'  cosO  \  ' 

'.  Q'"  A 

t'  cosO  -h  v'  sinO 


et  puisque  le  premier  membre  est  une  fonction  de  rx  et 
le  second  une  fonction  de  5,  il  faut  qu'on  ait 

x'  sin  0  —  y'  cosO  \  '  / x'  cosô  -+-  y'  sinO\' 

p^^— ). = "  ( F^~  ); 

a  étant  une  constante  arbitraire. 
On  obtient  par  intégration 

^  =  ar^  +  6,         x'  sinO  — j^'  cosO  =  a{x'  cos6  -f-y'  sinO^-f-  6c, 

etconséquemment  la  condition  (i  1)  devient 

0't/(6  — c)=  o. 

Cette  relation  nous  donne  b  =c;  et  l'on  peut  dire 
que  la  solution  la  plus  générale  de  l'équation  (11)  est 
la  suivante 

I  x'  sinO  — y'  cosO  =  a{x'  cosO  -H  j"'  sinO)-i-  60'. 

La  première  des  équations  (12)  nous  apprend  que  la 
ligne  mobile  se  réduit  à  une  droite;  la  deuxième  donne 
B  en  fonction  de  x'  et  j'  et  conséquemment  en  fonction 
de  5;  le  mouvement  est  donc  entièrement  déterminé. 

On  peut  faire  b  =  o  sans  rien  perdre  en  généralité; 
en  effet,  la  condition  h  ^  o  peut  être  l'emplie  par  une 
translation  de  l'axe  des  rj  parallèlement  à  sa  direction, 
en  vertu  de  laquelle  l'origine  0  se  réduit  à  une  nouvelle 
origine  Q,.  Il  suffît  alors  de  remplacer  la  ligne  L  par- 
courue par  Çl  par  la  ligne  L|,  décrite  par  la  nouvelle 
oricfine  0., . 


I 
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On  poul  donc  énoncer  le  lliéoiôme  : 

Entre  les  /lignes  iiwnrinhh's  de  forme,  il  n'y  a  (fiie 
la  droite  qui,  dans  le  nionvenient  sur  un  plan,  puisse 
lester  orllwi^onale  aux  trajectoires  décrites  par  ses 
points-  cela  a  lieu  lorsque  la  droite  passe  par  l'origine 
t}  des  axes  mobiles  et  le  nwuvemenl  s'effectue  de  ma- 
nière que  cette  origine  parcourt  une  ligne  quelconque 
L(x,  y,  5),  tandis  que  l'axe  Hz  fait  avec  l'axe  des  x 
un  angle  0  donné  par  V équation 

d.r       dy 

ds        as 

tangO  =  ^ -j-. 

dx  dy 

ds  ds 

o.  Soient  x  =  '■^(«i  *-')' J'  =  o,  3  =  ^(«,  v)  les  coor- 
données d'nn  point  quelconqne  du  plan  coordonné  xz^ 
exprimées  en  fonction  de  deux  paramètres  indépendants 

u^  V.  Considérons  la  surface  représentée  par  les  équa- 
tions 

X  =  a'cosV,         Y  =  a7sinV,         Z  =  j, 

\  étant  une  fonction  arbitraire  de  v.  On  en  déduit 

=  -—  cos  V  , 
ua 

-  —-  COS  V  —  X  sin  V.  V  , 


àY        dx    .    ^, 

ÔZ 

_  dz 

-r—  =  —  sin  V, 
ou        ou 

du 

du 

ir,                  t^Y             ÔX      . 

V,         —  =  — -  siiiV-t- 37  COS  V.V  , 
âv        ài' 

ÔZ 

=  Q) 

àX  ÔX       <)x  ÔX        ôz  ôz 

ou    ôv        ou  ôv         du  dv 

1 

Cotte  égalité  exprime  la  proposition  suivante  : 

Si  X  ^  'j(«,  i'),  y  z=  0,  r;  :=  '!(«,  i^>^  sotit  les  coordon- 
nées dun  point  quelconque  dun  plan,  exprimées  en 
fonction    des   paramètres  u.    v  de    deux   systèmes  de 
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lignes  orthogonales,  sur  la  surface 

X  =  cp(<i,  p)  cosV,  Y  =  cp  (;<,(')  sinV,  Z  =  <};(«,  i^) 

(V  étant  une  fonctio/i  arbitraire  de  ç-),  les  lignes 
a  =  coiist.,  V  =  coiist.,  sont  oithogonales,  et  récipro- 
qaenienL. 

Nous  allons  faire  quelques  applications  de  ce  tliéo- 
rènic. 

Sur  une  surface  quelconque  soient  L  les  lignes  que 
l'on  obtient  en  coupant  la  surface  par  une  suite  de 
plans  passant  par  l'axe  des  z.  Considérons  sur  la  sur- 
face les  lignes  /  trajectoires  orlliogonales  des  ligues  L^ 
les  lignes  /,  L  seront  représentées  sur  la  surface  res- 
pectivement par  les  équations  ?/  =  const.,  t' =  const. 
On  peut  supposer  que  a  indique  un  paramètre  indépen- 
dant quelconque  et  que  v  représente  l'angle  que  le  plan 
coupant  la  surface  fait  avec  le  plan  coordonné  j'  =^  o. 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
peuvent  s'exprimer  en  fonction  de  a,  ^,  par  des  égalités 
de  la  forme 

X  =  o(;f,  (;)  cost',  Y  =  'f  («<,  (')  sinp,  Z  =  ij/(  «,  v), 

'^(/i,  r),  '}(«,  i')  étant  deux  fonctions  convenables  de 
Il  et  i^. 

Si  l'on  fait  tourner  les  plans  coupant  la  surface  au- 
tour de  l'axe  des  z  jusqu'à  ce  qu'ils  coïncident  avec 
le  plan  j=  o,  on  obtient  sur  ce  plan  une  suite  de 
lignes  Lo  égales  aux  sections  L.  Les  points  A,,  Ao, 
A:5,  ...,  où  les  lignes  L  sont  coupées  par  une  môme 
ligne  /,  forment,  sur  le  planj'^  =  o,  une  ligne  /o,  lieu 
des  points  a^,  r/o,  «3,  .  .  .,  où  vont  coïncider  les  points 
A(,  Ao,  A3,  ....  Les  lignes  planes  Lq,  /q  sont,  en  vertu 
du  théorème  énoncé,  orllioconales. 


1^1 
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Donc  : 

Que  Von  coupe  une  sut  face  (juclconijue  par  une 
suite  de  plans  qui  passent  par  une  même  droite  U,  et 
que  l'on  considère  les  lii^nes  /,  trajectoires  orthogo- 
nales des  sections  L;  si  l'on  fait  tourner  chaque  plan 
coupant,  autour  de  la  di'oile  R,  de  manière  à  l' a- 
inener  sur  un  j)lan  fixe  passant  par  cette  droite,  les 
lignes  L,  /  donne/it  lieu,  sur  ce  plan,  à  un  double 
système  de  lignes  orthogonales. 

Sur  un  plan  considérons  une  ligne  L„  et  le  système 
de  ses  développantes.  Ces  développantes  et  les  tangentes 
à  la  ligne  Lq  forment  un  double  système  de  lignes  ortho- 
gonales; si  donc  on  fait  ap[)lication  du  théorème  que 
l'on  vient  de  démontrer,  on  a  : 

Si  une  ligne  plane  quelcompie  L  change  de  forme  et 
de  position  de  manière  à  rester  gèodésiquement  paral- 
lèle à  elle-même,  tandis  (pie  son  plan  tourne  autour 
d'une  droite  placée  sur  ce  plan,  la  ligne  mobile  L  reste 
toujours  orthogonale  aux  trajectoires  décrites  par  ses 
points  dans  le  double  mouvement  considéré. 

Soit  A  une  ligne  plane  quelconque  placée  sur  le  plan 
coordonné  y=^o\  considérons  une  droite  qui  se  dé- 
place sur  ce  plan  de  manière  à  rester  toujours  tangente 
à  A.  La  droite  mobile,  dans  ses  diOérentes  positions,  et 
les  trajectoires  décrites  par  ses  points  forment  un 
double  système  de  lignes  orthogonales.  Si  doue  on  ap- 
plique le  théorème  énoncé,  on  a  : 

Si  une  droite  roule  sur  une  ligne  plane  quelcompie, 
tandis  que  le  plan  de  la  courbe  tourne  autour  dune 
droite  placée  sur  ce  plan,  la  droite  mobile  reste  tou- 
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jours   orthogonale  aux   trajectoires   décrites  par  ses 
points. 

Si  l'on  suppose  que  la  ligne  A  se  réduise  à  un  point, 
nous  avons  : 

Si  une  droite  D  tourne  autour  d'un  point  sur  un 
plan,  tandis  que  ce  plan  tourne  autour  d'une  de  ses 
droites,  la  ligne  D  est  toujours  orthogOTiale  aux  tra- 
jectoires décrites  par  ses  points. 

Supposons  que  la  droite  mobile  soit  plaeée  sur  le 
plan  coordonnéj^  =  o,  et  que  le  point  A,  autour  duquel 
a  lieu  la  rotation  de  la  droite,  soit  placé  sur  l'axe  des  x  à 
la  distance  a  de  l'origine.  Les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  JM  de  la  droite  sont 

X  =  a  —  V  cosT, 

JK  =  o, 

z  =  —  V  sina, 

V  désignant  le  segment  AM.  et  a-  l'angle  de  AM  avec  Ox. 
Nous  aurons  pour  les  coordonnées  d'un  point  de  la 


surface  engendrée 


X  =  (a  —  V  cosa)  coscp(7), 
Y  =  (a  —  V  cosœ)  sincj>(Œ), 
Z  =  —  f  sina, 

'-^(•j)  étant  une  fonction  arbitraiie  de  t.  On  en  déduit 

— —  =  V  sino-  cosci  — (a  —  v  cosc)  sino.cp  ,  — —  = —  cosa  cos©, 

dcT  '  ^  uv  ' 

ÙY  .         .  ^  .  ,  ÔY 

—  =  p  sina  sino  -\-{a  —  v  cos7  jcosci.o  ,  — -  =  —  cos  j  si  no, 

Oa  '  •  '    '  (Jp 

dZ  dZ 

—  = — v^coscj,  -— -  =  —  sinT, 
ch  av 


(  ^'5  ) 
et 


im 


p  _  V  '1^  '!^ 


=  2 


Si  dS  est  la  distance  entre  Jeux  points  consécutifs  de 
la  surface,  nous  avons,  en  vertu  des  égalités  précé- 
dentes, 

dS'  =  [p-  -i-(a  —  V  C0S7)-  o'-]  di'-\-  dv'-. 

Si  Ton  considère  la  surface  réglée  formée  par  les  nor- 
males principales  d'une  ligne  L,  on  a,  pour  le  carré  de 
la  distance  infinitésimale  entie  deux  points  consécutifs 
de  la  surface, 

c/Sj  =     —  -!-  (  I  —  -  I       ds--\-  dv-, 

5,  p,  ;•  étant  l'arc,  le  rayon  de  courbure  et  le  rayon  de  tor- 
sion de  L,  et  P"  les  portions  des  normales  principales  de 
L,  comptées  à  partir  de  cette  ligne. 

Pour  comparer  les  expressions  de  ^S-  et  de  <^S^,  on 
remarque  que  l'on  peut  écrire 


d'à'  =  I  — ; — ; — t-  /  I ■  \     I  a'-o'-  di- -\-  dv- 


On  rend  <fS-  égal  à  r/S^  si  l'on  prend 

p  =  5    .       /'  =  a»',  a  o'  f/j  =  ds. 

C0S7  '•  ' 

Ces  conditions  équivalent  aux  suivantes 

a  ,  s        j  ,        ds 

p   =   1  0(7)= h  y,  «7  =   

C0S7  'a  r 
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f.a  dernière  éîralilé  donne 


'O' 


cl,  conséqueninient, 


cos(c+/^) 
Donc  : 

La   surjace,   lieu    des   normales    principales    d'une 
ligne  pour  laijuelle  est  vérifiée  la  relation 


'°K"^/^)^^' 


est  applicable  sur  la  surf  ace  engendrée  par  une  droite 
qui  tourne  autour  d'un  point  A,  V angle  de  rotation  <7 
étant  donné  par  la  formule 

r  ds 

tandis  que  le  plan  de  la  figure  tourne  autour  d'une 
droite  perpendiculaire  à  celle  d'oii  l'on  compte  les 
angles  t,  placée  à  la  distance  a  de  A,  ai^ec  la  loi 
exprimée  par  l'égalité 

•  a 


I 


On  a  encore 


1  fl^  ,, 

s  =  a's^a) — ab.  /•  —  =  aa  (7), 


et  consé(|ucninicnt  : 

La  surface  réglée  engendrée  par  une  droite  tour- 
nant autour  d' un  point  A,  tandis  que  le  plan  de  la 
figure  tourne  autour  d' une  droite  selon  la  loi  exprimée 
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jHir  la  fonction  '-^(t)  de  rtin^lc  a,  osl  applicable  sur 
la  sur/ace  gauche  des  noiiuales  principales  d'une 
ligne,  dont  le  rayon  de  courbure  et  celui  de  torsion 
sont  exprimés  de  lu  nianièie  suivante 

a  , 

v  =    •)  /•  =  a  !5  (  (T  ), 

"7  s  exprimant  par  s  moyennant  l'égalité  's (^7)=  - — [-  b. 
Exemple.  —  Si  Ton  suppose  C2(7)=  ■— ,  011  a 


d'où 


'  /    ani     \ 

D'ailleurs:  '^'(7)^—  —,  et,  par  suite, 

a  m  (s  -*-  ab)- 

s'  a  ni 

Donc  : 

La  surface  engendrée  est  applicable  sur   la  surface 
gauche  des  normales  principales  de  la  ligne 

_  a  ,  _       ^^~*~  ^^)' 


/     ani     \ 
\s  -(-  abj 
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ÉTIDE  GÉOlIÉTRIOllE  DES  PROPRIÉTÉS  DES  COTOIES 
D'APRÈS  LEUR  DEFIMTIOX  C); 

Par  m.  L.  MALEYX. 


Du  centre   et   des   diamètres   dans   l'hyperbole  ; 
premières  propriétés  de  direction. 

XII.  La  section  hyperbolique  a  un  centre.  —  Soit  S 
le  sommet  d'un  cône  dont  O  est  le  cercle  directeur 
{fig-  7)  :  considérons  une  section  hyperbolique,  le  plan 
parallèle  au  plan  sécant  mené  par  le  sommet  coupera  le 

Fig.  7. 


plan  de  la  base  suivant  une  droite  XY  rencontrant  la 
directrice  en  deux  points  réels.  Soit  P  le  pôle  de  XY 
par  rapport  au  cercle  directeur,  il  lui  sera  extérieur:, 
unissons  le  pôle  P  au  sommet  S  par  une  droite  rencon- 

(')  Voir  mr-mc  Tome,  p.  2^0. 
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irant  le  plan  de  la  section  on  c,  et  faisons  passer  par 
cette  droite  un  plan  variable  dans  des  limites  telles 
<|u'il  rencontre  le  cercle  O  en  deux  points  D,  F,  et  la  po- 
laire X\  de  P  en  F.  Construisons  les  génératrices  SD, 
SF,,  intersection  du  cùne  et  du  plan  auxiliaire,  et  aussi 
la  droite  SF  :  le  plan  auxiliaire  coupera  le  plan  de  la 
section,  qui  est  parallèle  au  plan  SXY,  suivant  une 
droite  cie  parallèle  à  SF  et  passant  par  le  point  c;  les 
points  <i,  e,  appartiendront  à  la  section,  puisqu'ils  sont 
situés  à  l'intersection  d'une  droite  du  plan  sécant  et  de 
deux  génératrices  du  cône.  Mais  le  faisceau  S.DEFP  est 
harmonique,  dès  lors  la  droite  dce,  parallèle  au  rayon 
SF,  est  divisée  par  le  point  c  en  deux  parties  égales; 
on  en  conclut,  par  les  motifs  donnés  à  l'occasion  de  la 
section  elliptique  (Ch.  I,  n°  110,  que  le  point  c  est  un 
centre  de  la  section  hyperbolique. 

XIII.  La  section  liypcrboUtjue  n  admet  que  des  dia- 
mètres rectilignes  ;  ces  diamètres  passent  tous  par  le 
centre;  ils  sont  conjugues  deux  à  deux.  Sur  deux  dia- 
mètres conjugués  de  l'hyperbole  l'un  rencontre  la 
courbe  et  l'autre  ne  la  rencontie  pas.  —  Soit  S  le 
sommet  d'un  cône  dont  le  cercle  directeur  est  O  (  fi".  8)  : 
proposons-nous  de  trouver  les  diamètres  d'une  section 
hyperbolique  ;  pour  cela  menons  par  le  sonnnet  du  cône 
un  plan  parallèle  à  celui  de  la  section,  il  eou|)era  le 
plan  du  cercle  directeur  suivant  la  droite  XY  rencon- 
trant la  circonférence  en  G  et  K.  Menons  encore  par  le 
sommet  S  une  parallèle  ;'i  la  direction  des  cordes  dont 
le  milieu  décrit  le  diamètre  que  nous  cherchons;  cette 
parallèle  coupera  XY  en  un  point  P,  ou  P.,  qui  peut 
être  extérieur  ou  intérieur  au  cercle;  considérons 
d'abord  le  point  extérieur  Pj . 

Construisons  la  polaire   AB  du  point   P,,   et   faisons 
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tourner  un  plan  variable  autour  de  SP,  \  considérons-le 
dans  la  position  où  il  coupe  le  plan  du  cercle  directeur 
suivant  MX,  il  coupe  le  cône  suivant  les  génératrices 
SM,  SN,  et  le  plan   SAB  suivant   SU  formant  avec  SPj 


le  faisceau  harmonique  S.X.MHP,.  H  coupe,  eu  outre, 
le  plan  de  la  section  suivant  la  droite  mn,  corde  de 
l'hyperbole  parallèle  à  SPi  et  dont  le  milieu  h  est  dé- 
terminé par  son  intersection  avec  SH,  rayon  conjugue 
de  SP,.  Le  point  h,  qui  décrit  le  diamrtre  cherché,  se 
trouve  à  la  fois  dans  le  plan  SAB  et  dans  le  plan  de  la 
section,  qui  sont  fixes  :  donc  ce  diamètre  est  une  ligne 
droite.  ■ 

Si  la  trace  du  plan  variable  sur  le  plan  du  cercle  di-  ■ 
recteur  tourne  autour  de  P,  depuis  la  position  P,  A,  où 
elle  est  tangente  à  ce  cercle,  jusqu'à  la  position  P,X, 
les  extrémités  de  la  corde  mn  restent  sur  la  nappe  infé- 
rieure du  cône,  et  la  corde  se  déplace  parallèlement  a 
elle-même  depuis  la  position  où  elle  est  tangente  en  a 
jusqu'à  l'infini  i  et,  si  cette  trace  tourne  depuis  la  posi- 
tion P,  B  jusqu'à  P,X,  les  extrémités  de  lacorde  mn  res- 
tent sur  la  nappe  supérieure,  et  la  corde  mn  se  déplace 
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parallèlcinciil.  à  clle-iuème  depuis  la  position  où  c-lleest 
tangeiile  en  h  jusqu'à  l'infini^  les  autres  positions  du 
plan  variable,  et  en  particulier  la  position  SP,  P,  pas- 
sant par  le  pôle  P  de  Ja  droite  XY,  coupent  le  plan  de 
la  section  suivant  des  droites  parallèles  à  mn  situées 
entre  les  deux  branches  de  la  courbe  et  ne  la  rencon- 
trant pas. 

Le  point  P, ,  pôle  de  la  droite  AB,  étant  situé  sur  XY, 
la  droite  AB  passe  par  le  pôle  P  de  XY;  et  P.  étant 
l'intersection  des  droites  AB  et  XY  sera  le  pôle  de  la 
droite  P,  P  qui  unit  les  pôles  de  ces  droites. 

La  droite  SPo  et  le  diamètre  «^,  dont  nous  venons 
d'établir  l'existence,  sont  parallèles,  comme  intersec- 
tions du  plan  de  la  section  et  du  plan  SXY,  qui  sont 
parallèles,  par  le  plan  SAB;  et,  comme  le  faisceau 
S.  ABPPo  est  harmonique,  ah,  parallèle  à  SPo,  est  divisée 
en  deux  parties  égales  par  le  rajon  SP,  au  point  to  qui 
est  le  centre  de  la  section. 

On  verrait  de  même,  en  faisant  tourner  un  plan  va- 
riable autour  de  SPo,  que  les  cordes  de  l'hyperbole  qui 
lui  sont  parallèles  sont  divisées  par  cd  en  deux  parties 
égales;  dès  lors  cd  est  le  diamètre  divisant  eu  parties 
égales  les  cordes  parallèles  à  SPo  qui  toutes  coupent  la 
courbe  en  deux  points  situés  un  sur  chaque  branche; 
ah  et  cd  sont  donc  deux  diamètres  conjugués  dont  l'un 
rencontre  la  courbe  pendant  que  l'autre  ne  la  rencontre 


pas. 


XI\' .  Propriétés  des  diamètres  conjugués  de  l'hj- 
perhole.  Asymptotes.  —  Comme  nous  l'avons  vu  pour 
l'ellipse,  n"  IV,  Chap.  I,  le  triangle  PP,  Po  de  la  fig.  8 
est  tel  que  chacun  de  ses  sommets  est  le  pôle  du  côté 
opposé;  on  peut  donc  aussi  lui  conserver  la  qualification 
à' autopolaire. 

Ann.  de  Matliémat.,  'i'  série,  t.  IX.  (Juin  uSyo.)  2i 
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Les  points  P,  et  Po  étaiil  coniugiiés  harmoniques  par 
rapport  à  G  et  R  sont  situés  d'un  même  côté  du  milieu^ 

dcGK,  et  l'on  ala  relation  IP,  xlP^  =î^'  =  K^-  Ol', 
plus  immédiate  que  clans  le  cas  de  la  section  elliptique. 

On  peut,  comme  dans  le  cas  de  l'ellipse,  s'en  servir 
pour  déterminer  les  axes  et  les  sommets,  et  aussi  deux 
diamètres  conjugués  faisant  un  angle  donné,  observant 
que  dans  le  cas  actuel  :  i"  le  système  des  deux  axes  est 
toujours  déterminé;  2"^  le  minimum  de  l'angle  aigu  de 
deux  diamètres  conjugués  est  zéro,  car  les  directions  d<-s 
deux  diamètres  conjugués  menées  par  le  sommet,  soit  SP, 
et  SP2,  peuvent  coïncider  suivant  SK  ou  SG. 

Les  mêmes  questions  peuvent  être  résolues  plus  sim- 
plement en  se  fondant  sur  la  remarque  importante  qui 
suit. 

Hf^wavque.  -  Les  tangentes  au  cercle  O  en  G  et  K 
(/?^.  8)  vont   se  couper    au   i.ôle  P  de  la  droite  GK, 
puisque  la  droite  GK  passe  par  les  pôles  G  et  K  des  tan- 
gentes. Les  plans  SPG,  SPK  sont  tangents  au  cône  sui- 
vant les  génératrices  8G,  SR  qui  rencontrent  le  plan  de 
la  section  à  l'inlini.  Ces  plans  tangents  coupent  le  plan 
de  la  section  suivant  les  parallèles  à  SG  et  SR  menées 
par  le  centre  o>,  et  tangentes  h   Ihyperhole  aux  ponits 
situés  à  l'inlini-,  ces  droites   prennent  le  nom  à'asym- 
ptotes.  Les  deux  diamètres  conjugués  ab,  cd,  et  les  deux 
asymptotes,  étant  respectivement  parallèles  aux  rayons 
du  faisceau  harmonique  S.GRP.P.,  sont  quatre  droites 
for.nant  elles-mêmes  un  faisceau  harmonique,    et  Ion 
peut  en  conclure  que  ab  et  cd,  diamètres  conjugués  de 
n.yperbole,    forment    aussi    un    système    de   diamètres 
conjugués  du   système  des   asymptotes.  Dès   lors,  pour 
résoudre  les  questions,  précédant  la  présente  remarque, 
pour  r  hyperbole,  il  suffit  de  les  rés(,udre  pour  le  système 
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(les   asymptotes,   et  elles    ii'ollVent   alors   aucune    dilli- 
culté. 


Propriétés  des  sécantes  à  l'hyperbole  et  au  système  de 
ses  asymptotes  ;  construction  de  la  courbe  par  points  ; 
intersection  d'une  droite  et  d'une  hyperbole. 

XV.  Soient  AB,  CD  les  asymptotes  d'une  hyperbole 
qui  se  conpont  en  son  centre  O  {^fig-  9)1  ""f^  sécante 
PPi  rencontrant  les  asyinploles  aux  points  P  et  P, ,  et  la 

Fig-  9- 


courbe  aux  points  M  et  ]M|,  01  le  diamètre  divisant 
MM,  et  les  cordes  parallèles  en  deux  parties  égales 5  il 
résulte  de  la  remarque  du  numéro  précédent  que  01  di- 
vise aussi  PP,  en  deux  parties  égales;  d'où 

IP  =  IPi, 

IM=:    IMi, 

et,  retranchant  membre  à  membre,  PM  =  PiVl< . 

C'est-à-dire  que  les  se^me/its  d'une  sécante  compris 
entre  ses  points  communs  ai>ec  la  courbe  et  avec  les 
as)  mploles  sont  égaux. 

La  démonstration  s'applique  évidemment  si  les  points 
\1  et  M,  appartiennent  à  deux  branches  dillerentes. 

Corollaire.  —  Si  la  sécante  tourne  autour  du  point 
M  pisc[u'à  ce  que  le  point  M,  vienne  se  réunir  avec  lui. 


(  3.4  ) 
à  cet  instant  elle  devient  tangente  à  la  courbe  en  M, 
et,  comme  l'égalité  PM  =  P,M,  a  constamment  lieu,  il 
en  résulte  que  :  le  point  de  conlact  d'une  tangente  à 
une  liYpeibole,  limitée  aux  asymptotes,  divise  cette 
droite  en  deux  segments  égaux. 

Considérons  actuellement  une  seconde  sécante  QQi 
parallèle  à  la  première  :  soient  N  et  N,  ses  points  com- 
muns avec  la  courbe;  unissons  M-\,  par  une  ligne  droite 
rencontrant  les  asymptotes  en  R  et  R,  ;  d'après  ce  qui 
précède,  nous  aurons  les  égalités 

PM  =  PiMi,        PM,=  PiM; 
RM  =  RiN,,        RN,  =  RiM; 

QN=Q,N„        QNi  =  Q,N. 

Les  deux  triangles  PRM,  QRN,  sont  semblables,  et 

l'on  en  déduit 

]>.M    _  RM  . 

Q\i  "  R^i' 

de  la   similitude   des    triangles  R,N,Q,,   R.MP,,   ou 

lire  aussi 

QiN,  _  Ri  Ni. 

M  Pi         Ri  M' 

mais,  d'après  les  égalités  précédentes,  les  seconds 
membres  des  deux  dernières  égalités  sont  identiques; 
les  deux  premiers  membres  sont  donc  égaux,  d'où  : 

PM        QiN, 


QNi  ""   MPi 
ou,  en  tenant  compte  des  égalités  précédentes, 

ZM-QJl,         et  MPxMPi=NQxNQ,. 

QiN  ~  MPi' 

C'est-à-dire  que  le  produit  des  segments  d'une  droite 
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coinpi'is  eiiLic  un  /)oi/i/  de  la  courbe  et  tes  nsj  jjiptute.s 
reste  invariable  t/ua/id  la  droite  se  déplace  paiallèle- 
nient  à  une  direction  fixe. 

Corollaire.  —  Ce  produit  des  deux  segments  d'une 
séeante  est  égal  au  carré  du  segment  de  tangente  paral- 
lèle, et  compris  entre  le  point  de  contact  et  une  asym- 
ptote. 

On  peut  déduire  de  la  première  de  ces  propiiélés  un 
moyen  de  construire  la  courbe  par  points,  quand  on 
connaît  ses  asymptotes  et  un  point. 

Considérons,  en  effet,  les  asymptotes  AB,  CD  d'une 
hyperbole,  et  un  point  M  de  la  courbe  {fi^-  9),  en  me- 
nant par  le  point  M  la  sécante  HMR)  et  prenant  à  partir 
de  R,  le  segment  R|N,  =  RM,  nous  aurons,  en  JN, ,  le 
second  point  commun  de  la  sécante  et  de  la  courbe,  et 
nous  pourrons  en  construire  ainsi  autant  que  nous  vou- 
drons. 

D'après  la  seconde  de  ces  propriétés,  on  peut  con- 
struire, au  moyen  des  mêmes  données,  les  points  com- 
muns d'une  hyperbole  et  d'une  droite  quelconque. 

Soient  à  trouver  les  points  communs  de  l'hyperbole 

dont  on  connaît  les  asymptotes  AB,  CD,  et  le  point  M, 

kfië'  9)5  ^^^^  ^^  droite  QQi  ',  menons  par  le  point  M  la 

parallèle  PP,  à  QQi,  il  suffira  de  partager  QQ,  en  deux 

parties  QiN,  JNQ,  ou  QN,,  IN,  Qi,   telles   qu'on    ait   les 

égalités 

QN  X  NQ,  =  PM  X  MPi  =  QNi  X  NiQi, 

ce  qui  revient  à  construire  un  rectangle  équivalent  à  un 
rectangle  donné,  connaissant  la  somme  des  côtés,  pro- 
blème dont  la  solution  est  anciennement  connue. 

XVI.  Deux  droites  qui  se  coupent,  considérées 
comme  asymptotes,  et  un  point,  définissent  une  hyper- 
bole.—  Il  s'agit  de  démontrer  que,  étant  données  deux 
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droites  qui  se  coupent  et  un  point,   on  peut  constiuiie 
une  hyperbole  a^-ant  ces  deux  droites  pour  asymptotes 
et  passant  par  le  point. 

Pour  cela,  prenons  un  cône  dont  le  sommet  soit  S  et 
le  cercle  directeur  O,  et  tel  qu'il  existe   sur  sa  surface 


Fis. 


deux  génératrices  SG,  SK,  faisant  un  angle  égal  à  celui 
des    droites    données,    qui    comprend   le    point   donné, 

La  figure  composée  des  deux  droites  données  et  du 
point  donné  pourra  s'appliquer  sur  GSK,  soit  iN  la  posi- 
tion que  prendra  le  point  donné  après  cette  superposi- 
tion. Déterminons  le  pôle  P  de  la  droite  GR,  menons  la 
droite  SP  et  faisons  passer  un  plan  par  SP  et  le  point 
N;  ce  plan  coupera  le  cône  suivant  la  génératrice  SM; 
menons  par  le  point  N  la  parallèle  ^ ni  à  SP,  et  par  le 
point  /72,  où  cette  droite  rencontre  SM,  la  droite  ium 
parallèle  à  SIV;  enfin  par  le  point  co  un  plan  parallèle  à 
GSK,  qui  coupera  les  plans  SPG,  SPK,  suivant  lesdroites 
<oT,  (oR. 
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La  figure  formée  pai-  les  itois  droites  wT,  coR,  lom 
est  superposaljle  sur  celle  qui  est  eoniposée  de  SG,  SK, 
S-N ,  car  ees  droites  sont  parallèles  deux  à  deux  coiiiuie 
iiiterseeli(jns  de  deux  plaus  pai'allèles  par  uu  iroisièuie, 
et  de  plus  (o//i  =  S^,  eoniuu;  côtés  opposés  d  uu  pai-al- 
lélograuiuie.  II  eu  résulte  que  les  deux  droites  et  le  point 
donnés  peuvent  s'appliquer  simultanément  sur  loT,  toR 
et  ///,  et,  connue  le  plan  TwR  coupe  le  cône  suivant  une 
hyperbole  avant  pour  asvmploles  toT,  wR  et  passant  par 
le  point  ///,  le  théorème  se  trouve  démontré. 


Premières  propriétés  métriques  des  diamètres 
de  l'hyperbole. 

XMI.  Dé/i/iition  de  Vliyperhole  conjuguée  cV une 
hyperbole  donnée.  —  Si  l'on  considère  une  hyperbole 
ayant  pour  asymptotes  AB,  CD,  et  passant  par  le  point 
M  \fig-  1 1),  que  par  cliacun  de  ses  points  on  mène  des 
parallèles    à    une    des    asymptotes,    CD    par  exemple. 


et  qu'on  les  prolonge  d'une  longueur  égale  au  delà  de 
leur  point  de  rencontre  avec  l'autre  asymptote,  de  sorte 
que  HM,  =  HM,  IX,  ==  IN,  . . .  ,  les  points  M, ,  N,  ainsi 
obtenus  décrivent  une  autre  hyperbole  ayant  les  mêmes 
asymptotes  et  qui  est  dite  conjuguée  de  la  première. 

Il  suffit,  pour  justifier  cette  définition,  d'établir  que  le 
lieu  des  points  M,,   >,,   ...    est  une    nouvelle    hyper- 
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bolo,  ou  que,  considérant  M,  comme  fixe  et  ]N,  comme 
variable,  on  a,  pour  toutes  les  positions  de  N  sur  la  pre- 
mière hyperbole,  P,M,  =N,K,  d'après  la  proposition 
démontrée  au  numéro  précédent  et  la  construction  par 
points  de  l'hyperbole  établie  au  n"  XV. 

Or,  les  droites  MM,,  NN,  étant  parallèles  et  divisées 
en  parties  égales  par  les  points  H,  I,  les  droites  M,Ni, 
MjN,  vont  concourir  en  un  même  point  K  de  OB:  et  les 
segments  VMi,  ^i^,  proportionnels  à  PM  et  ÎSK  qui 
sont  égaux  (n"  XV,  Chap.  I),  sont  eux-mêmes  égaux. 
Il  est  évident,  d'après  un  théorème  connu,  que  les 
droites  MN,  IM,N,  interceptent  sur  la  deuxième  asym- 
ptote des  segments  égaux  OP,  OP,  -,  dès  lors,  si  Ton  unis- 
sait le  point  O  aux  milieux  respectifs  de  KP,  KP,,  on 
formerait  un  parallélogramme  dont  les  cotés  issus  de  O 
constitueraient  un  système  de  diamètres  conjugués  de 
chacune  des  hyperboles  conjuguées. 

Si  l'on  supposait  que  le  point  N  se  déplaçât  sur  l'hy- 
perbole à  laquelle  il  appartient  jusqu'à  ce  qu'il  vînt  coïn- 
cider avec  M,  en  même  temps  N,  se  réunirait  à  M,,  les 
deux  droites  PM,  P,M,  deviendraient  simultanément 
tangentes  aux  deux  hjqjerboles  et  seraient  divisées  par 
les  points  M  et  M,  en  deux  parties  égales. 

Dans  ces  conditions,  et  par  définition,  OM  et  OM, 
sont  ce  qu'on  appelle  les  longueurs  de  deux  demi- dia- 
mètres conjugués  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  hyper- 
boles conjuguées,  observant  qu'un  seul  des  deux  ren- 
contre chacjue  courbe. 

On  peut  encore  remarquer  dans  cette  figure  limite 
que  le  parallélogramme  construit  sur  deux  demi-dia- 
mètres  conjugués  a  une  de  ses  diagonales  en  coïnci- 
dence avec  une  de  ses  asymptotes,  et  la  seconde  diago- 
nale parallèle  avec  l'autre  asymptote. 

Et  il  en  résulte  qu'une  demi-tangente  limitée  au  point 


(  '^-^9  ) 
de  coMlail  cl  à  une  asyin[)L(Uc  est  égale  el  parallèle  au 
denii-clianiètie  qui  ne  rencoiiLie  pas  la  courbe,   et   qui 
est  conjugué  de  celui  qui  aboutit  au  point  de  contact. 

Théorèmes  d'Apollonius  dans  l'hyperbole. 

XVIII.  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir  au  numéro 
précédent,  il  est  évident  que  le  parallélogramme  con- 
struit sur  deux  demi-diamètres  conjugués  est  équivalent 
au  triangle  ayant  pour  base  une  tangente  à  l'extrémité  de 
l'un  d'eux  limitée  aux  asymptotes,  et  pour  côtés  les  seg- 
ments qu'elle  intercepte  sur  les  asymptotes;  ce  triangle 
est  lui-même  le  double  du  parallélogramme  construit 
en  menant  parle  milieu  de  sa  base,  extrémité  du  diamètre 
conjugué  de  sa  direction,  des  parallèles  aux  asymptotes. 

Il  est  facile  de  voir  que  ce  dernier  parallélogramme  a 
une  surface  constante,  et  qu'en  conséquence  il  en  est  de 
même  de  celle  du  parallélogramme  construit  sur  deux 
demi-diamètres  conjugués,  qui  est  le  double  de  celle  du 
précédent. 

En  elfet,  soient  M  et  N  les  extrémités  de  deux  dia- 
mètres d'une  byperbole  ayant  pour  asymptotes  AB  et 

Fig.  12. 


I 


CD   {/Ig.  I  2),  construisons  les  deux  parallélogrammes 
MPOQ,ÎNROS,  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  asym- 
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ploies,  je  dis  qu'ils  sont  éqiiivah-nls.  Pour  le  déuionlrer, 
joignons  MN  par  une  ligne  droile  rencoutranl  les  asym- 
ptotes en  E  et  F,  et  unissons  iJR  par  une  ligne  droite; 
les  deux  triangles  ERN,  MQF  sont  égaux,  puisqu'ils 
sont  équiangles  et  ont  des  bases  égales,  EN  =  Mb  ^ 
il  en  résulte  qu'ils  ont  même  liautenr,  et  que  OP».  est 
parallèle  h  EF;  dès  lors  les  ligures  EROM,  i\RQF  sont 
des  parallélogrammes  équivalents  eomme  ayant  les  bases 
EM  et  NF  égales,  et  même  hauteur.  Or  les  parallélo- 
grammes ERQM,  POQM  d'une  part,  ÎSllQF,  IsKOS 
d'autre  part,  sont  équivalents  deux  à  deux;  donc  de 
l'égalité  ERQM  =  PsRQF,  on  peut  déduire 

POQM  =  NROS, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

D'après  cela,  le  parallélogramme  construit  sur  OM 
et  son  demi-conjugué,  et  le  parallélogramme  construit 
sur  ON  et  son  demi-conjugué,  qui  sont  les  doubles  des 
précédents,  sont  équivalents. 

On  en  conclut  que  le  parallélogramme  construit, 
sur  deux  demi-diametres  conjugués  d'une  hyperbole 
est  égal  au  rectangle  construit  sur  les  demi-axes,  ce 
qui  constitue  le  premier  des  Théorèmes  d'Apollo?;ius. 

Soit  encore  EF  une  tangente  à  une  hyperbole  dont 
les  asymptotes  sont  AB  et  C\){Jlg.  i3),  le  point  de 
contact  I  est  placé  au  milieu  de  EF;  01  et  IF  sont  les 
longueurs  des  deux  demi-diamètres  conjugués. 

Menons,  par  le  point  I,  LM  et  IN  respectivement  paral- 
lèles à  AB  et  CD;  IM  sera  médiane  du  triangle,  et,  si 
nous  traçons  IH  perpendiculaire  à  OF,  nous  aurons, 
d'après  un  théorème  connu, 

;Ji'_^Tf'=  îOM  xMH. 


(  ^>3'  ) 

iJans  le  Iriaiiylo  leclauglc;  IMIJ,   l'angle  en  M  est  égal 
à  celui  des  asymptotes  el  eu  conséquence  (îxe^  il  en  ré- 


Fis;.   i3. 


suite  que  le  rapport  des  côtés  de  l'angle  droit  est  constant, 

•    MH  ,  ,.,,..,    .1 

soit -jTj- =  a;  nous    pouvons    dans    i  egahte    précédente 

remplacer  MH  par  son  égal  a  x  JH,  ce  qui  donne 

or  -  ÔF^  =  4a  X  OM  X  IH  =  4aOMIN, 

OMIJN  étant  le  parallélogramme  que  nous  avons  démon- 
tré être  constant  dans  le  théorème  précédent. 

De  là  résulte  que  la  différence  des  carrés  de  deux 
denii-diainètres  conjugués  de  Ihyperhole  est  constante 
et  égale  à  la  différence  des  carrés  des  demi-axes,  ce 
qui  est  le  second  des  Théorèmes  d'Apollokius. 

Pôle  et  polaire  dans  les  coniques. 

XIX.  Si  par  un  point  ou  pôle  fixe  pris  dans  le  plan 
d'une  conique  on  mène  à  la  courbe  une  suite  de  sécantes, 
on  donne  le  nom  de  polaire  de  ce  point  au  lieu  du  point 
de  chaque  sécante  conjugué  harmonique;  du  pôle  par 
rapport  à  ses  points  de  rencontre  avec  la  courbe.  Ce 
lieu  est  une  droite. 

Les  propositions  connues  sur  pôles  et  polaires  au 
cercle  sont  également  vraies  pour  les  coniques. 


(33.) 
Soit  S  le  sommet  d'un  cône  dont  O  est  le  cercle  direc- 
teur {Jig'  i4)  '-,  considérons  un  plan  sécant,  et  soit  P  un 
point  de  ce  plan.  Joignons  S  et  P  par  une  ligne  droite 
que  nous  prolongeons  jusqu'à  sa  rencontre,  />,  avec  le 
plan  du  cercle  directeur.  Par  SP  faisons  passer  un  plan 
variable  coupant  le  cône  suivant  les  génératrices  SA,  SB, 
et  le  plan  de  la  section  suivant  PAB5  nous  cherclions  le 
lieu  du  point  Q,  conjugué  harmonique  de  P,  par  rapport 
à  A  et  B.  Le  faisceau  S.  PQAB  est  harmonique,  ses  rayons 
prolongés  rencontrent  le  plan  de  la  base  circulaire  sur 
la  droite  ph,  intersection  du  plan  variable  et  de  ce  plan 

Fig.  i4- 


de  base;  les  traces  a  ex  b  de  SA  et  SB  sont  situées 
sur  la  circonférence  O,  et  le  point  q,  trace  de  SQ,  est 
conjugué  harmonique  de  p  par  rapport  à  a  et  ^>.  11  en 
résulte  que  q  décrit  la  polaire  nm  de  p  par  rapport  au 
cercle  O,  qu'en  conséquence  Q  se  déplace  dans  le  plan 
Smn  et  décrit  l'intersection  de  ce  plan  fixe  et  du  plan 
de  la  section,  qui  est  la  droite  fixe  MN. 

La  polaire  du  point  P  par  rapport  à  la  conique  est 
donc  une  droite,  perspective,  sur  le  plan  de  la  conique, 
de  la  polaire  par  rapport  au  cercle  O,  de  la  perspective 
du  point  P  sur  le  plan  de  ce  cercle. 


(  333  ) 

II  en  rosulto  immédiatement,  en  remontant  aux  pro- 
priétés des  pôles  et  polaires  par  rapport  au  cercle  : 

Que  si  le  pôle  P  d'une  droite  D,  par  rapport  à  une 
conique,  est  situé  sur  une  droite  D,,  réciproquement  le 
pôle  P,  de  la  droite  D,  est  situé  sur  la  droite  D; 

Que  si  une  droite  D,  tourne  autour  d'un  point  fixe  P, 
son  pôle  P,  décrit  la  polaire  D  du  point  P; 

Que  si  le  pôle  P,  d'une  droite  D,  décrit  une  droite 
lixeD,  cette  droite  D,  tourne  autour  d'un  point  fixe  P, 
pôle  de  la  droite  D. 


CHAPITRE  11. 

De  I/IXVOLUTION  ET  DE  SES  USAGES.  TllÉORÈMES  ET  APPLICATIOXS. 


■ 


I.  Définitions;  deux  théorèmes  de  Géométrie. 


Si  l'on  considère  trois  points  sur  une  ligne  droite,  on 
donne  le  nom  de  puissance  du  premier,  qui  est  aussi 
désigné  par  un  des  mots  pôle  ou  centre,  par  rapport  aux 
deux  autres,  au  produit  des  segments  interceptés  entre 
le  premier  et  chacun  des  deux  autres;  la  puissance  est 
considérée  comme  positive  ou  négative  suivant  que  les 
segments  sont  de  mômes  sens  ou  de  sens  contraires. 

On  sait  que,  si  par  un  point  fixe  du  plan  d'un  cercle 
on  lui  mène  une  sécante  variable,  la  puissance  du  point 
fixe  par  rapport  aux  points  de  rencontre  de  la  sécante 
et  du  cercle  est  un  nombre  constant,  qui  a  reçu  le  nom 
de  puissance  du  point  par  rapport  au  cercle.  Celte  puis- 
sance est  représentée  en  grandeur  et  en  signe  par  l'excès 
positif  ou  négatif  du  carré  de  la  distance  du  point  au 
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centre  sur  le  carié  tlu  rayon:  il  en  résulte  que  le  heu 
géométrique  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  à 
un  cercle  est  un  cercle  concentrique. 

Ou  sait  encore  que  le  lieu  des  points  d'égale  puis- 
sance par  rapport  à  deux  cercles,  situés  dans  un  même 
plan,  est  une  droite  perpendiculaire  à  la  ligne  des  cen- 
tres et  qui  porte  le  nom  d'axe  radical. 

TutoixEME  I.  —  Le  lieu  géométrique  des  points  dont 
les  puissances,  par  rapport  à  deux  cercles,  situés  dans  le 
même  plan,  sont  dans  un  rapport  constant,  est  un  troi- 
sième cercle  ayant   avec  eux   même  axe  radical. 

Soient  O  et  O,  les  deux  cercles  doiuiés,  a  le  rapport 
caractérisant  un  point  M  du  lieu  {fig.  i5),  YY'  l'axe  ra- 


dical des  deux  cercles  O  et  O,,  on  doit  avoir  par  défini- 
tion, R  et  R,  étant  les  rayons  des  cercles  O  et  O, , 

—   =  a 

MÔ'— Ri 


(  I  ) 


>I0"  — aîV10;=  R?  — aR2. 


Or  on  sait  que  le  lieu  des  points  dont  la  somme  des 
produits  des  carrés  des  distances  à  deux  poinis  fixes 


I 


(  :m  ) 

j  fxir  des  coej/icients  positifs  ou  négatifs  donnés  est  con- 
\  stante  est  une  circonjérence  de  cercle  dont  le  centre  est 
\  sur  la  droite  qui  unit  les  deux  points,  sauf  le  cas  oii  la 
\  somme  des  coefficients  est  nulle,  cas  auquel  le  lieu  est 
\    l'axe  radical. 

I  Le  lieu  est  donc  un  cercle  doiU  le  centre  est  situé  sur 
!  la  droite  qui  unit  les  centres  des  deux  premiers,  reste  à 
établir  qu'il  a  avec  eux  même  axe  radical.  La  proposi- 
tion est  évidente  pour  le  cas  où  les  cercles  se  coupent 
réellement;  car  l'égalité  (i)  est  visiblement  satisfaite  si 
le  point  M  vient  se  placer  en  un  des  points  communs 
des  deux  cercles.  Pour  le  démontrer  dans  le  cas  où  ils 
ne  se  coupent  pas  réellement,  exprimons  que  cliacun 
des  points  P  et  (^,  où  le  lieu  rencontre  le  diamètre  00, , 
satisfait  à  légalité  qui  les  caractérise,  nous  aurons 

PA  X  PB  _  QA  X  QB  _ 

PC  X  PD  ^  "'  •"'         QG  X  QD  ~  '^ ' 

ou,  reportant  l'origine  au  point  H,  où  l'axe  radical  des 
deux  premiers  cercles  rencontre  la  ligne  des  centres, 

( PH  +  HA)  (  PH  -f-  HB )  =  a  (  HC  -  HP  )  (  HD  —  HP  ). 
(QH  -^  HA)  (QH  -f-  HB  )  =  a  (QH  —  HC)  (OH  —  HD). 

Ordonnons  ces  deux  égalités,  lues  au  premier  membre, 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  HP  et  HQ, 
respectivement,  observant  que  HA  x  HB  =  HC  x  HD, 
que  de  plus  HA  +  HB  =  2  HO  et  HC  +  HD  =  2  HO, , 
on  a 

HP'(i  — a)-^2HPrH0^aH0,  1  ^  HA  x  HB  (  i  —  a  )  =  o. 
HQ'(i  —  a  )  -V-2HQ  (HO  -h  a  HO,  )  ^  HA  x  HB  1 1  -  a)  =  o; 

multipliant  les  deux  membres  de  la  première  par  HQ. 
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les  deux  membres  de  la  seconde  par  HP,  et  retraueliant, 
on  trouve 

(HP  xHQ  — IIAxHB)(HP  — HQ)(i  — a)  =  o, 

qui  entraîne  HP  X  HQ  =  HA  x  HB,  et  établit  la  propo- 
sition, le  point  H  étant  d'égale  puissance  par  rapport 
aux  cercles  O  et  Oo. 

Thkouîïme  h.  —  Le  lieu  géométrique  des  points 
dont  la  puissance  par  rapport  à  un  cercle  donné  est 
à  la  distance  à  une  droite  donnée,  comptée  parallèle- 
ment à  une  direction  donnée,  dans  un  rapport  donné, 
est  un  cercle  ayant  la  droite  donnée  pour  axe  radical 
avec  le  cercle  donné. 

Soit  O  le  cercle  donné  dont  le  rayon  est  R,  PQ  la 
droite  donnée,  M  un  point  du  lieu  {Jig-  i6). 


Fif 


Ptemarquons  que  la  distance  de  jM  à  PQ,  comptée  pa- 
rallèlement à  une  direction  donnée,  est  dans  un  rapport 
constant  avec  la  distance  MJN,  normale  à  PQ  ;  il  suffit 
donc  de  clierclier  le  lieu  demandé  pour  le  cas  de  la  dis- 
tance normale. 

Abaissons,  du  point  O,  OH  perpendiculaire  à  PQ,  et 
du  pni))t  M,  MK  perpendiculaire  à  OH;  on  doit  avoir, 


(  :«7  ) 

|);u-  dt''(!inlion, 

a  étaul  une  longueur  résullanl  des  données. 

Prenons  sur  OH,  en  sens  contraire  de  OH  si  le  poinl 
M  est  extérieur  au  cercle  O,  et  dans  le  même  sens  s'il 

est  intérieur,  une  longueur  00,  égale  à  —>  puis  dési- 
gnons par  w  le  point  milieu  de  00(  5  joignons  OiM  par 
une  droite  rencontrant  PQ  en  S,  et  SO  par  une  deuxième 
droite. 

Dans  le  triangle  0(0 M,  nous  avons 

ÔJVÎ^  —  ÔM^  =  ÔTk' —  Ôk' =  (OiK  -  OK)  (OiK -H  OK) 

a  -,  -, 

=  —  X  2  to  K  =  a  X  to  K. 
2 

Dans  le  triangle  Oi  $0,  on  trouve  de  même 

ÔTs'  —  Ôs'  =  CMÏ'  —  ÔÏÏ'  =  (  OiII  —  OH  )  (  Oill  +  OU  ) 

=  a  X  oj  H  =  a  X  (  (0  K  +  KM). 

Retranchant  ces  deux  égalités  membre  à  membre, 

ÔTS^— Ô7m'  +  ÔM^  — ÔS"  =  axKH  =  «xMN; 
et,  d'après  l'égalité  de  défini tiou, 

Cette  égalité  peut  s'écrire 

Ô^'  —  ÔTm'  =  os"  —  R2  ; 

elle  exprime  que  le  point  M  du  lieu  appartient  à  un 
cercle  fixe  ayant  O,  pour  centre  et  PQ  pour  axe  radical 
avec  le  cercle  O.  {A  suivre.  ) 


Aan.  de  Mathëniat.,  i"  série,  t.  I\.  (.luillot   1S90. 
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AGRÉGATIOX  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 
(CONCOIRS  DE  1889). 


Mathématiq ues  élémen taires . 

On  donne  deux  droites  concourantes  OA,  OB  et  un  point  P 
pris  dans  leur  plan  : 

1°  Construire  sur  OA  un  point  M,  tel  que  les  deux  cercles  S 
et  S'  passant  par  les  points  P  et  M  et  tangents  à  la  droite  OB 
se  coupent  sur  un  angle  donné  w. 

2"  Étudier  la  variation  de  l'angle  dans  lequel  se  coupent  les 
deux    cercles    S   et   S'   quand   le   point  M  se   déplace    sur   la 

droite  OA. 

3°  Soient  Q  et  Q'  les  deux  autres  points  d'intersection  des 
deux  cercles  S  et  S'  avec  la  droite  OA.  Démontrer  que  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  PQQ'  est  tangent  à  une  droite  qui  reste 
fixe  quand  le  point  M  décrit  la  droite  OA. 


Mathématiq  ues  spécia  les . 

On  donne  un  cône  du  second  degré  G  et  deux  quadriques 
xV,  A',  inscrites  dans  ce  cône;  on  considère  une  quadrique  va- 
riable S  inscrite  dans  le  même  cône,  et  touchant  les  quadri- 
ques données  A  et  A'  en  des  points  variables  a  et  a'  : 

1°  Démontrer  que  la  droite  aa'  passe  par  un  point  fixe. 

1°  Trouver  le  lieu  de  la  droite  d'intersection  des  plans  tan- 
gents à  la  surface  S  aux  points  a  et  a', 

3°  Démontrer  que  le  lieu  du  pôle  d'un  plan  fixe  P  par  rap- 
port à   la   surface  S   se  compose   de    deux   quadriques  bitan- 

gentes. 

.',»  Trouver  le  lieu  de  la  droite  qui  passe  par  les  points  de 
contact  de  ces  deux  quadriques,  lorsque  le  plan  P  se  déplace, 
en  restant  parallèle  à  un  plan  tangent  au  cône  C. 


(  ^-h  ) 

Composition  sur  l'AïKilyse  et  ses  applications 
géonictri(/ites. 

Théorie.  —  Exposer  le  principe  de  la  méthode  donnée  par 
Laplace  pour  l'intégration  de  léquation  (E)  aux  déri\ées  par- 
tielles 

„ ,  cl'^  z  dz        ,  dz 

(E)  — — -j — h  a -5 H  o -T — hc^  =  o, 

dx  dy  dx  dy 

où  «,  b,  c  désignent  des  fonctions  quelconques  de  .r  et  de  y. 
On  définira  les  fonctions  h  et  k  des  coefficients  a,  b,  c,  qui 
ont  été  appelées  invariants,  et  l'on  justifiera  cette  dénomina- 
tion; enfin  on  établira  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  la  suite  de  Laplace  se  termine  dans  les  deux  sens. 

Application.  —  Soient  h  et  k  les  invariants  de  l'équation 
aux  dérivées  partielles  (E),  et  /?i,  k^  les  invariants  de  l'équa- 
tion (El)  obtenue  en  appliquant  la  méthode  de  Laplace. 

Trouver  les  formes  que  doivent  avoir  les  invariants  li  et  k 
pour  que  l'on  ait  les  deux  relations 

/?[  =  Ih.         /.'i  =  mk., 

l  el  m  étant  des  constantes. 

Déterminer  les  formes  que  prennent,  dans  ces  conditions,  les 
coefficients  a,  b,  c  de  l'équation  (  E). 

Composition  de  Mécanique  rationnelle. 

On  donne  une  surface  S  dont  l'équation,  par  rapport  à  trois 
axes  rectangulaires  ox,  oy,  oz  est 

z  =  e'^+y, 

e  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens. 

Un  point  matériel  M  dont  on  prend  la  niasse  pour  unité  est 
assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  surface  S;  il  est  en  outre  soumis 
à  l'action  de  forces  extérieures  données. 

La  surface  S  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  oj 
autour  de  la  droite  OA  dont  les  équalions,  p;ir  rapport  aux 
axes  ox,  oy,  oz  sont 

X  =  V  =  z. 


(  Mo  ) 

x"  Former  les  équalions  diOérenlicllcs  qui  Lléfiiiisscnt  le 
mouvement  relatif  du  point  M  sur  la  surface  mobile  S; 

■2°  Calculer  la  réaction  N  de  cette  surface; 

3"  Étudier  ce  mouvement  relatif  en  supposant  le  point  M 
attiré  vers  le  point  O  par  une  force  F  proportionnelle  à  la 
distance  MO,  et  vers  le  plan  P  mené  par  le  point  O  perpendi- 
culairement à  la  droite  OA,  par  une  force  Fi  proportionnelle 
à  la  distance  Mm  du  point  M  à  ce  plan  P. 

Les  intensités  des  forces  F  et  Fi,  à  l'unité  de  distance,  ont 
respectivement  pour  valeur  w-  et  3tu"-. 

.\  l'origine  du  temps  le  mobile  M  se  trouve  au  point  ayant 
pour  coordonnées 

T  =  y  —  o,         ^  =  i; 

de  plus  on  a,  au  même  instant, 

d.r  lut  dy  _  2w 


AGKÉGVriOX'  DE  I;E\SEIG\EHE^T  SECO^DAIUE  SPÉCIAL 
(CONCOURS  DE  188»)). 


Algèbre  et  Trigonométrie. 

1°  Quelles  sont  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  que 
l'on  puisse  attribuer  à  l'un  des  côtés  d'un  triangle  dont  le  pé- 
rimètre est  égal  à  i-^""  et  dont  la  surface  mesure  G""!? 

1°  Soient  a,  b,  c  les  trois  côtés  d'un  triangle  :  on  désigne 
par  a  le  plus  grand  côté  et  par  c  le  plus  petit,  de  sorte  que 
l'on  a  a  >  6  >  c. 

On  demande  entre  quelles  limites  reste  compris  a,  entre 
quelles  limites  restent  compris  b  et  aussi  c,  lorsque  l'on  consi- 
dère tous  les  triangles  dont  le  périmètre  est  égal  à  la""  et  dont 
la  surface  mesure  6""'? 

Nota.  —  La  solution  exigeant  la  résolution  d'équations  de 
degré  supérieur  au  second,  les  candidats  devront  résoudre  ces 
équations  numériques,  à  o,ooi  près,  par  approximations  suc- 
cessives. 


(  'M'  ) 

Géométrie  (/cscriptà'e. 

Un  tétraèdre  ABCD  a  ses  arêtes  opposées  égales  deux  à 
deux,  savoir,  en  centimètres, 

AB  =  GD  =  9,         AG  =  liD  =  8,         AD  =  BG  =  7. 

1"  On  demande  de  placer  ce  tétraèdre  de  manière  que  les 
arêtes  AB  et  GD  soient  horizontales,  AB  au-dessus  de  CD,  et 
que  l'arête  AG  soit  parallèle  au  |)lan  vertical  de  projection,  le 
tétraèdre  tout  entier  étant  en  avant  du  plan  vertical  contenant 
AG;  enfin  le  sommet  A  devra  être  à  gauche  et  le  sommet  G  à 
droite  de  l'épure.  Trouver  les  centres  et  les  rayons  des  sphères 
circonscrite,  inscrite  et  exinscrite  au  tétraèdre;  dire  quelle 
est  la  figure  formée  par  les  centres  et  les  sommets  du  té- 
traèdre. 

1°  Des  sommets  du  tétraèdre  on  abaisse  les  perpendiculaires 
sur  les  faces  opposées;  ces  quatre  hauteurs  sont  sur  un  même 
hyperboloïde.  On  demande  de  représenter  la  portion  de  cet 
hyperboloïde,  qui  est  intérieure  au  parallélépipède  rectangle 
formé  par  les  plans  horizontaux  qui  contiennent  les  arêtes  AB 
et  GD,  par  les  plans  parallèles  au  plan  vertical  qui  contiennent 
l'un  l'arête  AG,  l'autre  le  sommet  B,  et  par  les  plans  de  profil 
entre  lesquels  le  tétraèdre  est  contenu. 

Nota.  —  On  espacera  le  plus  possible  les  portions  horizon- 
tale et  verticale. 

Mécanique. 

L'arbre  A  d'une  machine  a  o'",  >,5  de  rayon.  Une  poulie  B, 
de  o^jio  de  rayon,  est  calée  sur  un  axe  qui  est  parallèle  à 
l'arbre  et  qui  a  o™,oi  de  rayon.  La  tangente  commune  MN  aux 
circonférences  de  l'arbre  et  de  la  poulie  est  horizontale. 

1.  Sur  l'arbre  et  sur  la  poulie  on  place  une  barre  MN,  pe- 
sant 5o^^,  et  portant  un  poids  P  de  750'"°,  lequel  est  suspendu 
au-dessous  du  centre  de  gravité  de  MN.  Au  point  N  de  MN  est 
fixé,  par  une  de  ses  extrémités,  un  cordon  dont  l'autre  extré- 
mité est  attachée  à  un  dynamomètre. 

Après  avoir  supprimé  la  liaison  entre  l'arbre  et  les  différents 
appareils  dont  il  commande  le  mouvement,  on  met  la  machine 
iMi  niar(  lii'.  L'aihic  fait  alois  uo  Imirs  par  ininiitc:  la  vei-licale 
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du  centre  de  gravité  de  la  barre  MN  est  équidistante  des  axes 
de  l'arbre  et  de  la  poulie;  enfin  le  dynamomètre  indique  que 
la  tension  T  du  cordon,  supposé  horizontal,  est  égale  à  aGO*"?. 
Quelle  est,  en  chevaux,  et  à  l'allure  de  20  tours  par  minute,  la 
force  de  la  machine? 

1°  En  supposant  que  l'axe  de  la  poulie,  préalablement  calé, 
ne  puisse  pas  tourner  sur  ses  coussinets; 

2°  En  supposant  que  l'axe  de  la  poulie  soit  libre  de  tourner 
sur  ses  coussinets.  Le  coefficient  de  frottement  de  la  barre  sur 
la  poulie  est  égal  à  i;  celui  de  l'axe  de  la  poulie  sur  ses  cous- 
sinets est  égal  à  4.  On  néglige  le  poids  de  la  poulie. 

2.  On  enlève  la  barre  MN  et  l'on  enroule  sur  l'arbre  A  une 
corde  qui  fait  2I  tours  sur  la  circonférence  de  cet  arbre. 
L'une  des  extrémités  de  la  corde  est  attachée  à  un  point  fixe 
du  sol,  l'autre  extrémité  porte  un  poids  Q.  Dans  ces  conditions, 
la  machine  fait  10  tours  à  la  minute  et  sa  force  est  de  3  che- 
vaux. On  demande  quelle  est  la  valeur  du  poids  Q. 

Le  coefficient  de  frottement  de  la  corde  sur  l'arbre  est  égal 
à  4.  On  néglige  le  poids  de  la  corde. 


C0\C01RS  D'\DMISSIO\  A  L'ECOLE  XOR^IALE  SUPERIEIRE 
M  1889. 


Mathématiques. 

1.  Déterminer  un  polynôme  entier  en  œ  du  septième  degré 
f{x),  sachant  que  f{x)-\-i  est  divisible  par  {x  —  i)*  et 
f{x)  —  I  par  {x -^  \)'*.  Quel  est  le  nombre  des  racines  réelles 
de  l'équation  f{x)  =  o  ? 

2.  On  considère  dans  un  plan  une  parabole  (P)  et  une 
ellipse  (E),  représentées  respectivement  par  les  deux  équa- 
tions 

(P)  j--  — 8a7  =  o. 

(E)  jK^-i-4a?2— 4  =  0, 

et  un  point  î\l  de  coordonnées  (a,  p).   On  demande  de  trouver 
sur  la  parabole  (P)  un  point  Q  tel  que  le  pôle  de  la  droite  IMQ 
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par  rapport  à  l'ellipse  (E)  soit  sihié  sur  la  laiigenli'  en   O  à  la 
paraixilc. 

Trouver  le  nombre  des  solutions  réelles  du  problème  suivant 
la  position  du  point  M  dans  le  ])lau. 

Physique. 

1.  Au  milieu  d'uue  enceinte  entourée  de  glace  fondante  est 
placé  un  vase  solide  en  laiton,  entièrement  clos,  qui  contient 
un  certain  poids  d'eau  privée  d'air.  Le  vase  et  l'eau  qu'il  con- 
tient ayant  été  chauffés,  on  demande  de  décrire  les  différentes 
phases  du  refroidissement,  et  d'indiquer  les  particularités 
présentées  par  la  vitesse  de  refroidissement  suivant  la  quantité 
d'eau  contenue  dans  le  vase. 

On  admettra  : 

Que  le  rayonnement  obéit  à  la  loi  de  Newton; 

Que  la  densité  de  la  vapeur  d'eau  reste  constante  et  égale 
à  0,622. 

On  négligera  les  variations  du  volume  du  vase  ainsi  que  les 
variations  du  poids  spécifique  et  de  la  chaleur  spécifique  de 
l'eau  avec  la  température.  On  négligera  aussi  la  différence  des 
deux  chaleurs  spécifiques  de  la  vapeur  d'eau. 

Données  numériques  générales  : 

Chaleur  spécifique  de  la  vapeur  deau...       0,87  par  gramme 

„,    ,         ,  ,  .       .  l  606,5  t. 

Chaleur  latente  de    vaporisation •  „    . 

(       0,69}  t. 

Tension  maximum  de  la  vapeur  d'eau  en  millimètres  de 
mercure, 

cj.  — -  . 

dt 

o 

à     80 355  14,4 

100 760  27,2 

120 1491  47,0 

Application  aiiinérique.  —  Calculer  les  vitesses  de  refroi- 
dissement à  100°  cl  à  120°,  en  prenant  pour  unité  la  vitesse  de 
refroidissement  à  80°,  dans  le  cas  suivant  : 

Poids  du  vase i""^ 

Chaleur  spécifique  du  l.iiioii..  0,086 

Volume  intérieur i"' 

Poids  do  l'eau  coiUciiue o"',  5886 
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2.  Oculaires  doubles. 

Pour  les  figures,  on  supposera  que  l'objectif  associé  à  l'ocu- 
laire est  rigoureusement  achromatique. 


COXCOIRS  DAD1IISSI0\  A  L'ECOLE  SPECIALE  MILITAIRE 

(1889). 


Mathématiques  (3''). 

1.  Dans  un  triangle  ADG,  on  donne 

A  =  32456™,  î,         B  =  75028' 38",  4.         G  =  72''r3'i  i",6. 

Calculer  la  hauteur  qui  correspond  au  côté  J3C,  et  la  longueur 
de  la  bissectrice  de  l'angle  A. 

2.  On  donne  un  triangle  isoseèle  ABC,  un  point  P  sur  la 
base  BC;  menons  parallèlement  à  BC  une  droite  rencontrant 

PM      .     , 

AB  en  M  et  AC  en  N,  de  manière  que  le  rapport  ^=p-  soit  égal 

à  un  nombre  donné  k.  Discussion  du  problème.  (On  choisira 
comme  données  la  longueur  AP  =  /,  les  angles  BAP  =  j3, 
CAP  =  Y)  t;t  comme  inconnue  la  longueur  AM.) 

On  peut  aussi  déterminer  la  position  de  MN  par  une  con- 
struction géométrique  très  simple  et  indépendante  de  la  solu- 
tion algébrique;  donner  encore  cette  solution  géométrique  de 
la  question. 

3.  Étant  données  deux  circonférences  O  et  O'  et  une  tan- 
gente commune  extérieure  AB,  on  prolonge  00'  jusqu'en  G 
et  D,  et  l'on  mène  les  droites  CA  et  DB  qui  se  coupent  en  M. 
Démontrer  que  l'angle  AMB  est  droit,  et  que  le  point  M  est 
sur  l'axe  radical  des  deux  cercles.  Déduire  de  là  une  construc- 
tion des  tangentes  communes  extérieures  à  deux  circonfé- 
rences et  examiner  comment  il  convient  de  modifier  cette  con- 
struclion  pour  obtenir  les  tangentes  communes  intérieures. 
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Géométrie  dexcriptive  (^.''So'"). 

Oïl  donne  un  plan  PaP',  donl  les  traces  font,  avec-  la  ligne 
(le  terre  xy  deux  angles  ï'aj'  et  P'a/  égaux  chacun  à  45°;  sur 
la  trace  horizontale,  un  point  A  dont  l'éloignement  est  40""', 
et  sur  la  trace  verticale,  un  point  B  dont  le  côté  est  62""".  La 
droite  AB  est  le  côté  d'un  carré  situé  dans  le  plan  PaP',  à 
droite  de  AB  ;  ce  carré  est  la  base  d'un  cube  situé  au-dessus 
(lu  plan. 

Construire  l'intersection  de  ce  cube  avec  le  cylindre  droit 
ayant  pour  trace  verticale  un  cercle  de  65°""  de  rayon,  situé 
au-dessus  delà  ligne  de  terre  et  tangent  à  cette  ligne  au  point 
a' ,  projection  verticale  du  point  A. 

On  représentera  la  partie  du  solide  cubique  comprise  dans 
le  cvlindre. 


C0\C01RS  POUR  LES  BOURSES  DE  LICENCE  (PARIS,  1889). 

1°  Construire  la  courbe  définie  par  l'équation 


(0 


y  = 


x-{x  —  i)- 


2°  Si  l'on  coupe  cette  courbe  par  une  parallèle  à  l'axe  des  x 
et  si  l'on  désigne  par  a  l'abscisse  de  l'un  des  points  d'intersec- 
tion, les  abscisses  des  cinq  autres  points  d'intersection  seront 


I  —  a       a  —  I 


Distinguer,  sur  la   figure,  les  points  qui  correspondent  aux 
formules  précédentes  en   supposant  que  a  soit  la  plus  grande 
|des  abscisses  des  points  d'intersection. 

r  3°  La  résolution  de  l'équation  (i),  où  l'on  regarde/  comme 

In   nombre  donné  et  x  comme  l'inconnue,  peut,  de  diverses 

lanières,  être  ramenée  à  la  résolution  d'une  équation  du  troi- 

îéme  degré  et  d'une  équation  du  deuxième  degré. 

4"  Lieu    de    la   projerlion    du    point   d'intersection   des    tan- 
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génies  à   la  courbe  (i),  en   des  points   flonl  les   abscisses  sont 
inverses  l'une  de  l'autre,  sur  la  droite  qui  joint  ces  deux  points. 


C0\C01RS  D'ADMISSIO\  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  U  1889. 


PREMIERE   SESSION. 


Géométrie  analytique. 

Soient  O.r,  Oj  deux  axes  rectangulaires  et  une  droite  LL' 
parallèle  à  Oj  dont  l'équation  est  x  —  a  =  o.  On  considère  le 
faisceau  des  paraboles  qui  passent  par  le  point  O  et  qui  ont  la 
droite  LL'  pour  directrice. 

1°  Trouver  le  lieu  du  foyer  et  le  lieu  du  sommet  de  chacune 
de  ces  paraboles. 

2°  Par  un  point  quelconque  du  plan  xOy  passent  deux  des 
paraboles  considérées,  réelles  ou  imaginaires;  déterminer  la 
région  du  plan  dans  laquelle  doit  être  ce  point  pour  que  les 
deux  paraboles  soient  réelles. 

3°  Étant  données  les  coordonnées  d'un  point  M  du  pian  a-Oy, 
former  l'équation  qui  a  pour  racines  les  coefficients  angulaires 
des  tangentes  au  point  O  aux  deux  paraboles  du  faisceau  con- 
sidéré qui  passent  par  ce  point  M.  En  déduire  l'équation  de  la 
ligne  S  sur  laquelle  doit  se  trouver  le  point  jM  pour  que  les 
tangentes  au  point  O  aux  deux  paraboles  du  faisceau  qui  pas- 
sent au  point  M  soient  rectangulaires. 

4°  Soit  M  un  point  situé  sur  la  ligne  S,  et  soit  F,  F'  les 
foyers  des  deux  paraboles  du  faisceau  considéré  qui  passent 
par  ce  point,  démontrer  que,  lorsque  le  point  M  se  déplace  sur 
la  ligne  S,  la  droite  FF'  tourne  autour  d'un  point  fixe. 

Calcul  trigonométrique. 
On  donne  deux  eûtes  6  et  c  d'un  triangle,  ainsi  que  l'angle  A 

quils  comprennent  : 

b  =  87253,37, 

6  =  99467,95, 

A  =  39"9'i9",8. 
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On  (leniande  ilo  calculer  les  ani;los  B  et  C,  le  côté  a,  l'aire 
(lu  triangle  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

Epure. 

Intersection  d'un  cùnc  et  d'un  cylindre. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux.  grands  côtés  du 
cadre,  à  171"""  du  grand  côté  supérieur. 

Le  sommet  (SS)  du  cône  est  à  81"""  au-dessus  du  plan  hori- 
zontal et  à  12"""  en  avant  du  plan  vertical;  la  ligne  de  rappel 
SS'  est  à  gS"""  à  partir  du  côté  droit  du  cadre. 

Ce  cône  est  circonscrit  à  une  sphère  dont  le  centre  (00')  est 
à  Si"""  au-dessus  du  plan  horizontal  et  à  Sg™™  en  avant  du 
plan  vertical;  la  ligne  de  rappel  00'  est  à  147"""  à  partir  du 
côté  droit  du  cadre  et  la  sphère  est  tangente  au  plan  de  front 
qui  passe  par  le  sommet  du  cône.  On  ne  considère  que  la  nappe 
(kl  cône  qui  s'étend  du  sommet  vers  le  côté  gauche  du  cadre. 

Le  cylindre  est  de  révolution,  et  son  axe,  parallèle  à  la  ligne 
de  terre,  est  à  54°""  au-dessus  du  plan  horizontal  et  à  48™'°  en 
avant  du  plan  vertical;  ce  cylindre  passe  parle  sommet  du 
cône. 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  le 
cylindre  supposé  plein  et  limité,  d'une  part  au  plan  de  profd  ss', 
d'autre  part  au  côté  gauche  du  cadre,  en  supprimant  la  partie 
de  ce  corps  comprise  dans  le  cône. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées 
pour  déterminer  : 

1°  Un  point  quelconque  de  l'intersection  des  deux  surfaces 
et  la  tangente  en  ce  point; 

i"  Les  points  de  l'intersection  situés  sur  les  contours  appa- 
rents des  deux  surfaces; 

3°  La  tangente  en  {ss')  à  l'intersection; 

4°  L'asymptote  de  l'intersection  : 

Titre  extérieur  :  intersection  de  surfaces. 
Titre  intérieur  :  cylindre  troué  par  un  cône. 

Physique. 

1"  Deux  arcs  pareils,  de  forme  quelconque  AB,  BC.  forment 
une  voûte  symétrique  en  s'articulant  aux  points  A.  B,  C,  qui 
servent  d'axe  de  rotation. 
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La  distance  AB  roslc  invariablement  cs.a\e  à  ii6'";  le  point  C 
est  à  45'"  de  l'horizontale  AB. 

Calculer  la  variation  de  niveau  du  point  G  lorsque  la  tempé- 
rature s'élève  de  45°,  et  la  comparer  à  la  variation  de  lon- 
gueur d'une  tige  de  fer  de  45™  de  longueur? 

Coefficient  de  dilatation  du  fer  :  k  =  o,oooou8. 

1°  Établir  (sans  la  discuter)  la  formule  élémentaire  des  mi- 
roirs sphcriques  concaves. 

Chimie. 

I"  On  met  dans  un  eudiomètre  à  mercure  So""  d'un  gaz  sul- 
furé avec  loo''^  d'oxygène  sec. 

On  enflamme,  il  se  dépose  de  l'eau  sur  les  parois  de  l'eudio- 
mètre  et  il  reste  un  résidu  de  75"^ 

Dans  ce  résidu  on  place  un  bâton  de  phosphore  qui  absorbe 
25"  d'oxygène. 

Les  5o"  qui  forment  le  résidu  final  sont  constitués  par  un 
gaz  soluble  dans  l'eau,  éteignant  les  corps  en  combustion, 
absorbable  par  le  permanganate  de  potasse,  qui  est  alors 
décoloré. 

On  demande  de  déduire  de  ces  expériences  la  formule  du  gaz 

primitif. 

2°  Du  cranofi-ène.  —  Sa  préparation,  ses  propriétés;  les  re- 
lations qui  existent  entre  le  cyanogène,  ses  composés,  et  les 
sels  ammoniacaux. 


SECONDE    SESSION. 


Géométrie  descriptive. 

Intersection  d'un  tore  et  d'un  cône. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du 
cadre,  à  180'"'"  du  petit  côté  supérieur. 

L'axe  du  tore  est  vertical  et  se  projette  en  0  à  égale  dis- 
tance des  grands  côlés  du  cadre  et  à  i^V"'"  en  avant  de  la  ligne 
de  terre. 

Le  centre  du  tore    est  à   5o"""  au-dessus  du    plan  horizontal 
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l.c  cciUro  (lu  cercle  générateur  du  lore  est  à  Sj"""  de  l';i\e  el 
le  rayon  de  ce  cercle  est  de  /(î'". 

Le  sommet  du  cône  est  sur  l'axe  du  tore  à  i3J'""'  au-dessus 
•  lu  plan  horizontal.  La  directrice  du  cône  est  la  section  faite 
dans  le  tore  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  et 
situé  à  droite  de  l'axe  à  une  distance  de  cet  axe  égale  à  85""". 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  le  tore 
supposé  plein,  en  supprimant  la  portion  de  ce  corps  comprise 
à  l'intérieur  du  cône. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées 
pour  déterminer  un  point  quelconque  de  l'intersection  des 
deux  surfaces  et  la  tangente  en  ce  point. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  surfaces. 
Titre  intérieur  :  Tore  troué  par  un  cône. 

Géométrie  ana I ytiq ue . 
I.   Démontrer  que  les  coniques  représentées  par  l'équation 

(  A  )  (i  —  w2),z-2^_  j2  4_  ^mrx —  /-^  =  o. 

où  l'on  suppose  m  variable,  ont  deux  points  communs  et  que, 
si  les  axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires,  elles  ont  en 
outre  un  foyer  commun. 

±.  Trouver  l'équation  (B)  de  la  conique  assujettie  aux  con- 
ditions suivantes  :  passer  par  l'origine,  être  tangente  à  une  des 
coniques  représentées  par  (A)  en  un  point  P(a;', y)  pris  sur 
cette  courbe,  et  enfin  passer  par  les  deux  projections  du 
point  P  sur  les  axes  de  coordonnées. 

3.  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact,  avec  les  courbes 
représentées  par  (A),  des  tangentes  Jssues  d'un  point 

X  =  o,         y  =  h 

de  l'axe  des  j-'  lorsqu'on  fait  varier  m. 

4.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  courbes  (B)  correspon- 
dant à  une  courbe  fixe  (A)  quand  on  fait  varier  la  position 
du  point  P  sur  cette  courbe. 
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5.  Discuter  l'équation  (B)  en  supposant  que  l'on  déplace  le 
point  P  sur  une  des  courbes  représentées  par  l'équation  (A); 
séparer  les  parties  qui  répondent  à  des  ellipses  de  celles  qui 
répondent  à  des  hyperboles,  et  trouver  le  lieu  des  points  de 
séparation  lorsque  l'on  fait  varier  m. 

Calcul  trigonométrique. 

On   donne  deux   côtés  a,  b   d'un    triangle   et  l'angle   com- 
pris c, 

a  =  34543,74, 

b  =  25674,67, 
c  =  I2i''43'55"7. 

Calculer  les  deux  autres  angles,  le  troisième  côté,  la  surface 
et  le  rayon  du  cercle  inscrit. 


Physique. 

1.  On  veut  construire  un  thermomètre  centigrade  à  mercure 
dont  l'échelle  comporte  3oo°G. 

On  emploie,  comme  tige,  un  tube  capillaire  déjà  divisé  en 
36o  parties  d'égale  capacité  et  l'on  sait  qu'une  colonne  de  mer- 
cure à  0°  occupant  25  divisions  du  tube  pèse  i^%  2. 

On  demande  quel  doit  être  le  volume  intérieur  du  réservoir 
qu'il  faut  souder  sur  la  tige,  pour  que  les  36o  divisions  déjà 
tracées  sur  le  tube  correspondent  à  300°  G.  de  l'échelle. 

On    donne    le    coefficient    de    la    dilatation    apparente    du 

mercure   dans   le  verre    y  =  ^Tg^  "^^    '^    densité    du  mercure 
A  = 13,596. 

2.  Énoncer  et  vérifier  expérimentalement  les  lois  de  la  ré- 
fraction simple. 

Chimie. 

\.  Transformations  allotropiques,  combinaisons,  décompo- 
sitions produites  par  l'aclion  des  étincelles  et  des  effluves  élec- 
triques. 


(  ^■■■^'  ) 

"2.  Un  comaiil  .l'un  anipèir  .l.'conipose  o'"'i,o93iG  d'oau  à  la 
■^ocon(le. 

Quel  sera  le  nombre  de  cenliinrtres  cubes  de  gaz,  mesurés 
à  la  température  de  o"  et  sous  la  |)ression  de  760'"'"  de  nicr- 
cure,  dégagés  par  un  courant  d'un  ampère  pendant  ttnc  mi- 
nute ? 
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Mat  hé  ma  tiq  ues  élé  inenta  ires. 

Soient  a  cl  b  {a^b)  les  rayons  de  deux  cercles  situés  dans 
un  même  plan,  et  soit  cl  la  distance  des  centres  A  et  B  de  ces 
cercles. 

On  fait  mouvoir  une  portion  de  droite  PQ,  de  longueur  /, 
de  façon  que  l'extrémité  P  reste  sur  la  circonférence  du  cercle 
de  rayon  a  et  que  l'extrémité  Q  reste  sur  la  circonférence  du 
cercle  de  rayon  b.  Soient,  pour  une  position  de  la  droite  PQ, 
a  l'angle  PAB  et  p  l'angle  QBX,  BX  étant  le  prolongement  de 
AB  au  delà  de  B  dans  le  sens  AB. 

Former  l'équation  qui  lie  les  angles  variables  de  a  et  ,3  à  a, 
b,  d,  l,  et  déduire  de  cette  équation  les  limites  entre  lesquelles 
peut  varier  chacun  des  angles  a  et  p. 

Discuter  le  problème  et  trouver,  réduites  au  plus  petit 
nombre  possible,  les  conditions  que  doivent  remplir  les  don- 
nées : 

1°  Pour  que  chacun  des  points  P  et  Q  puisse  parcourir 
toute  la  circonférence  sur  laquelle  il  se  meut; 

2°  Pour  que  l'un  de  ces  deux  points,  seul,  puisse  parcourir 
toute  la  circonférence  sur  laquelle  il  se  meut; 

3°  Pour  que  chacun  des  deux  points  ne  puisse  parcourir 
qu'une  portion  de  circonférence  ; 

r  Pour  qu'une  droite,  de  longueur  l,  ne  puisse  être  placée 
de  façon  à  avoir  une  extrémité  sur  rJiacune  des  circonférences 
données. 
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Pliilosophie. 

1  Conslruire  un  triangle  ABC,  connaissant  les  lo.igueurs  Z. 
Cl  c  des  côtés  AC,  AB.  et  la  longueur  /  de  la  partie  de  la 
droite  BG  qui  est  comprise  entre  les  bissectrices  des  angles 
formés  par  les  droites  AB  et  AC. 

Les  longueurs  b  et  c  étant  supposées  invariables,  et  la  pre- 
mière étant  supposée  supérieure  à  la  seconde,  entre  quelles 
limites  doit  être  comprise  la  longueur  l  pour  que  le  problème 
soit  possible? 

9  On  donne  deux  droites  RR',  SS'  non  situées  dans  un 
me^me  plan,  et  l'on  mène  le  plan  P  parallèle  à  ces  deux  droites 
.a  équidistant  de  l'une  et  de  l'autre.  Trouver  le  lieu  des  cen- 
tres de  toutes  les  sphères  tangentes  à  la  fois  aux  deux  droites 
données  et  ayant  leurs  cercles  dans  le  plan  P. 

Enseignement  secondaire  spécial. 

La  droite  Â^  est  l'axe  d'une  parabole  inconnue  dont  le 
sommet  est  A;  'deux  points  M  et  M'  de  cette  courbe  se  pro- 
jettent sur  A.^  aux  points  donnés  N  et  N';  on  a 

AN  =  a.,         AN'=  a   : 

,"  Construire  le  point  P  où  la  corde  MM'  rencontre  A^; 
réciproquement,    construire  le   sommet   A  connaissant  N,  N 

'\^'0n  considère  en  particulier  la  parabole  du  sommet  A  qui 
admet  pour  normale  en  M  la  corde  inconnue  MM';  on  lui 
mène,  par  le  point  M,  une  autre  normale;  soit  R  le  point  d  in- 
cidence. Calculer  la  distance  du  sommet  A  à  la  projection  b 
de  R  sur  As;  discuter. 

3°  Prouver  que,  si  MR  et  MR'  sont  deux  normales  aux 
points  R  et  R',  issues  du  point  M  de  la  courbe,  le  système  pe- 
'ant,  formé  par  la  parabole  et  par  des  poids  égaux  appliques 
en  M,  R,  R',  et  supposé  mobile  autour  de  A^,  droite  horizon- 
tale et  fixe,  est  en  équilibre  indifférent. 
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XOUVELLES    UEMAROIES    Slll    DIVERS    ARTICLES 
CO\tER\A\T  LA  THÉORIE  DES  SÉRIES  ('); 

Par  m.  E.  CESARO. 


1.  Dans  mes  pi'écéJentcs  remarques  (-  ),  je  me  suis 
oceupé  de  la  série  de  Lerch 

1 

1 

convergente  pour  o<  r/  <  i  <x,  bien  que  le  rapport 

— ^^—i  surpasse  toute  limite  lorsque  n  parcourt  une  suc- 

cession  convenable  de  valeurs  entières.  Ces  valeurs  sont 
injiniment  rares  parmi  les  nombres  entiers,  ce  qui  n'a 
pas  lieu  poui'  d'autres  séries  de  Lerch,  et,  à  ce  point  de 
vue,  on  peut  dire  que  la  série  (i )  est  moins  remarquable 
(pie  les  autres,  car  on  doit  être  d'autant  moins  surpris 
de  la  convergence  d'une  série  que  les  symptômes  de 
divergence  s'y  manifestent  plus  rarement.  M.  Auguste 
Gutziner  affirme,  au  contraire,  que  la  série  (i)  est  la 
plus  remarquable  de  toutes,  parce  que  les  termes  oii  le 

(luolient  — ^^  cesse  d'être  inférieur  à  l'unité  deviennent 

]mr  degrés  plus  rares  (^)  ! 

2.  Il  est  vrai  que  M.  Gutzmer,  dans  un  article  ré- 
cent (^),  explique  mieux  son  argumentation  en  faveur 
de  la  série  (1)5  mais  je  n'ai  pas  à  m'occuper  de  ces  rai- 


(')  Cet  article  nous  a  été  envoyé  en  avril  1889. 

(')  Nouvelles  Annales,   1888,  p.  4oi. 

(')  Journal  de  Teixeira,  1887,  p.  3G. 

(,*)  Nouvelles  Annales,  1889,  p.  26. 

Ann.  de  Mathemat.,  à'  série,  t.  I\.  (Juillet  1890.) 
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sons  nouvelles,  mou  intention  n'ayant  jamais  été,  évi- 
demment, de  donner  la  mesure  de  rintéièt  plus  ou 
moins  grand  qu'on  peut  attaclier  à  la  série  (i),  que  je 
trouve  du  reste  fort  intéressante,  mais  seulement  de 
faire  observer  que,  si  la  série  en  question  pouvait  être 
appelée  peu  remarquable,  elle  le  serait  justement  pour 
la  raison  que  M.  Gutzmer  invoque  dans  un  but  con- 
traire. 

3.  Il  est  encore  vrai  que,  si  le  rapport  ^^  peut,  dans 
la  série  (i),  surpasser  toute  limite,  il  ne  devient  pas,  par 
compensation,  arbitrairement  petit  pour  d'autres  va- 
leurs de  n,  comme  dans  les  séries  que  j'ai  proposées. 
Mais  cela  tient  à  ce  (jue  la  compensation,  dans  la  série 
de  Lercli,  se  fait  par  une  autre  voie  :  elle  consiste  pré- 
cisément dans  la  rareté  des  valeurs  de  n,  qui  rendent  le 
rapport  ^^^^  supérieur  à  tout  nombre.  C'est  là  un  fait 
général,  qu'on  pourrait  démontrer  avec  rigueur,  mais 
dont  on  se  rend  compte  immédiatement  comme  il  suit. 
Si  !il±l  tend  vers  A  ou  vers  jjl,  suivant  que  n  parcourt 
une  succession  de  fréquence  m  ou  la  succession  complé- 
mentaire, V"^  tend  vers  l^a'"^.  Si  a  est  infini,  cette 
limite  ne  peut  être  finie,  à  moins  que  tjï=  o  ou  [J.  =  o. 
La  série  (i)  est  dans  le  premier  cas,  les  autres  dans  le 
second. 

4.  En  poursuivant  les  recherches  initiées  par 
M.  Lerch,  j'ai  pu  construire  des  séries  convergentes, 
telles  que,  en  excluant  certaines  valeurs  de  «,  infini- 
ment  rares  parmi  les  nombres  entiers,  le  rapport  -^ 
se  maintient   supérieur  à  un  nombre  plus  grand  que 
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L'unité.  Voici  un  exemple  fort  simple.  La  série 

Oll 

I-f-- 

qn  =  q    ".       (o<5'<i), 

est  convergente,  parce  que  ses  termes  sont  positifs  et  in- 
férieurs aux  termes  correspondants  de  la  série  conver- 
gente (/  -i-  (/-  -i-  q^  -h  '  •  •  '  Si  71  est  un  noniLre  triangu- 
laire, 


■ i       ..    >  lim  =  o. 


Dans  le  cas  contraire,  soit  v  le   plus  grand  nombre 


triangulaire  inférieur  à  ii.  On  a 


"«+1 


puis,  en  observant  que  (n  —  >)('*  —  '■'  -H  i)  ne  surpasse 

pas  2v, 


C'est  ce  qu'il  fallait  montrer. 

o.  Quant  au  théorème  de  Weyr,  je  ne  puis  croire 
que  le  dernier  article  de  M.  Gutzmer  tende  à  lui  ôter 
une  partie  de  l'intérêt  qu'il  mérite  5  car  c'est  M.  Gutzmer 
lui-même  qui  a  posé  la  question  en  ces  termes  :  //  serait 
très  intéressant  d'avoir  une  série  convergente  à  termes 
positifs,  telle  que,  pour  un   nombre  infini  de  valeurs 

den  le  quotient  — ^'  surpasse  l  unité,  et  que  cett    pro- 

priété  ne  se  perde  pas  par  une  transformation  quel- 
conque (').   M.  Edouard   Weyr  a  inimédiatemenl   ré- 

(')  Journal  de  Teixeira,  1887,  jarivier-févriei-. 
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pondu  (')  que  de  telles  séries  ne  peuvent  exister,  et 
l'on  appréciera  d'autant  mieux  ce  petit  résultat  lors- 
qu'on saura  que,  malgré  l'extrême  facilité  qu'il  y  avait  ■ 
de  l'obtenir,  les  efforts  des  géomètres  cités  par  M.  Gutz- 
mer  et  connus  de  tout  le  monde  sont  restés  longtemps 
infructueux.  Il  suffit  de  dire  que  M.  Gutzmer  n'était 
pas  même  parvenu  à  démontrer  le  théorème  de  Weyr 
pour  la  seule  série  (i),  car  il  avait  eu  besoin  de  s'im- 
poser la  restriction  inutile  (fs/x<i.  H  était  pour- 
tant facile  de  s'en  passer, 

6.  Je  me  suis  occupé,  à  plusieurs  reprises,  du  théo- 
rème de  convergence,  relatif  à  la  limite  de  «m«.  Il  n'y  a 
rien  de  plus  simple,  pour  établir  ce  théorème  indépen- 
damment de  la  considération  de  séries  particulières, 
que  d'écrire,  en  appliquant  un  théorème  de  Cauchy, 

lim^  _lini[7iS„-(rt  — i)S„_i]  =lim(nu„+S„_i). 
n 

Si  la  série  est  convergente,  le  premier  membre  est  la 
somme  S  de  la  série.  Si  la  limite  ).  de  nu„  existe,  le  der- 
nier membre  est  A  -4-  S,  donc  A  =  o.  Il  est  regrettable 
que  le  théorème  de  Cauchr,  auquel  je  fais  allusion  ici, 
ne  figure  pas  dans  la  plupart  des  Traités,  alors  qu'il  de- 
vrait y  jouer  un  rôle  prépondérant.  Il  constitue  une 
féconde  règle  de  calcul  :  c'est  la  règle  de  TJHospital 
pour  les  fonctions  de  variable  entière.  En  l'introdui- 
sant dans  mon  Cours  j'ai  pu  obtenir  de  remarquables 
simplifications  dans  diverses  théories  d'Analyse  algé- 
brique. 

7.   On  pourrait  imiter   la  dénionstration  précédente 


(')  Loc.  cit.,  1887,  mars-avr 


il. 


(  •^■^7 
noiir    le   lliéoièmc    plus  généiiiL  iclalil   à    la   liniile  de 
(i„ii,i-,  la   fonrliou  positive  «„  étant  ehoisie  de  manière 
(]ue  la  série 

III 
ai  "^  «2        «3  ~^*  "  ' 

soit  divergente.  Dans  ce  cas  la  fonction 

croit  indéfiniment  avec  «,  et  le  théorème  de  Caucliy 
donne 

lim =  lim =  lim  (  S^ ' » 

Pn  Pa—pn-x  \  Pii—Pii-\/ 

c'est-à-dire 

S  =  Iim(S„  -F-  aniin.)  =  S  -i-  X, 

d'où  )v  =  o.  Mais  cette  démonstration  n'a  pas  de  raison 
d'être,  du  moment  qu'on  suppose  connue  la  divergence 
de  la  série  (2). 

8.  Soit  o-„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la 
série  (2).  C'est  encore  le  théorème  de  Cauchy  qui  per- 
met de  constater  rapidement  la  divergence  de 

(3)  _J__^_i__^-I-_..., 

établie  la  première  fois  par  Abel,  au  moyen  du  principe 
général  de  convergence.  Si  t,^  est  la  somme  des  n  pre- 
miers termes  de  la  série  (3).  on  a 


lim  , 


««  7„  log  lim  lo,;^  (  i 
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d'où,  (Ml  observant  que  a,ii,i  croit  indéfiniment  avec  /z, 


Donc  1,1  croît  sans  limite,  comme  le  logarithme  de  o-„. 

9.  Si  les  termes  de  (2)  vont  en  décroissant,  on  peut 
écrire 

<  iog  ■ <  — , 

et,  par  suite,  la  série 

_i j^^  ^2 I j^_^  ^    ,    _J 

ai  ai  "  ff]         «jaj  "^  cr.2         «3^3 

est  convergente.    Soit   C   sa  somme.    On    trouve    sans 
peine 

(4)  ■   lim(T„-Ioga„)  =  C. 

Lorsque  //„  =  i ,  C  est  la  constante  d'Enler.  Pour 
a,/:^  n,  /?  log/ï,  ...,  on  obtient  une  infinité  d'autres 
constantes,  qui  ont  été  considérées  par  M.  F.  Giudice('). 

10.  Si  les  carrés  des  termes  de  la  série  (3)  forment 
une  série  convergente,  l'égalité  (4)  permet  de  définir 
une  fonction  analogue  à  la  fonction  F,  comme  il  suit  : 

G(i  -+-  jr)  =  lim 


V        «i<Ti/ 


I  H 


Elle  permet  ensuite  de  mettre  -— sous  la  forme 

I  (j(i  -+-  j^) 

caractéristique  des  fonctions  holomorplies  du  premier 

(')  Journal  de  Batlaalini,  1889. 


(  •^■»!)  ) 


G(i-H:t-) 


11  L'  rt„J«/ 


Eu  particulier,  pour  «„  =  i ,  on  retrouve  Xajormule  de 
Weierslrass ,  relative  à  la  foudiou  F. 

II.   Supposons  que,    à   paiiir  d'une  certaine  valeur 
de  /z,  on  ait  constauiment 


««^1     T/i  <  1. 


1  )  \(i,i 

Si  Vu  est  le  terme  général  de  la  série  (3),  on  a  iden- 
tiquement 

/        ^«  \ 


et,  par  suite,  l'inégalité  (5)  devient 


Un  '•Il 


■  Donc  la  série  i<,  -f-  "o  -1-  «3  +  .  . .  est  plus  diwergeiite 
que  la  série  (3).  On  voit,  par  exemple,  pour  (1^=^  n^ 
que,  dans  une  série  convergente  à  ternies  positifs,  l'ex- 
pression 

ne  peut  finir  par  être  constamment  inférieure  à  l'unité, 
et,  par  suite,  l'expression 


"H^r')-'] 


doit  croître    à  l'infini    avec    //.    C'est    le   Uiéorènie   de 
Cahen  (  '  ). 


(')  Xoin'elles  Annales,  novembre  1S86. 
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12.   Si,  au  conlraii'e,  l'expression  considérée  finit  par 
surpasser  quelque  nombre  i  +  Â,  supérieur  à  l'unité, 
on  peut  toujours  construire  une   série  moins  coiiver- 
geiile  que  la  série  proposée.   Soit 


"       (i  —  At,  )(i  -^  kv,). .  .(i  +  /cvn) 
On  a  identiquement 

»'/;  i'„  ,      ,  l^  h 

a„ —  Un+l  =  cin —  a«+i  -H  kciiiVn  =  • 

Conséquemment  l'inégalité 


(6)  (  an  — ««+1  )  cr„  >  I  M-  A- 


revient  à  celle-ci 


Il  reste  donc  à  prouver  que  la  série  w^  4- Wo  4- W3  -f-... 
est  convergente.  Cela  résulte  immédiatement  de  l'iden- 
tité 

k{w^  -f-  tv-i  -^--  •  •  -+-«'«)  =  I  — 


I 


(i  -1-  A:P])(i  -I-  A-f2>- .  .(i  -+-  kvti) 
Si  A"  est  positif,  l'expression 

(t-T-  Av,)  (i  -4-  A-C2). .  .(i  -I- A-p„)  >  I  -h  A(i'i-(-  P2-T-. . .-(-  frt') 

surpasse  toute  limite,  lorsque  n  croît  à  l'infini.  Consé- 
(juemment 

13.  Les  moyens  de  démonstration  employés  dans  les 
remarqués  précédentes  servent  seulement  à  mettre  en 
évidence  la  possibilité  de  construire  une  série  moins 
divergente  ou  moins  convergente  que  la  série  proposée. 


I 
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Mais  le  théorcinc  de  Kuuuner  suffit  à  tout.  Lorsqu'on 
remplace,  dans  l'expressiou  considérée  parce  théorème, 
la  fonction  û/,  par  ««3",  on  peut  écrire 


Un 
If/i  ~n ««-i-l3';n-i 


/  Un  \ 


et  l'on  voit  que  la  série  U(  -h  «o  -t-Uu  -+-.  -  .  est  diver- 
gente ou  convergente,  suivant  qu'on  finit  par  avoir  l'une 
ou  l'autre  des  inégalités  (5),  ((5),  respectivement.  On 
appliquera  habituellement  ce  théorèun;  en  cherchant 
d'abord  la  limite  de  l'expression 


««+1    T 


puis,  si  ou  la  trouve  égale  à   Tunité,   celle  des  expres- 


sions 


successivement.  A  la  première  limite  qu'on  trouvera 
dilïérente  de  i ,  on  saura  que  la  série  u,  +  Ua  +  "a  +••• 
est  convergente  ou  divergente,  suivant  que  la  limite 
trouvée  est  supérieure  ou  inférieure  à  l'unité.  L'intro- 
duction des  fonctions  log7«,  loglogc-^,  .  .  .  est  justifiée 
par  une  remarque  précédente. 

1  i.  Le  théorème  de  Cauchv  permet  d'étudier  aisé- 
ment les  relations  qui  existent  entre  les  tendances  de 
ciiiUji  et  de  l'expression  envisagée  par  le  théorème  de 
Kummer.  Si  la  série  u^  -;-  «^  -f-  «3  H- . .  •  est  divergente, 
on  a 


(7) 


, .        ttnUa         ,.       lt,i-^xUn+\ — a^Ua 

lim  — ^ —  =  lim 

M 


««  ■- ««+1 

\  "rt-t-1  / 
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Si  nnUii  admet  une  limite  différente  de  zéro,  ce  qui 
permet  d'affirmer  immédiatement  la  divergence  de  la 
série,  le  théorème  de  Rummer  ne  dit  rien,  parce  que, 
d'après  (7),  la  limite  considérée  par  ce  théorème  est 
nulle,  si  elle  existe.  Si  cette  limite  existe  pour  une 
série  convergente,  et  qu'elle  soit  A  ^  o,  prenons 
o  <<  A"<<  A.  11  existe  aussi  un  nombre  v,  tel  que,  pour 
n  >  V, 


c'est-à-dire 
où 


a,i ««-ri    ^   1^1 

"«+1 


Si  l'on  observe  que,  d'après  le  théorème  de  Caucliy, 
on  a 

lim  y-  =  y  Inn  —  =  o, 

on  voit  que  ctn'^//  H/i  tend  nécessairement  vers  zéro. 

15.  Dans  les  mêmes  conditions  où  l'on  a  pu  définir 
la  fonction  G,  on  peut  dire  que,  pour  n  croissant  à  l'in- 
fini, l'expression 


X        \  X 

I-T-    ■ I-l 


tend  vers  zéro  ou  surpasse  toute  limite  suivant  que 
h  <C,  X  ou  h  ';>x.  Cela  étant,  supposons  que  l'on  ait 
trouvé 

(8)  lim  (a„ — a„+i)cT„  =  >.. 

Si  A^i,   la  série   est  convergente,  et   l'on  pourra 
fixer  deux  nombres  i -(- a,  r -r- |^,  supérieurs  à  l'unité 


(  ;^63  ) 

et  coinprL'iiaul  entre  eux  le  iiotnl)re  A-  Dès  lors  on  aura, 
pour  n  surpassant  un  eertain  nombre  v, 

a  <  «,j  J„ ««+1  T„4-i  <  p. 

Done,  A  et  B  étant  deux  nonibies  indépendants  de  «, 

A  a;;-! 


««^/i"«  < 


««^'i«/t  > 


Il  en  résulte 


Ba;;-i 


«1  Œj  /     \  Cl.^Z-i    I 


Iiinrt„a;;«„  =  o, 
si  /•  <<  i  +  a  <^  A,  et 

I  lima„  j;;«„=  00, 

si  7'  >>  1  -h  |5  >-  )w  Ainsi,  lorsqu'on  a  pu  eonstaler  la 
convergence  de  la  série  Ux  +  w^-h  W3  -f-. .  .  au  moyen 
de  (8),  non  seulement  a,,  a,j  tend  vers  zéro,  mais  encore 
le  produit  de  cette  fonction  pai-  toute  puissance  de  o",;, 
dont  l'exposant,  inférieur  à  X,  est  aussi  voisin  de  A  qu'on 
veut.  Par  exemple,  si  A  est  la  limite  considérée  par  la 
règle  de  Raabe  et  Duhamel,  on  a  lim«''«rt=o  pour 
/■  <^  A.  Lorsque  A  =  i ,  on  clier("lie 

lim     n  (  — —  —  I  )  —  I     log/i  =  ijL. 
L      \Un+ï  1  J 

Si  [j.  >■  I ,  la  série  est  convergente,  et  l'on  a 

li  m /i(log  «)'■«„  =  o 
pour  /•  <<  iJ. ,  .  . . . 

IG.    Il   serait  très    intéressant    de   pouvoir   assigner 
quelque    condition   siiffisante     pour    l'existence    de    la 
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limite  de 

(9)  -  (rti4- a.2-l-a3-r-.  .  .-f- a„), 

pour  71  infini.  On  connaît  une  condition  :  c'est  l'exis- 
tence de  la  limite  de  a,i',  mais  il  faudrait  la  remplacer 
par  une  condition  plus  générale,  pouvant  servir  dans 
les  cas  où  a,i  n'a  pas  de  limite.  J'ai  cherché  en  vain  une 
telle  condition  en  la  restreignant  même  aux  fonctions 
a„  finies.  Les  n  premiers  nombres  de  la  succession  «i, 
a.2i  «3,  .  ..   étant  représentés  sur  une  droite,  le  nombre 

(9)  est  représenté  par  leur  centre  de  gravité,  qui  se  dé- 
place, lors  de  l'adjonction  de  rt/^^j  aux  nombres  précé- 
dents, vers  la  droite  ou  vers  la  gauche  suivant  que 

a«+i (ai-i- «2+ «3-J-- • --(-«/O 

est  positif  ou  négatif.  Ce  déplacement  tend  vers  zéro 
lorsque  n  croit.  Toute  oscillation  de  (9),  qui  s'eifectue 
constamment  dans  un  sens  déterminé,  tend  aussi  vers 
zéro,  si 

(10)  lim        —  " 


\ 


n 


p,i  étant  le  nombre  de  termes  consécutifs  de  la  succes- 


sion 


du 


t  ai,     «2  —  «1.     «3 («i-t-«2)) 

I         «i—  ^  («!-+- «2 -4- «3),       •••, 

qui  ont  même  signe  que  le  premier  d'entre  eux,  n"^™''  de 
la  suite. 

On  conçoit  par  là  qu'en  introduisant  d'autres  condi- 
tions simples,  on  pourrait  en  constituer,  avec  (10),  un 
système  suffisant   pour  l'existence   de  la  limite  de  (9). 
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j  ,  Mais  il  est  de  la  dcniière  évidciuc  que  la  coiulilioii  (lo) 
ne  saurait  sullire  à  elle  seule  pour  aflirmer,  d'une  ma- 
nière générale,  l'existence  dont  il  s'agit.  Il  peut  se  faire, 
en  eilét,  que  par  une  infinité  d'oscillations  dans  les  deux 
sens  le  nombre  (9)  parvienne,  quelque  grand  que  soit«, 
à  se  déplacer  d'un  intervalle  fini.  Appelons  Z»,,  ^o,  /;;j, ... 
les  termes  de  (11).  On  trouve  sans  peine 

et  l'on  voit  que  la  convergence  de  la  série 

est  suflisante  et  nécessaire  pour  l'existence  de  la  li- 
mite (9). 

En  conséquence,  afin  de  construire  une  fonction  «,,, 
telle  que  la  limite    de    (9)    n'existe  pas,    bien  que  la 
condition  (10)    soit   remplie,    nous   tâcherons   de   con- 
struire une  série  (i  2)  indéterminée.  Considérons  d'abord 
. la  série 

{rr\        .  ï  I  I  [  I  I  1  I  I 

2  3        4        5        6        7        8        9        10       

Si  n  est  une  puissance  de  2,  la  somme  des  Ji  termes 
qui  suivent  le/z'*"'^  tend,  pour  7z  croissant  à  l'infini,  vers 
log2.  Donc  la  série  (i3)  n'est  pas  convergente.  Elle 
n'est  pas  divergente;  car  on  trouve,  par  un  calcul  élé- 
mentaire, que  la  somme  de  ses  n  premiers  termes  est 
comprise  enire  —  1  et  ^  -+-  log2.  Donc  la  série  (i3)  est 

indéterminée;  mais  elle  ne  remplit  pas  la  condition  (10). 
En  eliet,  p^  =  ji^  si  Ji  est  une  puissance  de  2.  Ajoutons 
aux  termes  de  (1  3)  les  termes  correspondants  de  la  série 

3  —  4  +  •  •  •'  niullipiies  par  des  nombres  su- 


2 
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périeurs  à    l'unité.   Il  vient  une  série   indéterminée,  à 
termes  alternativement  positifs  et  négatifs.  C'est   une 
des  séries  (12)    cliercliées;   car,   à  cause  dep„=i,  la 
condition  (10)  est  remplie.  Voici  une  de  ces  séries  : 

•2  I  I  2  '.'_i^i    3L  -L- 

La  somme  des  n  premiers  termes  est  toujours  com- 
prise entre  0,87  et  1,72.  C'est  pourquoi  la  fonction 
correspondante  a,i  est  linie. 

17.  La  question  posée  en  dernier  lieu  permettrait  de 
résoudre  plusieurs  questions  d'arithmétique  asjnnpto- 
tique,  que  j'ai  traitées  autrefois  par  des  méthodes  peu 
rigoureuses.  Ainsi,  ')^{n)  étant  \a  fonction  de  Lioui^ille, 
égale  à  -h  I  ou  à  —  i,  suivant  que  n  est  composé  d'un 
nombre  pair  ou  d'un  nombre  impair  de  facteurs  pre- 
miers, égaux  ou  inégaux,  il  importerait  de  savoir  si  la 
limite  de 

(i4)  i[X(i)-^X(2)+X(3)+...  +  X(n)] 

existe.  Fixons  (j  de  manière  que  a(^)  =:  — ).(/«).  Evi- 
demment -  ne  peut  être  un  carré  parfait.  Soit  a-  le  plus 
peut  carre  surpassant--  Un  a 

D'autre  part,  le  signe  de  j 

étant  le  même  que  celui  de  \{u  +  i),  la  fonction  />„  est 
définie  par  les  conditions 

X(n)  =X(rt  -+-!)  =  ...  =  X  (72  -+-jj„—i)=:  —  l(n  -hpn)- 


(  3G7  ) 
Or  il  ("SI  clair  (jue  r/a^,   supérieur  à  //,  ne  peut  èlrc  in- 
férieur à  n  +/;„.  Donc 


pui 


n 

-  )   —  n: 

9. 


La  condition  (lo)  est  remplie-,  mais  on  a  vu  que 
cela  ne  suffit  pas  pour  affirmer  l'existence  de  la  limite 
du  nombre  (i4).  Cependant  tout  porte  à  croire  que 
cette  limite  existe  et  que  sa  valeur  est  zéro. 


IVOUYELLE  MÉTHODE  DE  DISCllSSIO^  DE  lÉ0llATIOi\  E^  S; 

Par  m.  Gn.  BRJSSE. 


Considérons  les  deux  fonctions  à  coefficients  réels 

7  =  ^2  _f_  jj,2  _!_   -2^ 

et   cherchons    pour   quelles   valeurs    du    paramètre   S 
l'expression 


(I) 


CP  —  SiT 


se  réduit  à  une  somme  de  moins  de  trois  carrés.  On 
sait  qu'il  est  nécessaire  et  suffisant  que  S  soit  l'une  des 
racines  de  l'équation  du  troisième  degré 


(2)  A(S): 

dite  éijiiaiion  an  S 


A  —  S        B"  B' 

B"       A- S  B 

B'  B  A"— S 
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Propriétés  de  l'équation  en  S. 

,/'  1°  V équation  en  S  a  ses  racines  réelles. 

Soit,  en  effet,  (P  +  QO' +  (U  +  ^'0'  '^  somme  à 
laquelle  cp  — Scr  est  réductible,  P,  Q,  U,  V  étant  des 
fonctions  linéaires  à  coefficients  réels.  En  substituant 
dans  l'identité 

o-S!T=(P  +  Qi)-2-^(U-HV02 

un  système  de  solutions  réelles  des  équations  Q  =  o, 
V  =  o,  autre  que  x  =  o,  y  =  o,  ^  =  o,  on  a  une  équa- 
tion à  coeflicients  réels  qui  fournit  une  valeur  réelle 
de  S,  puisque  <7  n"est  pas  nul. 

2"  Une  racine  de  V équation  en  S,  pour  laquelle 
VexnressioJi  o  —  Sa-  se  réduit  à  une  somme  de  deux 
carrés  distincts,  est  simple. 

Car  elle  n'annule  pas  la  dérivée 

(   _(A'-S)(A."-S)-(A"-S)(A-S) 
<^^)  I  -(A-S)(A'-S)-f-B2-t-B'2-HB"2 

du  premier  membre  de  l'équalion  (2). 
L'identité 

(4)  !B  —  Sa  =  t(ax  -^by  ^  czy  +  z'{a'x  -^-  b'y  -^c'  zY, 

où  £  et  e'  désigntmt  les  nombres  -h  i ,  —  1,0,  donne  en 

cHet 

A  —  S  =  ea^-H  s'a'2, 

A'  — S  =  sb^-^t'b'^, 

A"—  S  =  ec2  -t-s'c'2, 

B  =  zbc-^t'b'c',         B'=  eccu- s'c'rt',         B  =  tab  -h  z  ab' , 

et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  (3),  on 
trouve,  d'après  l'identité  de  Lagrange, 

(5)  _ç;'j;(6c'—  cb'  )i-h{ca'—ac'f-^(ab'  —  ba'y-\, 


(  '^«y  ) 

résultat  difl'érent  de  zéro,  puisque  les  fondions 

a.r  -{-  by  -[-  cz,         a' x -\- b' y -\- c! z 
sont  distinctes. 

3°  Une  racine  de  V èquaiion  en  S,  pour  laquelle 
V expression  o — Sa-  se  réduit  à  un  seul  carré,  est 
double. 

Car,  s'  étant  nul,  l'expression  (5)  (;st  nulle.  Cette 
racine  annule  donc  la  dérivée  première  de  A(S),  mais 
elle  n'annule  pas  la  dérivée  seconde 

9.  (  A  -  S  )  +  2  (  A  '  -  S  )  H-  9.  (  A  "  —  S  ) , 

car  elle  la  réduit  à 

(6)  2£(a2  -f-  62  -+-  c2). 

4"  Une  racine  de  l' équation  en  S,  pour  laquelle 
V expression  o  —  Sa-  est  identiquement  nulle,  est 
triple. 

Car,  £  et  e'  étant  nuls,  les  expressions  (5)  et  (6)  sont 
nulles.  Cette  racine  annule  donc  la  dérivée  première  et 
la  dérivée  seconde  de  A(S). 

De  là  l'ésulte  que  réciproquement  : 

5*^  Une  racine  simple  de  V équation  en  S  réduit 
o  —  S<7  à  deux  carrés  distincts  ; 

6°  Une  racine  double  de  l' équation  en  S  réduit 
'o  —  S  7  à  un  seul  carré  ; 

7"  Une  racine  triple  de  V équation  en  S  réduit 
'i  —  Sa-  à  zéro  ; 

et,  d'après  les  propriétés  des  formes  quadratiques,  que  : 

8°   iJne  racine  simple  de  Véquation  en  S  n  annule 
pas  tous  les  mineurs  du  second  ordre  du  déternùnant 
A  (S),  et  réciproquement  ; 
Ann.  de  Mathémat.,  3"  série   t.  I\.   (Juillet  1890.)  24 
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9"  Une  racine  double  de  l'équation  en  S  annule  tous 
les  mineurs  du  second  ordre  et  n'annule  pas  tous  ceux 
du  premier  ordre  du  déterminant  A(S),  et  réciproque- 
ment ; 

lo"  Une  racine  triple  de  V équation  en  S  annule 
tous  les  mineurs  du  premier  ordre  du  déterminant 
A(S),  et  réciproquemeîit. 

Conséquences. 

Deux  racines  différentes  de  V  équation  en  S  donnent, 
j^our  'f  —  Sa-,  deux  décompositions  d'espèces  diffé- 
rentes. 

Car  si  deux  racines  distinctes  S  et  S'  donnaient  deux 
décompositions  de  même  espèce 

on  en  déduirait 

Or,  en  substituant  dans  cette  identité  un  des  systèmes 
de  solutions  des  équations  P  —  P'=o,  Q  — Q'— o 
autre  que  a:  =  o,  r  =  o,  z  =  o,  on  annulerait  le  second 
membre  et  on  u'annulei  ait  pas  le  premier. 

Il  résulte  de  là  que,  si  les  racines  de  l'équation  en  S 
sont  toutes  différentes,  les  seules  formes  de  décomposi- 
tion possibles  étant  P^-f-QS  F^'-Q'S  _P'|-^-Q"S 
chacune  des  racines  S,  S',  S"  en  donne  une  et  l'on  a 


S   («-2 

S'(.r2. 

S"(.r2- 


.y2+Z'-)=   P2-+-Q2, 
.j.2-+-^2)=-   P"2_Q"2 


I 


(  ■!:'  ) 

C)ii  en  (U'diiil  les  idonlilés 

(S'-   S)T=    P="!    4-Q2    -hQ'2—  P'2, 
(S"— S')cr  =  P"2^-0"2-^P'2—  Q'2, 

et,  (Ml  substituant  dans  la  première  de  ces  identités  un 
des  systèmes  de  solutions  de  l'équation  P'=  o,  et  dans 
la  seconde  un  des  systèmes  de  solutions  de  l'équation 
Q'  =  o  autre  que  .r  t=  o,  j)=  o,  z  =  o,  on  en  conclut 

S<S'<S", 
c'est-à-dire  que  : 

La  plus  petite  racine  donne  deux  carrés  positifs,  la 
plus  grande  deux  carrés  négatifs,  et  la  racine  nioj  enne 
seule  décompose  o  —  Sa-  et  un  produit  de  deux  fac- 
teurs réels  distincts. 

Si  l'équation  en  S  a  une  racine  simple  S)  et  une 
racine  double  S^,  on  a  deux  décompositions  d'espèce  dif- 
férente 

'i  —  S,(.•r•2^-J'2  4-.-2)  =  — SP'2. 

On  cji  déduit 

(S2— s,)(^^-H.r'+-^'-)=î(P'+P'-)+^'Q-, 

el,  en  substituant  un  des  systèmes  de  solutions  des 
équations  P  =  o,  P'=:  o,  ou  de  l'équation  Q  =  o  autre 
que  O" -3:  o,  jK  =  o,  2  =  0,  on  en  conclut  que  î,  s'  et 
So — S|  ont  les  mêmes  signes,  c'est-à-dire  que  : 

La  plus  petite  racine,  si  elle  est  double,  donne  un 
carré  positif  et  la  plus  grande  deux  carrés  négatifs; 
la  plus  grande,  si  elle  est  double,  donne  un  carré  né- 
gatif et  la  plus  petite  deux  carrés  positifs. 
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La  méthode   s'applique   évidemment  avec    la    même 
facilité  à  une  équation  en  S  de  degré  quelconque. 


Remarques. 
Si  l'on  avait 

<7  =  ^2  _j_jj/2_i_  z--\-  ■2yZ  COSÀ  -+-  2-337  COSIJL  -H  2xy  COSV, 

ou,  en  décomposant  en  carrés, 


<i  =  (x  -+-y  COSV  -+-  z  cosfi)2 

cosX  —  cosacosv\2 
y  sinv  -i-  z  : ! 


H   \2 
sinv 


H'*  désignant  le  déterminant 


I  COSV       COS  [Jt. 

COSV  I  COS X 

cos[ji     cosX         I 


il  suffirait  de  poser 


y  sinv  -i-  z 


X  ^y  COSV  -4-  scos[j.  =  X, 

COsX  —  COS  [J.  COSV 


H 


=  Y, 


=  Z, 


pour  ramener  l'expression  cp  —  Sa-  à  la  forme 

*  — S(X2-^  Y2  +  Z2), 

et  pouvoir  appliquer  tous  les  résultats  précédents. 
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SOLl'TIO\   DE  LA  (JIESTION   1391; 

]>\R  M.  E.  PELLEGRIN, 

Capitaine  d'Artillerie. 


•Soient  A,  B,  C  les  pieds  des  trois  normales  à  une 
parabole  menées  par  un  point  P  de  son  plan.  Par  le 
sommet  O  de  la  courbe  on  fait  passer  trois  cercles  res- 
pectivement tangents  à  la  parabole  en  A,  B,  C.  Ces 
cercles  coupent  la  courbe  en  trois  autres  points  A! .,  B', 
C.  Démontrer  que  les  normales  en  A',  B',  C  à  la  pa- 
rabole sont  concourantes.  (Lemaire.) 

On  sait  que  les  bissectrices  des  angles  formés  par  un 
couple  quelconque  de  sécantes  communes  à  un  cercle  et 
à  une  conique  sont  parallèles  aux  axes  de  la  conique.  Il 
suit  de  là  que  le  point  A'  est  le  symétrique,  par  rapport 
à  l'axe  de  la  parabole,  du  point  A,  où  la  parallèle  me- 
née par  le  sommet  O  à  la  tangente  en  A  rencontre  pour 
la  seconde  fois  la  courbe.  D'ailleurs,  la  parallèle  à  l'axe 
menée  par  A  passe  par  le  milieu  de  la  corde  OA,;  donc 
l'ordonnée  de  A  est  la  moitié  de  l'ordonnée  de  A,,  et, 
par  suite,  l'ordonnée  de  A'  est  égale  au  double  de  l'or- 
donnée de  A,  changée  de  signe. 

Mais,  pour  que  trois  normales  à  la  parabole  soient 
concourantes,  il  faut  et  il  suffit  que  les  ordonnées  de 
leurs  pieds  aient  une  somme  nulle.  Donc,  en  vertu  de 
riiyjjothèse,  la  somme  des  ordonnées  des  points  A,  B, 
C  est  nulle  5  par  suite,  il  en  est  de  même  de  la  somme 
des  ordonnées  de  A',  B',  C,  puisque  cette  somme  est 
égale  à  la  précédente  multipliée  par  —  2.  Donc  enfin  les 
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normales     en     A',    B',    C     concourent    en    un    même 
point  Q. 

TV.  B.  —  MM.  Audibert,  Barisien,  Brocai'd,  Coronnet,  Reval  nous 
ont  adressé  des  solutions  analytiques.  M.  le  capitaine  Barisien  fait 
observer  en  outre  :  i°  que  le  lieu  du  milieu  de  AA'  est  une  para- 
bole; 2°  que  l'enveloppe  de  AA'  est  une  parabole;  3°  que  l'aire  du 
triangle  A'B'C  est  égale  à  huit  fois  l'aire  du  triangle  ABC;  4°  que 
si  le  point  P  est  sur  la  développée  de  la  parabole,  il  en  est  de  même 
du  point  Q. 


S0LIJTI0\  DE  LA  QUESTION  loflZ; 

Par  m.  audibert. 


D'un  point  M  du  plan  d'une  ellipse,  on  abaisse  les 
quatre  normales  dont  les  pieds  sont  A|,  Ao,  A3,  A-,. 
Chaque  normale,  telle  que  MA,,  rencontre  le  grand 
axe  en  V\  et  le  petit  axe  en  Q(.  Démontrer  les  rela- 
tions 

;MÂ,         -MA,         M  A3  M  A4 

^■')        âTf;  -^  ÀTp;  -^  Â7P3  -^  ÂH^  =  ^""^•' 

,    ,  MAi         MA,         MA3         MA4 

AiQi        A2Q2       A3Q3       AiQi 

(BakisiejV.) 

Désignons  par  (x,  y)  les  coordonnées  du  point  A, , 
par  {"■»■■,'[■')  celles  du  point  M,  et  enfin  par  I,  et  B,  les 
projections  de  A,  stir  l'abscisse  et  l'ordonnée  du  point 
M.  Les  triangles  rectangles  semblables  MA,  B,,  P,  A,I, 
donnent  les  proportions 

^^  A,P,  ~  x-OPy  y 

D'ailleurs,  en  faisant  r  =.  o  dans  l'équation  de  la  nor- 

a^ 62 

maie  A,P,,  on  voit  que  OP,  ^=- —  r. 


(  ■•>->  ) 

Cela  posé,  si  l'on  égali!  à  z  les  rapports  (3)  et  si  l'on 
élimine  X  et  ^  entre  les  deux  relations  ainsi  obtenues 
et  l'équation  de  l'ellipse,  on  obtient  l'équation 

■2(  a-  -+-  h-) 

et,  eoinnie  les  racines  de  cette  équation  sont  les  valeurs 
des  quatre  rapports  (i),  on  voit  que  la  somme  de  ces 

rapports  est  constante  et  égale  a  j^ '■  • 

La  démonstration  de  la  relation  (2)  est  tout  à  fait 
analogue. 

iV.  B.  —  M.M.  Pellegrin  et  Reval  nous  ont  adressé    des    solutions 
peu  différentes  de  celle  qui  précède. 


UÉALîSATIO\  ET  ISAGE  DES  FORMES  IMAGIXAIRES 
E\  GÉOMÉTRIE. 

Conférences  données  par  M.  Maximilien  MARIE 

au   Collège  Stanislas,  à   Sainle-Barbe ,   à   l'École  Sainte-Geneviève 
et  à  l'École  Monge  ('). 


Quadratures. 

10.  Une  seule  intégration  suffit  aux  quadratures 
du  lieu  réel  et  de  toutes  ses  conjuguées.  —  En  etiet, 
d'abord,  si  les  ordonnées  de  deux  brandies  de  la  conju- 
guée à  abscisses  réelles  sont 


celles  des  deux  branches  correspondantes  de  la  courbe 
(')  Voir  même  lomc.  p.  iGi. 
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réelle  seront 

et  si  l'on  a  pu  obtenir  l'intégrale  indéfinie 

on  aura  obtenu  en  même  temps  l'intégrale 
i     [o{x)±:  /— t];(:r)  /^]  dx. 

Si,  en  prenant  eette  dernière  entre  des  limites  a  et  è, 
on  a  trouvé  pour  résultat 

A  ±  B  v/=^  , 

A  sera  l'aire  du  diamètre  correspondant  aux  cordes 
réelles  de  la  conjuguée,  B  sera  l'aire  comprise  entre  la 
conjuguée  et  son  diamètre,  et  AdrB  sera  l'aire  même 
de  cette  conjuguée. 

Ainsi,  si  l'on  a  pu  obtenir  l'intégrale  fjdx,  elle 
fournira  la  quadrature  d'une  branche  quelconque  de  la 
conjuguée  à  abscisses  réelles,  et  l'on  peut  remarquer 
que  Taire  de  cette  conjuguée  sera  mieux  représentée 
que  celle  de  la  courbe  réelle,  paixe  que  la  présence  du 
signe  ^/ —  I  s'opposera  à  toute  confusion  entre  l'aire  du 
diamètre  et  l'aire  de  la  courbe  au-dessus  ou  au-dessous 
de  son  diamètre. 

On  pourrait  obtenir  l'aire  d'une  conjuguée  quel- 
conque en  la  rapportant  au  même  axe  des  x  et  à  un 
nouvel  axe  des  j^  parallèle  aux  cordes  réelles  de  cette 
conjuguée;  mais  la  transformation  ne  sera  jamais  néces- 
saire, parce  qu'il  suffira  d'obtenir  l'aire  indéfinie  de  la 
courbe  réelle  dans  le  nouveau  système  et  que  les  aires  de 
cette  courbe,  dans  les  deux  systèmes,  se  déduisent  aisé- 
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iiieiil  l'au  de  raulre  par  l'acldilion  et  la  souslractioii  de 
deux  triangles. 
Soient 

OX,  O^    (  /ig.    G)  les  axes  reetangulaires  auxquels  la 
courbe  réelle  était  d'abord  rapportée; 

Fig.  6. 


Mo  M  un  arc  quelconque  de  cette  courbe; 

OY'  une  parallèle  aux  cordes  réelles  de  la  conjuguée 

qu'on  voudrait  quarrer; 
MqPo  f^t  MP  les  ordonnées  anciennes  de  Mo  et  M; 
MqPo  et  MP'  leurs  ordonnées  nouvelles. 

Si  l'on  connaissait  l'expression  de  l'aire  indéfinie 
PyMoMP',  on  en  tirerait  l'aire  indéfinie  de  la  conju- 
guée considérée,  comprise  entre  Taxe  des  a:,  un  arc 
quelconque  de  cette  conjuguée  et  les  cordes  réelles  pas- 
sant par  les  extrémités  de  cet  arc. 

Mais  on  passe  de  l'aire  supposée  connue  PqMoMP  à 
l'aire  cherchée  P'^MoMP'  en  ajoutant  à  la  première 
l'aire  du  triangle  PMP'  et  en  en  retranchant  celle  du 
triangle  PqMoPo  '■,  soient  x^y^  et  x'^y'^  les  coordonnées 
anciennes  et  nouvelles  du  point  iMo,  xy  et  x'j'  les  coor- 
données anciennes  et  nouvelles  du  point  M,  les  aires 
des  deux  triangles  MPP'  et  MoPoPo  seront 


ou 


.' sinY'Yj'j''         et 

— .yCOsY'Xj'K  cl 


anY'Yjorô 
icosY'XjKo.r'o; 
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mais  il  conviendra,  dans  les  expressions  de  ces  deux 
aires,  de  remplacer  les  ordonnées  nouvelles  j'  et  j  ^  par 
leurs  valeurs  eu  fonction  de  j  et  j>'o  :  l'une  des  formules 
de  la  transformation  intervenue  étant 

y  =  r'sin  Y'X, 
d'où 

■_       ■>" 
^       sinY'X' 

ou  prendra  donc,  pour  expressions  des  deux  triangles. 


c'est-à-dire 


r-  cosY'X  _  yl_  cosY'X 

T    sinY'X      ^       ~    i     sinY'X 


2C  2G 


C  désignant  la  caractéristique  de  la  conjuguée  dont  les 
cordes  réelles  seraient  parallèles  au  nouvel  axe  des  y. 
En  définitive,  on  aura  identiquement 

sin\  X  /  ydx'=\        ydx^: ^^ 

Ainsi  la  seule  intégration,  marquée  par 

/         y  dr, 

fournira  les  quadratures  de  toutes  les  conjuguées  du 
lieu,  en  sorte  que  la  question,  en  ce  qui  concerne  ces 
quadratures,  est  entièrement  résolue. 

Il  reste  une  question  beaucoup  plus  importante,  au 
point  de  vue  du  Calcul  intégral,  et  qui  consiste  à  ob- 
tenir l'interprétation  de  l'intégrale 


dx 


f    ^ 


dans  tous  les  cas  que  peut  présenter  le  clioix  des  limites 
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/         yda^^  sin  Y'\  /  -»-  ■- — ^ 

•^•o-  vo  ''  ■>  ■„.  r; 

fournira  cette  interprétation  dans  tous  les  cas,  comme 
on  va  le  voir. 

Mais,  cette  formule  n'ayant  été  établie,  par  des  con- 
sidérations géométriques,  que  dans  l'hypothèse  particu- 
lière où  les  limites  [^oij'o]  "-'t  [-^-^JK]  seraient  réelles, 
il  ne  sera  pas  inutile  d'en  donner  une  démonstration 
analytique,  qui  permette  de  la  considérer  comme  une 
véritable  identité  absolue,  applicable  à  tous  les  cas. 

Soient 

.r  =  nix'-h  ny'         et        j-=px'-î-qy' 

les  formules  d'une  transformation  linéaire  :  la  première 

donne 

dx  =  ni  dx'-^  Il  dy' , 
d'où  résulte 

fr  dx  =  fip^'-^  Çy' )  (  m  dx'-^  Il  dy' ) 

=  mpjx' dx'-r-  iiq Sy' dy'-T-  inq  fy' dx'^  npfx'dy' 
=  i  mpx'--\-  \  nqy'--^  mq  Jy' dx'^  np  f  x' dy'  ; 

en  intégrant  par  parties  dans  le  dernier  terme,  on  le  rem- 
placera par 

np{or'y'—  Jy'dx'), 

et  l'on  aura,  en  définitive, 

fy  dx  r=  mp h  nq  - —  mpx'y'-h  (rnq  —  np)  j y' dx' . 

Supposons  maintenant  la  transformation 

a?  =  a"'-{-jK'cosa',        y  =  y' ?-\\\a!  ^ 

qui   se  rapporte  au  changement  d'axes  que  nous  avions 
en  vue,  on  aura 

m  =  1,         /?  =  cosa',         p  ^=  o,         q  ^=  sin  a', 


(  38o  ) 
et  il  en  résultera 

Jy  dx  =  |sina'cosa'jK''^-4-  s'tnoL'  fy' dx' 
OU,  en  remplaçant  y  -  par  -^ 


sin-^a 


Y 
j y  dx  =  '- h  sin  i!  f  y'  dx' . 

Comme  nous  l'avons  déjà  dit,  la  question  la  plus  in- 
téressante que  présente  l'étude  d'une  intégrale 


/ 


X,  y 

ydx, 

"^0.  y» 


oùj)  est  une  fonction  implicite,  consiste  à  définir  la  va- 
leur concrète  de  cette  intégrale,  soit  en  raison  des 
limites,  soit  en  raison  de  la  succession  de  valeurs  qu'au- 
raient prises  les  deux  variables  pour  passer  de  leur 
état  initial  [xo,j  o]  à  leur  état  final  [-^jj^],  de  façon, 
non  seulement  à  pouvoir,  au  besoin,  si  l'intégration 
n'avait  pas  pu  être  eifectuée,  appliquer  à  l'évaluation  de 
l'intégrale  les  méthodes  de  quadratures  approcbées,  par 
la  substitution,  à  une  courbe,  de  polygones  inscrits  et 
circonscrits,  mais  encore  à  lever  les  diflîcultés  qui  pour- 
raient subsister  quand  même  l'intégration  aurait  pu  être 
effectuée. 

Ces  difficultés  tiennent  d'abord  à  ce  que,  si  les  limites 
sont  données  seulement  en  ce  qui  concerne  x,  c'est- 
à-dire  si  l'on  ne  donne  que  Xo  et  a:,  y\  et  y  auront  cha- 
cune m  valeurs,  si  l'équation  entre  x  et  j  est  de  degré  m 
par  rapport  à  j,  en  sorte  que  l'intégrale 


£ 


y  dx 


aurait  toujours  au  moins  in-  valeurs  5  mais  surtout  à  ce 
que  l'intégrale  indéfinie  jjdx.,   si  elle  avait  pu  être 
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obtenue,  pourrait  être  compliquée  par  la  présence  de 
constantes  allbctées  de  coellicients  entiers  arbitraires, 
comme  on  le  voit  par 


/ 


v/r 


d.v 

-  =:  arc  sma?, 


à   Tune   quelconque  des   valeurs  de  laquelle    on    peut 
ajouter  un  nombre  quelconque  de  fois  27:,  et  par 


/ 


d.r 

—  =  Lx, 


à  l'une  quelconque  des  valeurs  de  laquelle  on  peut 
ajouter  un  nombre  quelconque  de  fois  2 -y/ — i. 

Ces  constantes  sont  désignées  sous  le  nom  de  pé- 
riodes de  Vintégrale  indéfinie;  et  les  nombres  de  fois 
que  ces  périodes  doivent  être  introduites  respectivement 
dans  cliaque  intégrale  définie  dépendent  du  chemin  suivi 
par  le  point  [x,  j  ]  pour  aller  du  point  [xo,j)'^o]  ^u 
point  [x,  j]. 

Nous  chercherons  d'abord  à  assigner,  pour  chaque 
système  de  limites,  la  valeur  concrète  la  plus  simple  de 
l'intégrale  définie  5  nous  définirons  et  assignerons  ensuite 
les  valeurs  concrètes  des  différentes  périodes,  en  même 
temps  que  nous  déterminerons  les  nombres  qui  devront 
en  être  pris  dans  chaque  cas. 

11 .  De  la  valeur  concrète  la  plus  simple  d'une  inté- 
grale, en  raison  de  ses  limites.  —  Quelles  que  soient 
les  limites  assignées,  on  pourra  toujours  les  relier  l'une 
à  l'autre,  et  même  de  plusieurs  manières  :  d'abord  par 
un  arc  de  la  conjuguée  à  laquelle  appartiendra  la  limite 
inférieure,  prolongée  jusqu'à  son  point  de  contact  avec 
l'une  ou  avec  l'autre  des  deux  enveloppes;  par  un  arc 
de  cette  enveloppe,  interrompu  s'il  est  nécessaire  par  un 
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arc  d'une  conjuguée  arbitraire,  compris  entre  deux 
points  consécutifs  de  contact  de  cette  conjuguée  avec 
l'enveloppe  eu  question,  dans  le  cas  où  Ion  aurait  à 
passer  d'une  branche  de  cette  enveloppe  à  une  autre  de 
ses  branches,  qui  n'aurait  aucun  point  commun  avec  Ja 
première;  par  une  branche  de  celle  des  deux  enveloppes 
sur  laquelle  serait  venu  le  point  mobile,  prolongée  jus- 
qu'à l'un  de  ses  points  de  contact  avec  l'autre  enveloppe, 
si  cela  était  nécessaire;  par  une  branche  de  celle  des 
deux  enveloppes  qui  toucherait  la  conjuguée  à  laquelle 
appartiendrait  la  limite  supérieure,  cette  branche  étant 
prolongée  jusqu'à  son  point  de  contact  avec  la  conju- 
guée en  c[uestion;  enfin,  par  l'arc  de  cette  conjuguée 
qui  rejoindrait  le  point  de  contact,  déterminé  précédem- 
ment, avec  le  point  représentatif  de  la  limite  supé- 
rieure. 

Le  choix  de  ce  chemin  assignera  la  valeur  concrète 
de  l'intégrale,  en  en  faisant  une  somme  d'aires  connues 
par  ce  qui  précède,  avec  les  signes  sous  lesquels  il  fau- 
drait les  introduire,  sauf  cependant  pour  le  cas,  que  nous 
allons  examiner  à  part,  du  parcours  d'un  arc  de  l'enve- 
loppe imaginaire.  _ 

Evahialion  concrète  de  l'intégrale  f  y  dx  prise  le 
long  d'un  arc  de  V enveloppe  imaginaire.  —  Soient 

a*  =  oc  -h  [ii  y/ —  i  ,        y  ^=  a'-4-  [j'  ^ —  i 

les  coordonnées  imaginaires  d'un  point  quelconque  de 
l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  d'un  lieu  :  un 
élément  de  l'intégrale  prise  le  long  de  cette  enveloppe 
sera 

ou 

(  %'  d'x  —  3'  r/p  )  +  (  13'  ch.  -^  y.'  d'^.  )  /^  ; 
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la  valeur  lolale  de  rintégrale  s'cxprinuTa  donc  par 

Considérons  en  même  temps  la  branche  de  l'enve- 
loppe imaginaire  qui  contiendrait  les  points  imaginaires 
conjugués  de  ceux  de  la  première,  les  coordonnées  ima- 
ginaires d'un  de  ses  points  seront 

j"  =  a  — 3v/^.  )-  =  a'— 3'v/~- 

j    et  Tun  des  éléments  de  l'intégrale  fjdx,  prise  le  long 
de  cette  seconde  branche,  serait 

(a-  |3'  v/^)  (f/a  -  r/,3  v/=^) 
ou 

=« V/a  -  ,3'  f/;3  -  (  3 '  f/a  -  a'  r/^  )  vA=^ . 

de  sorte  que  la  valeur  totale  de  l'intégrale,  prise  le  lono- 
de  la  seconde  branche,  s'exprimera  par 

izucu -  :^pv/3)  - izydx  _  v,/,/3^ .y— 

Mais  les  coordonnées  réelles  d'un  point  du  premier 
aie  de  l'enveloppe  seraient  a  —  [B  et  a' -h  j3',  et  celles 

du  point  correspondant  du  second  arc  seraient   a 3 

et  a'—  lîi',  de  sorte  que  les  aires  comprises  entre  les 
deux  arcs,  l'axe  des  x  et  les  ordonnées  des  extrémités  de 
ces  arcs,  seraient 

S  =/(a'-h,3')(f/2-^f/,3) 

et 

S'=/(a'— P')(rfa-f/!3) 
=  fZaWa  -  S  ^'fi^3)  -  (Z  3'f/a -t- 1  aV/^); 

ces  deux  équations  donnent,  par  addition  et  par  sous- 
traction, 

I  aV/a -h  i:  3V/3  =  ^— il.' 
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et 


SBV/a  +  EaV/3=  ^ ^: 


d'un  autre  côté,  si  Ton  appelle  S)   l'aire  du  lieu  des 

points  milieux  des  cordes  joignant  les  points  imaginaires 

conjugués  des  deux  arcs  de  l'enveloppe,  c'est-à-dire  si 

l'on  pose 

Si  =  Ea'<]?a, 
on  aura 

Sa'rfg  — S6'</3  =  2Si—  ^"^^  ■ 

2 

L'intégrale  I  =  j  y  dx^  prise  le  long  du  premier  arc, 
aura  donc  pour  valeur 

S-t-S'        S  — S'   / — 
I  =  2&1 1 \/ — i; 

2  2 

quant  à  celle  qui  correspondrait  au  parcours  du  second 
arc,  elle  sera 

,,  o  S-i-b  h  —  S       / 

1  =  2S1 y —  I. 

2  2 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  quelles  que  soient  les  limites  et 
quel  que  soit  le  nombre  des  arcs  à  emprunter  aux  deux 
enveloppes  et  aux  conjuguées  pour  rejoindre  ces  deux 
limites,  les  m-  valeurs  de  l'intégrale 

y  dx 

-o.Vo. 

s'exprimeront  toujours  par  des  sommes  d'aires  connues; 
et  l'une  quelconque  de  ces  aires  pourra  être  obtenue  par 
les  formules  ordinaires  de  quadrature  approchée,  parce 
que,  sachant  mener  les  tangentes  aux  deux  enveloppes 
et  aux  conjuguées,  on  pourra  toujours  comprendre 
chaque  aire  à  évaluer  entre  les  aires  de  deux  figures  po- 


{  ''«5  ) 
lygonales  :  l'une  inscrite,  l'auiie  eiiTonscrile  à  l'arc 
rcspondaut  du  lieu. 

En  résumé,  les  ni-  valeurs  de  la  quadiatriie 


/ 


y  dx 


d  un  lieu  f{x,y)  =  o^  de  degré  m,  pourront  toujours 
recevoir  des  définitions  nettes  du  choix  de  chemins,  em- 
pruntés tant  aux  conjuguées  qu'aux  deux  enveloppes,  et 
propres  à  rejoindre  les  m  limites  inférieures  de  l'inté- 
grale à  ses  m  limites  supérieures. 

A  la  vérité,  le  chemin  à  suivre  pour  relier  l'une  des 
limites  inférieures  à  l'une  des  limites  supérieures  pour- 
rait être  modifié  de  bien  des  manières  différentes. 

Mais  toutes  les  intégrales  qui  auront  le  même  système 
de  limites  ne  pourront  différer  les  unes  des  autres  que 
par  des  constantes,  parce  qu'elles  auront  la  même  dif- 
férentielle. 

12.  Théorème  de  L^ indépendance  de  la  valeur  d'une 
intégrale  fydx  envers  le  cliemin  suii^i  pour  en  re- 
joindre les  deux  limites.  —  La  théorie  précédente  pour- 
rait se  suffire  à  elle-même;  cependant  elle  sera  utilement 
complétée  par  un  théorème  dû  à  Cauchj,  au  moyen  du- 
cjuel  ou  fera  disparaître  ce  qu'il  y  a  en  apparence  d'ar- 
bitraire dans  le  choix  exclusif  des  chemins  définis  plus 
haut.  Ce  théorème,  d'ailleurs,  nous  permettra  d'obtenir 
l'infinie  multitude  des  formes  géométriques  des  aires 
propres  à  représenter  les  j)ériodes  d'une  intégrale. 

Ce  théorème  peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  ; 
Un  chemin  cp(a,  ,'ii,  a',  ,^')  =  o,  propre  à  rejoindre  les 
deux  limites  d'une  intégrale,  et  (pii  ne  passe  par  aucun 
point  du  lieu  considéré /(x,j>')  =  o,  où  la  fonction  _>- 
ou  sesdérivées  deviennent  infinies,  à  paiiird'un  certain 
Ann.de  Mathémat.,   3' série,  t.  IX.  (  Août  iSyo.  )  j.") 
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ordre,  peut  être  modifié  infiniment  peu,  puis  insensi- 
blement d'une  manière  appréciable,  sans  qu'il  en  résulte 
aucun  cliangement  dans  la  valeur  de  l'intégrale  fy  dx, 
les  limites  restant  les  mêmes,  pourvu  que,  durant  sa 
déformation  continue,  ce  chemin  ne  passe  jamais  par 
un  seul  point  du  lieu  on  y  ou  ses  dérivées  deviennent  in- 
finies à  partir  d'un  certain  ordre. 

On  peut  établir  ce  théorème  de  la  manière  suivante  : 
Considérons    seulement    un    élément    de    l'intégrale 
fydx  :  si  l'on  représente  la  fonction  y  par 

F(a7)  =  F(a-+-'^v/^), 
on  pourra  indifféremment  remplacer  cet  élément  par 

F(a  4-  [i  v/^)  f/a  -f-  F(a  +  r/a  +  p  \/^i)  d^  s/ -  i 

ou  par 

F(^  +  p  /— ,)  cB  ^/-i  +  F(a,  P  v/="i  +  ^^P  v/^0  ^/='' 

c'est-à-dire,  qu'au  lieu  de  faire  croître  en  même  temps  a 
et  ^.,  pour  obéir  à  la  loi  cp(a,  [i,  a',  [i')  =  o,  on  pourra 
les  faire  croître  successivement  dans  l'un  ou  l'autre 
ordre,  de  façon  à  modifier  l'élément  du  chemin  assigné 
C3(a,  ^,  a',  p')  =  o,  et  à  le  changer  indilféremment, 
comme'  l'indique  la  figure,  de  AB  en  AGB  ou  en  AC'B, 

B 


;  mais  à  la  condition  que 

1  a' 't;  

F(a  -4-  f/a  +  p  /^)  ^^P  v/-  I 

et  , 

F(  a  -t-  [3  /^i  +  ^^P  ^-i)dcc 

puissent  se  confondre  respectivement  avec 


{   38;   ) 
i:  csl-à-dirc,  toniiuc 


K(a  ^  ch  +  ,3  /:r^)  =  F(a  +  ,3  v/-  i)  +  F'(:.  --  ?  /- i)  r/a 


fl 


=  F(a:  -+-  p  v/~,)  ^  F'(a  +  p  v^^')  d^  v/-~i  , 

à  la  condilioii  que  F (  a  +  [5  y/ZTi  j  „e  soit  pas  infini, 
sans  quoi  F'(a+  ^  y/^^i)  th.,  ni  F'(oL+p^  —  \)d^  y/^^ 
ne  pourraient  plus  être  négligés. 

On  pourrait,  sous  des  conditions  analogues,  modifier 
de  même  tous  les  éléments  de  l'intégrale,  les  uns  dans 
un  sens,  les  autres  dans  l'autre  ;  et  recommencer  indéfi- 
niment, tant  que  le  nouveau  chemin  ne  contiendrait 
aucun  des  points  où  la  fonction  ou  ses  dérivées  devien- 
draient infinies. 

Nous  énonçons  ainsi  les  conditions  à  remplir  par  le 
chemin  mobile  ;  d'abord  parce  que,  si  j'  devenait  infini, 
sa  dérivée  le  deviendrait  aussi;  en  second  lieu,  parce 
que  pour  pouvoir  de  nouveau  isoler,  dans  le  nouveau 
clx,  le  nouveau  ch.  du  nouveau  d^j,  et  les  faire  passer 
l'un  avant  l'autre,  dans  l'un  ou  l'autre  ordre,  il  fau- 
drait que 

F'(a  ^  f/a  -^  ^  /IT-,)  =  F'(a  -  3  y/^i)  ^-  F"(a  -  ?  v/ZT",)  ^^ 
ou 

=  F'(a  -+-  ^  v/=^i)  -^  F"(a  ^-  p  v/~,)  d^  /~, 
se  réduisissent  l'un  et  l'autre  à 

F'(a^3v/=^i), 

c'est-à-dire  que  F"(a+  [^v'— '  '  ^^^  fût  pas  infini,  et 
ainsi  de  suite. 
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Ainsi,  deux  chemins  terminés  aux  mêmes  exlrémilés 
pourront  se  substituer  l'un  à  l'autre,  si  le  premier  peut 
se  transformer  insensiblement  dans  le  second,  sans  que, 
dans  ses  formes  intermédiaires,  il  passe  jamais  par  un 
point  où  la  fonction  ou  ses  dérivées,  à  partir  d'un  cer- 
tain ordre,  deviendraient  inlinics. 

Le  théorème  peut  s'énoncer  d'une  autre  manière  :  En 


I 


elïet,  si  les  valeurs  de  Jvdx,  prises  le  long  des  che- 
mins AMB  ifig.  7)  et  AM'B,  sont  égales,  la  valeur  de 
cette  intégrale,  prise  le  long  du  chemin  fermé  AMBM'A, 
sera  nulles  en  sorte  que  l'on  peut  dire  qu'une  intégrale 
fj  d.r^  prise  le  long  d'un  chemin  fermé,  est  identique- 
ment nulle,  lorsque  ce  chemin  fermé  peut  se  réduire  A 
un  point  unique,  sans  que,  dans  ses  transformations  suc- 
cessives, il  passe  jamais  par  un  point  où  la  fonction  j 
ou  ses  dérivées  deviendraient  infinies  à  partir  d'un  cer- 
tain ordre. 

On  remaifiuera  que  l'un  ou  l'autre  théorème  n'a 
d'autre  objet  que  de  compléter  la  notion  originelle  d'une 
intégrale;  car  il  est  bien  évident  que,  si  une  intégrale 
fjdx  pouvait,  les  limites  restant  les  mêmes,  varier 
d'une  manière  continue  avec  le  chemin  qui  relierait  ces 
deux  limites,  cette  intégrale,  dès  lors,  n'anrait  pas  de 


sens. 


Mais  on  comprend  parfaitement  (jue,  de  loin  en  loin, 
l'intégrale  puisse  s'accroître  de  quantités  finies,  lorsque 


(  -^^9  ) 
le  cUcinin  se  Jéforiut;  assez  considérablement;  quant  à 
ces  quantités  finies,  elles  ne  peuvent  être  que  dos  con- 
stantes, par  la  raison,  que  nous  avons  déjà  dite,  que  l'in- 
tégrale 

prise  entre  les  mêmes  limites,  conserve  toujours  la  même 
dérivée,  qui  est  la  valeur  de  la  fonction  à  la  limite  su- 
périeure de  l'intégrale. 

On  peut  présenter  le  théorème  de  Caucliy  d'uno 
façon  plus  avantageuse  :  Si  l'on  établit  entre  les  va- 
riables a,  (ii,  a'  et  ^',  une  relation  arbitraire 

ç(a,  p,a',  3')  =  o, 

cette  relation,  jointe  aux  deux  dans  lesquelles  se  décom- 
pose 

/(a  +  p  y/^  ,  a'+  P'  /—  i)  =  o, 

fera  de  chacune  des  quatre  variables  une  fonction  de 
celle  que  l'on  voudra  des  trois  autres-,  d'un  autre  côté, 
l'intégrale 

fy  dx  =  /(  a'+  P'  /=".  )  (  do.  +  d^^  v/- '  ) 

se  décomposera  en  quatre  autres 

7'a'rfa,     — /fi'f/p,     /^/pV/a     et     v^^/(BV/a, 


dans  chacune  desquelles  on  pourra  considérer  la  variable 
finie  comme  une  fonction  de  la  variable  dont  la  dilïé- 
rentielle  entre  sous  le  même  signe  d'intégration  ;  or  il 
est  facile  de  comprendre  comment  chacune  des  quatre 
intégrales  pourrait  n'ac([uérir  qu'une  valeur  finale  nulle, 
quand  même  la  variable  x  serait  revenue  à  sa  valeur 
initiale,  sans  avoir  repassé  par  la  môme  série  de  va- 
leurs. 
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Supposons,  par  exemple,  que,  au  lieu  d'une  relation 
C5(a,  3,  a'i  (^')  =  o,  entre  les  quatre  variables,  on  en  ait 
choisi  une  cD(a,  (3)  =  o,  entre  a  et  [i  seulement,  figurée 
par  la  courbe  AB  {^/ig-  8). 

Fis.  8. 


Il  en  résultera,  entre  a'  et  a,  par  exemple,  une  rela- 
tion correspondante,  figurée  par  une  courbe  telle  que 
A'Kifig.g). 

Soient  M  et  M'  deux  points  correspondants  de  ces 
deux  courbes,  c'est-à-dire  avant  la  même  abscisse  a  : 
dans  riiypotlièse  de  la  figure,  f  y'dy.  sera  identiquement 
nulle,  parce  que,  tandis  que  le  point  [a,  P]  fera  le  tour 
de  la  courbe  AMB,  c'est-à-dire  tandis  que  a  variera  de 
sa  valeur  minimum  o-q  à  sa  valeur  maximum  a,  et  re- 
viendra de  a,  à  a^,  le  point  [a',  a]  ne  pourra  décrire, 
sur  A'A,  que  l'arc  NqN,,  dont  les  extrémités  auraient 
pour  abscisses  a^  et  a,,  et  ensuite  l'arc  N,No,  de  façon 
(|ue  l'aire  engendrée  dans  l'aller  serait  détruite  dans  le 
retour. 

Pour  que  l'aire  J'y! d'y.  ne  fût  pas  nulle,  il  faudrait  que 
le  point  [a',  a]  eût  pu  passer  sur  une  autre  brandie  de 
A'A  que  celle  où  se  trouvait  le  point  de  départ,  comme 
dans  le  cas  de  la  fi  g.  lo,  oii  le  point  [a',  a]  aurait  par- 
couru le  chemin  Ng  AN,  dans  l'aller  et  le  chemin  N|A]\'y 

dans  le  r      ur;  c'est-à-dire  qu'il  faudrait  que  -j-  fût 
devenu  infini  dans  l'iniervalle  de  >.„  à  a,. 

Il  en  sciait  de  même  des  trois  autres  intégrales  :  on 


(  h^  ) 

arrive  ainsi  à  une  nouvelle  expression  de  la  condition 
pour  qu'on  puisse  substituer  un  chemin  à  un  autre,  sans 
que  l'intégrale  change  :  au  lieu  de  dire  que,  dans  ses 
formes  intermédiaires,  le  chemin  ne  doit  passer  par 

point  où  -^  devienne  infini,  on  peut  dire  que  le 


aucun 


Fh 


a' 

N. 

\^'o 

o 

% 

■Xj 

a. 

chemin  variable  doit  rester  tel  que  -?-?  -y-  '  -pr  ni  -^  n^i 

1        da.      da.     d"  «p 

deviennent  infinis. 

Il  est  aussi  très  aisé,  dans  cette  nouvelle  conception, 
de  se  rendre  compte  des  conditions  dans  lesquelles  l'in- 
tégrale f  y  dx  peut  s'accroître  de  quantités  constantes 
dans  un  parcours  fermé,  par  rapport  à  x,  c'esl-à-dire 
lorsque  a  et  ^  reviennent  à  leurs  valeurs  initiales,  sans 
repasser  par  la  même  suite  de  valeurs. 

Reprenons  l'exemple  de  l'intégrale  /a'^^a,  et  suppo- 


sons que  la  courbe,  dont  les  coordonnées  sont  a'  et  a, 
présente  un  anneau  fermé  compris  entre  les  valeurs  ex- 
trêmes 7-0  et  a,  de  a,  comme  l'indique  la  fig.  \  y , 


(  -9^'  ) 

Si  l'on  fait  partir  a  de  la  valeur  de  l'abscisse  du  point 
jMq,  qu'on  le  fasse  croître  jusqu'à  sa  valeur  extrême  a,, 
abscisse  de  N|,  qu'on  le  fasse  ensuite  décioitre  de  ai  à 
l'abscisse  du  point  JM^  ou  du  point  Mi,  niais  qu'on  sup- 
pose que,  durant  ces  variations  de  a,  le  point  [a',  a]  ait 
parcouru  le  clieinin  ]Mo  AN,  AM, ,  l'intégrale  fyJdy.  aura 
pris  la  valeur  de  l'aire  iMqAM,. 

Cette  aire  dépendra  de  la  valeur  initiale  de  l'abscisse 
du  point  de  départ,  JMo  ;  mais  aussi  a'  ne  sera  pas  revenu 
à  sa  valeur  initiale,  l'ordonnée  de  Mq. 

Au  contraire,  si  l'on  faisait  revenir  a  à  sa  valeur  ini- 
tiale, l'abscisse  de  Mq,  en  supposant  que,  après  être 
arrivé  à  sa  valeur  extrême  supérieure  a, ,  il  fût  revenu 
à  sa  valeur  extrême  inférieure  ao,  pour  reprendre  en- 
suite sa  valeur  initiale,  l'abscisse  de  Mq,  et  que,  durant 
ce  parcours,  le  point  [a',  a]  eût  décrit  les  arcs  Mo  A, 
Al\o  N,A,  AM,A',  A'No,  No  A',  A'Mo,  l'intégrale 
fcddcL  aurait  crû  de  l'aire  comprise  dans  le  contour 
A'MoAM,A',  indépendante  de  la  position  du  point  de 
départ  Mp. 

D'où  l'on  voit  que  l'intégrale  Jj^^x  ne  peut  s'accroître 
d'une  constante,  dans  un  parcours  fermé  par  rapport  à 
la  variable  x-,  qu'autant  que  la  fonction  j  revient  elle- 
même  à  sa  valeur  initiale,  en  même  temps  que  la  va- 
riable x.  {A  suivre.) 


mu  SUR  l]i\E  PROPRIETE  M  CYLINDRE  DROIT 
AYANT  POIR  DIRECTRICE  XM  SPIRALE  LOGARITIIMIOIE; 

Par  m.  Ch.  ROBERT. 


Pkoposxtioj\.  —  litant  do7iiiéc  la  courbe  d,  intersec- 
tion d'une  surface  quelconque  de  révolutioji  S  autour 


(  •>93  ) 
il  'ii/i  axe  O z  (is'cc  un  cjlindro  droit  S'  (ij  tint  pour  di- 
rect/'ice  une  spirale  logarithinit/ue  de  pôle  O,  Ici  trans- 


formée de  La  courbe  C,  quand  on  déroule  le  cylindre, 
est  une  courbe  appartenant  à  la  même  famille  que  la 
méridienne  C  de  la  surface  de  révolution  S. 

En  effet,  soit 
l'équation  de  la  méridienne, 

sera  l'équation  de  la  surfaee  de  révolution,  /•  désignant 

le  rayon  du  parallèle. 

Soit  maintenant 

/•  =  ae'«9 

l'équation  delà  spirale  logarithmique. 

Les  équations  de  la  courbe  C,  intersection  des  deux 
surfaces,  sont 

-=/('■), 
/•  =  ae'"^. 

Dans  le  déroulement  du  cylindre  sur  le  plan  ::0.r,  la 


(G) 
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courbe  obtenue  aura  même  z  fjue  la  courbe  C,  soit 

-zi  =  -; 
son  X  sera  donnée  par  l 'équation 

S  représentant  la  longueur  de  l'arc  correspondant  de  la 
spirale  logaritlimique,  longueur  que  nous  pourrons 
compter,  par  exemple,  cà  partir  du  point  O.  La  valeur  en 
est  donnée  par  l'équation 


Or 

dr  =  mae'n^  f/6  =  mr  dO 

et 

d'où 

,    ^02              1 

'     dr^  ~  m2  ' 

et,  en 

intégrant 

5 

s  =  ri/iH =  kr, 

y          /n'- 

en pos 

ant, 

pour 

abréger, 

y          m- 

La  courbe  déroulée  aura  donc  pour  équation 

cvi=  kr; 
d'où 

Cette  courbe  nest  donc  autre  que  la  méridienne  dans 
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laquelle  on  a  allcré  les  abscisses  clans  un  rapport  con- 
stant À.  C'est  une  courbe  de  la  même  famille. 

c.  Q.  F.  n. 

Corollaire.  —  La  courbe  de  longueur  minimum 
(racée  sur  le  cylindre  à  base  de  spirale  logarithmique 
devenant  une  droite  après  le  déroulement  de  la  surface, 
les  lignes  géodésiques  du  cylindre  ne  sont  autres  que  ses 
intersections  par  des  cônes  de  révolution  d'axe  O^,  la 
méridienne  étant  alors  une  droite. 


,  RELATIOXS  EXTRE  LA  DISTANCE  DTX  POINT  P  DU  PLAN  D'UNE 

iCOMQllE  AU  FOYER  ET  LES  RAYONS  YECTEURS  DES  PIEDS 
DES  NORMALES  ARAISSÉES  DU  POINT  P  SUR  LA  COURRE; 

Par  m.   C.-R.-J.  KALLENBERG  VAN  DEN  BOSCH. 


PARABOLE. 

Les  pieds  des  normales,  abaissées  du  point  P(i,  'f,)-, 
sont  donnés  par  l'équatiou  de  la  courbe 

et  l'équation 

qui  exprime  que  la  normale  au  point  (jc,  j  )  passe  par 
le  point  P. 

L'élimination  dej'  donne,  pour  les  abscisses  des  pieds 
des  normales,  l'équation 


(  ^96  ) 
d'où  l'on  tire,  [)Oiir  les  trois  racines  x,,  x-,  et  jTs, 

Xi-^  Xi-^  X3=  2  (  ;  —  />  ), 
XiXi-h  XiX3-i-X2X3  =  i^—pY, 

XiXiX3=  \p-ri^- 

Le  rayon  vecteur  d'un  point  de  la  courbe  étant  donné 

par 

,    P 

V  =  X  -, j 

2 

on  a,  pour  le  produit  des  rayons  vecteurs  des  pieds  des 
normales, 

=  a-,a72^3-+-  -p  (a^i^2+  a;i ^3 -+- a?2 a^a ) 


ou,  en  substituant  les  valeurs  trouvées  ci-dessus, 

L'expression  entre  parenthèses  représente  le  carré  de 
la  distance  m  du  point  P  au  foyer;  donc 

ou 

Pli'2t'3 
(l)  «2=2  • 

Le  rayon  vecteur  v  d'un  poiut  de  la  courbe  est  lié  au 
rayon  de  courbure  p  en  ce  point  par  l'équation 


(  ;^97  ) 
tandis  qu'on  a  encore 

n  représentant  la  partie  de  la  normale  comprise  entre 
la  courbe  et  l'axe  de  la  parabole. 

Si,  à  l'aide  de  ces  formules,  on  introduit  dans  la  rela- 
tion (i),  d'une  part,  les  rayons  de  couibure  et,  d'autre 
paît,  les  longueurs  n  relatives  aux  pieds  des  normales 
abaissées  du  point  P,  on  trouve 

■>.      -1      ■>. 
et 
(3)  «=      '    -     ' 


ip- 


ELLIPSE    ET    HYPERBOLE. 

L'élimination  dej'  entre  l'équation  de  la  courbe 

^  +  z:  =  , 

«2    —   Z,2 

et  celle  de  l'byperbole  équilatère 

c^-xy  ±  b^ r,  x  —  ci'--\y  —  ç,^ 

où  c-  =  «-rp  ^-,  donnent  pour  les  abscisses  des  pieds  des 
normales,  abaissées  du  point  P(^,  v^,),  l'équation 

X* ?  x^-\ r  {a^-'-±  b^r}^  c*)x--, —  x ~  =  o. 

c'î  c*  c'  c* 

Donc  on  a,  pour  les  quatre  racines  a,,  Xo,  J^'s  <^'t  J"/, , 

Xx-\-   X-2-^  X'i  -h  .Ti  =    ;—  1 

Xi,X^+  Xi^X^-h  XxX.^-T-.  .  .=    —  (a2^2-f-  b'^fl-.  c''), 
X^X^X^-^r-  XiX^X:,-^  .  .  .^=  —    — -7-^) 
Xx  X-i  X^  J-v  = ;-  • 


(  39H  ) 
Par  rapport  au  foyer  F  situé  à   droite  de  l'axe  des  j  , 
le  rayon  vecteur  d'un  point  de  l'ellipse  est  donné  par 


et  celui  d'un  point  de  l'hyperbole  par 


a X 

a 


Pour  avoir  une  valeur  positive,  il  faut  prendre  dans 
la  dernière  formule  le  signe  —  pour  les  abscisses  posi- 
tives et  le  signe  -\-  pour  les  abscisses  négatives. 


Or  de  l'égalité 


6  >:2 


il  résulte  que,  des  quatre  abscisses  des  pieds  des  nor- 
males, il  y  en  a  toujours  un  nombre  impair  qui  sont  de 
même  signe. 

Donc,  pour  l'hyperbole,  il  faut  que,  dans  le  produit 

i^,  i^2^'3^'4î '^  facteur  a x  soit  précédé   un  nombre 

impair  de  fois  du  signe  — ,  ou  que  le  produit  lui-même 
soit  affecté  de  ce  même  signe. 
Ainsi  l'on  a 


t'lt.-2('3('4  =  ^ 


(«-^:r.)(«-|^,)(«-|^3)(«-^.n)] 


a'*  —  a'^c{xi-\-  X2-\-  x^-\-  x,,) 

-f-  C^{XiX^-\-  XiX^-hXyXi^- 
^3 
-{XiX2Xi-\-  XiX2X,,-\- 


[' 


a- 

■xa'*z 


.)-H  —^x^x^x^xA 


en  nommant  u  la  distance  du  point  P  au  foyer  F. 


(  ^99  ) 
On  liouvedonc,  pour  les  deux  courbes,  la  même  rela- 
lioii 

il,  évidemment,  pour  l'autre  foyer  F', 

C2  ,       ,       ,       , 

'  a-b-     ^    -    ^    * 

De  (i)  et  (i')  on  tire 

(  uu'  Y  =    ^^  ^•l  ^•'l  .  ('2  (^'o  .  i>3  (^3 .  f  4  t' 4  . 

Dans  l'ellipse  comme  dans  l'hyperbole,  le  rayon  de 
courbure  en  un  point  de  la  courbe  est  lié  aux  rayons 
vecteurs  de  ce  point  par  l'équation 

■   (^^')' 

et  à  la  partie  /i  de  la  normale,  comprise  entre  la  courbe 
et  l'axe  des  ar,  par  l'équation 

P   =   ^    «^- 

En  introduisant  les  rayons  de  courbure  des  pieds  des 
normales  et  les  longueurs  Ji  relatives  à  ces  points  dans 
l'équation  de  {uu')-^  on  arrive  aux  relations 

(■^)  («"')'^=    -7^   ?1?2?3?4 

et 

(1.2  Q'i 

(3)  uu' =  — —  iiyn^n^riK. 

On  peut  encore  remarquer  que,  les  relations  (i),  (2) 
et  (3)  étant  déduites  pour  les  trois  coniques  de  l'équa- 


(   4oo   ) 
tioii  générale  des  abscisses,  elles  renferment  le  cas  où 
deux  abscisses  ont  des  valeurs  imaginaires. 

En  elîet,  les  pieds  des  normales  imaginaires  sont  des 
points  imaginaires  conjugués,  dont  les  abscisses  sont 
de  la  forme  Xi  =  a  -^  bi  el  X2=  fi  —  bi. 

La  somme  et  le  produit  des  abscisses  ont  donc  une 
valeur  réelle,  et  il  en  est  de  même  des  produits  ^',  Po^ 
P(  po  et  7?,/ï2  correspondants. 
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SOLITIOA  DE  \A  OIESTIOX  PROPOSÉE  POIK  L  ADMISSION 
A  L'ÉCOLE  CE.MHALE  E\   1888. 


PREMIERE    SESSION. 


Etant  donnés   deux    axes  rectangulaires   Ox,  O7 
{^/ig-  i)  et  un  point  A  sur  l'axe  des  jr,  on  considère  le 

Fig.  I. 


,»t^ 


2  hyperècl, 


faisceau  des  coniques  pour  lesquelles  l'axe  des  j    est 
une  directrice  et  le  point  A  un  sommet  de  l'axe  Jocal. 


■  (  4o4  ) 

Par  un  point  ifuetconque  M  du  plan  des  axes  passent 
deux  coniques  de  ce  faisceau,  réelles  ou  imaginaires  : 
i"  Déterminer  les  parties  du  plan  dans  lesquelles 
doit  être  le  point  M  pour  que  les  deux  coniques  du 
faisceau  qui  passent  par  ce  point  soient  réelles,  et  celles 
oii  il  doit  être  pour  que  les  deux  coniques  soient  imagi- 
naires. {La  ligne' de  séparation  est  de  degré  supérieur 

au  second.) 

1"  Reconnaître,  d'après  la  position  d: un  point  par 
lequel  passent  deux  coniques  réelles,  le  genre  de  ces 
coniques. 

3°  Trou\'er  le  lieu  des  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  de  V origine  des  coordonnées  à  toutes  les 
coniques  du  faisceau  considéré. 

SOLUTION. 

Soient  a  l'abscisse  du  foyer  F  correspondant  à  l'axe 
des  r,  «  l'excentricité  d'une  des  coniques  du  faisceau; 
cette  conique  a  pour  équation 

En  écrivant  qu'elle  passe  par  le  point  A  (a,  o),  on   a, 
pour  déterminer  a,  l'équation 

d'où,  en  admettant  que  e  est  un  nombre  positif  ou  né- 
gatif, 

a  =  a(i  -h-  e). 

Remplaçant  a  par  sa   valeur,    l'équation   des  coniques 
du  faisceau  s'écrit 

i"  Soient  X,  Y  les  coordonnées  du  point  M.  Substi- 
tuons-les dans  l'équation  (i);  nous  aurons,  pour  déter- 
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miner  les  exceuLi-icilés  des  coniques  qui  passent  par  ce 
point,  l'équation 

{\  —  a  —  aer--r-  Y^  =  eV\-^ 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  à  e, 

(•2)     {X- — a-  )c--r-ia(\  —  rt  )  c  —  [(X  —  a)"-+  Y-]  =  o. 

La  condition  de  réalité  des  racines  de  cette  équation  est 

a2( X  -  a  )2 H-( X2  —  a-^  )  [(  X  —  a )'-  +  Y^  [^  o 
ou 

(3)  (X-a)[X(X2^  Y2)-«(X-^-Y-^)]^o. 

Le  premier  facteur  change  de  signe  quand  le  point  M 
franchit  la  droite  X  —  a  =  o  menée  par  le  point  A  pa- 
rallèlement à  l'axe  des  j  ,  et  le  second  facteur  quand  le 
point  M  franchit  la  strophoïde 

X(X2^  Y2)—  a(X2—  Y2)  =  o, 

symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x,  ayant  l'origine 
pour  point  double  et  pour  tangentes  en  ce  point  les  bis- 
sectrices des  angles  des  axes,  pour  asymptote  la  droite 
X-f-a=:  o,  et  passant  par  le  point  A.  Or,  dans  l'inté- 
rieur de  la  boucle,  l'inégalité  est  satisfaite 5  les  régions 
hachurées  sont  donc  celles  où  ne  doit  pas  se  trouver  le 
point  M,  si  l'on  veut  que  les  coniques  soient  réelles. 

2°  Si  le  point  M  est  pris  sur  la  droite  X  —  a  =^  o, 
ailleurs  cju'en  A,  l'équation  (2)  a  une  racine  double 
infinie,  F  est  à  l'infini,  et  l'équation  (i)  se  réduit  à 

X- —  a-  =  o, 

c'est-à-dire  aux  deux  droites  BB'  et  Diy.  Si  le  point  M 
est  en  A,  e  est  indéterminé,  F  aussi,  ce  qui  devait  être, 
puisque  la  conique  (i)  est  déjà  assujettie  à  passer  par  le 
point  A,  et  qu'il  n'y  a  plus  que  quatre  conditions. 

Si  le  point  M  est  pris  sur  la  strophoïde  ailleurs  qu'en 
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A,  l'équation  (2)3  pour  racine  double  —  ;n^ — L'ab- 
scisse du  point  ^l  étant  comprise  entre  o  et  «,  l'excen- 
tricité est  comprise  entre  ^  et  i ,  et  l'on  a  deux  ellipses 
confondues^  le  foyer  F  est  compris  entre  O  et  le  milieu 
I  de  AO.  Le  point  M  étant  en  O,  e  — -  —  i ,  a  1=  o,  et  la 
double  conique  se  réduit  à  y-  ==  o.  L'abscisse  du  point  M 
étant  comprise  entre  o  et  —  a,  l'excentricité  est  supé- 
rieure à  I,  et  l'on  a  deux  hyperboles  confondues.  Enfin, 
le  point  M  étant  à  l'infini  sur  la  stroplioïde,  e  ==  —  co, 
a  =7=  —  yz,  et  la  double  conique  se  réduit  aux  deux 
droites  x- — a^  =  o,  c'est-à-dire  à  BB'  et  à  DD'. 

Si  le  point  M  est  pris  sur  l'axe  des  x,  ailleurs  qu'en  A 

et  en  (J,  1  équation  (  2  )  a  pour  racines  —  i  et  :^— —  ;  1  une 

des  coniques  est  toujours  le  double  axe  des  jc,  et  l'autre 
est  une  ellipse  si  X  est  positif,  une  hyperbole  si  X  est 
négatif  et  difîërent  de  — «,  le  système  des  deux  droites 
BB'  et  DD'   si  X=:— «,    La   position   du    foyer,    dont 

l'abscisse  a  =  a  ^r^ — ,  s'obtient  sans  difficulté. 
\  -h  a 

Si  le  point  _M  est  pris  à  droite  de    BB',  en  dehors  de 

l'axe  des  x,  on  substitue  à  e,  dans  l'équation  (2),  pour 

séparer  les  racines, 

—  --c.     — I,     o,     +1,     -i- 00, 
et  l'on  obtient 

-^.        — .        —,        4rtX  —  4rt2-Y2,        -h. 

L'équation  (2)  a  donc  une  racine  comprise  entre  — '  x 
et  —  I  ;  la  conique  correspondante  est  une  hyperbole  et 
l'abscisse  a  de  son  foyer  F  est  négative. 

Pour  discuter  l'autre  racine,  construisons  la  parabole 

4  « X  —  \a-  —  Y-  =  0         ou         (X  —  -1  a )- -v-  Y-  =  X-, 

qui  a  pour  directrice  l'axe  des  y,  pour  foyer  le  symé- 


(  4-7  ) 
tiiqui'  O'  tic  O  par  rapport  à  A  cl  [)Oiir  laiii^cnles  aux 
points  situés  sur  la  verticale  de  O'  les  tangentes  en  O  à  la 
stroplioïde.  Si  le  point  IM  est  à  l'intérieur  de  cette  para- 
bole, 4^^^  —  i^' —  ^"  *'sl  positif,  et  1  équation  (2)  a 
une  racine  comprise  entre  o  et  1  ^  la  conique  (-orrespon- 
dante  est  nue  ellipse,  et  son  foyer  F  est  compris  entre 
A  et  O'.  Si  le  point  M  est  à  l'extérieur  de  cette  parabole, 
4«X  —  4«"  —  Y*  est  négatif,  et  l'équation  (2)  aune 
racine  comprise  entre  i  et  -i-x;  la  conique  correspon- 
dante est  une  hyperbole,  et  son  foyer  F  est  au  delà  de  O'. 
Enlin,  si  le  point  M  est  sur  la  parabole,  ailleurs  qu'en  A, 
l'équation  (2)  a  une  racine  égale  à  i;  et  la  conique  cor- 
respondante, (;omme  cela  était  évident,  est  la  parabole 
elle-même. 

Si  le  point  M  est  pris  dans  la  boucle  de  la  stro- 
phoïde,  en  dehors  de  l'axe  des  x,  les  substitutions  pré- 
cédentes donnant  toutes  des  résultats  négatifs,  on  sub- 
stitue la  demi-somme  des  racines  —  — ,  (lui  estcom- 

prise  entre  — i  et  o;  on  obtient 

L'inégalité  (3)  montre  que,  à  l'intérieur  de  la  boucle, 
le  numérateur  est  négatif,  et,  comme  le  dénominateur 
est  positif,  ce  résultat  est  positif,  et  l'équation  (2)  a  une 

racine  comprise   entre  — 1    et  — ,  et  une  entre 

'-  X  -H  « 

a  ,  . 

—  Y^     et  o;  les  coniques  correspondantes  sont  deux 

ellipses  et  leurs  foyers  sont  compris  entre  O  et  A. 

Si  le  point  M  est  pris  à  gauche  de  la  stroplioïde  et  à 
droite  de  DD',  eu  dehors  de  l'axe  des  x,  les  premières 
substitutions  donnant   toutes  des  résultats  négatifs,  on 

substitue  encore  la  demi-somme  des  racines r-^ — , 


(  4o8  ) 
qui  est  comprise  ici  entre  —  x  et  —  i  ;  on  obtient,  comme 
tout  à  l'heure, 

X^« 

L'inégalité  (3)  montre  que  le  numérateur  est  négatif, 
et,  comme  le  dénominateur  est  positif,  ce  résultat  est 
positif,  et  l'équation  (2)   a  une  racine  comprise  entre 

—  oc  et  —  r; 5  et  une  entre  —  t^ et  —  i  ;  les  coni- 

ques  correspondantes  sont  deux  hyperboles  et  leurs 
foyers  sont  à  gauche  de  O. 

Si  le  point  M  est  pris  sur  DD',  ailleurs  qu'en  C, 
l'équation  (2)  a  une  racine  infinie  et  une  racine  égale  à 

— ^ — ;  les  coniques  correspondantes  sont  Je  système 

des  deux  droites   BB'  et  DD'  et  une  hyperbole  dont  le 

Y* 

%er  F  a  pour  abscisse  —  -r-- 
^  4« 

Si  le  point  M  est  pris  à  gauche  de  DD',  en  dehors  de 
l'axe  des  x^  il  n'y  a  plus  qu'à  faire  les  premières  substi- 
tutions, et  l'on  obtient 


L'équation  (2)  a  donc  une  racine  comprise  entre  — 00 
et  —  I  et  une  entre  i  et  H- oc;  les  coniques  correspon- 
dantes sont  deux  hyperboles.  L'abscisse  du  foyer  F  de 
l'une  est  négative,  celle  du  foyer  F  de  l'autre  est  supé- 
rieure à  2  «. 

Nous  avons  vu  que  la  conique  (i)  se  réduisait  à  un 
système  de  deux  droites  pour  e  r=  x  et  pour  e  =  —  i, 
c'est-à-dire  lorsque  le  point  M  était  pris  sur  BB',  ou  sur 
DD',  ou  sur  l'axe  des  x.  Pour  voir  s'il  n'y  aurait  pas 
d'autres  cas,  foi-mons  A;  on  a 

A.  =  —  a-e-ii  —  e)-. 


{     4  OC)     ) 

qui  donne  encort;  la  solution  r?  =  o.  La  conique  (i)  cor- 
respondante est  le  système  des  deux  droites  imaginaires 
(x  —  aY  —]■'-=  o,  qui  se  coupent  en  A,  et  le  point 
correspondant  M  est  un  point  quelconque  de  ces  droites , 

Pour  que  la  conique  [i)  soit  un  cercle,  il  faut  que 
e  =  o  ;  c'est  la  solution  précédente. 

Pour  que  ce  soit  une  hyperbole  équilatère,  il  faut  que 
e=:=t^  2,  c'est-à-dire,  en  substituant  dans  l'équation  (2), 
que  le  point  M  soit  sur  l'une  des  deux  hyperboles  équi- 
latères 


(E)  X2—  Y2^2«(l±/2)X—  a2(l  =  /2 


o, 


qui  est  alors  l'une  des  coniques  passant  par  le  point  M. 
Ces  deux  hyperboles  ont  l'axe  des  x  pour  axe,  le  point  A 
pour  sommet,  et  leurs  asymptotes  parallèles  aux  bissec- 
trices des  angles  des  axes;  les  abscisses  des  centres  sont 
—  ai  i  zh  yj-î),  el  celles  des  fovers  F,  a(  1  rby  2  ).  Elles 
sont  bitangentes  à  la  strophoïde  :  la  première  en  deux 

points  dont   les  abscisses  sont  —  a  ^^ — —  et   dont  les 


1  '  _u»/— 8/2  —  II  ^      .  .       .  , 

ordonnées,      ±aK/ ?    sont    imaginaires;    la 

seconde  en  deux  points  dont  les  abscisses  sont  —  a ^ 

et  dont  les  ordonnées,   ±a\/  ; j  sont  réelles  et 

égales  à  dz  -  environ. 

3°  Les  points  de  contact  des  tangentes  menées  de 
l'origine  à  toutes  les  coniques  du  faisceau  sont,  à  l'inter- 
section de  ces  coniques  et  de  la  polaire  de  l'origine  par 
rapport  à  elles  : 

(4)  (i-T-e){x  —  a  —  «e)=o. 

En  éliminant   f   cnlie   les    équations  (1)    et   (4),   on   a 


(  4io  )  ' 

réquatiou  du  lieu.  La  solution  e  =  —  i  donne  j-  =  o, 
ce  qui  doit  être;  et  l'autre  solution,  e  =  — ^^'  donne 

a^yi  =  x'-{x  —  a)^        ou         xi.v  —  a)=±ay, 

ce  qui  peut  s'écrire 

Le  lieu  se  compose  donc  de  deux  paraboles  qui  se 
coupent  à  angle  droit  au  point  A  et  à  l'origine,  où  les  tan- 
gentes sont  les  bissectrices  des  angles  des  axes  ;  elles  ont 
pour  foyer  commun  le  point  I  et  pour  directrices  les 
droites  y  d=  -  =  o.  Elles  sont  osculatrices  à  l'origine  à 
la  stroplioïde  qu'elles  traversent;  car,  en  cherchant 
l'équation  aux  abscisses  des  points  de  rencontre  des^, 
deux  courbes,  on  trouve  II 

œ'*(x  —  a)~  o.  I 

Enfin,  elles  rencontrent  la  parabole  j^= /iax  —  4^''-  et' 
les  deux  hyperboles  équilatères  (E)  aux  points  de  con- 
tact avec  ces  courbes  des  tangentes  issues  de  O,  comme 
cela  résulte  de  la  définition  même  du  lieu.  C.  B. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE  POIR  L'ADMISSlORi 
A  L'ÉCOLE  CENTRALE  M  1888. 


SECONDE   SESSION. 


1.    On  donne  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes 
et,  dans  son  plan,  un  point  P(/7,  q)  par  lequel  on  ment 


(  1"  ) 

deux  droilcs  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  des 
axes.  On  considère  toutes  les  coniques  passant  par  les 
points  d'intersection  de  ces  droites  avec  V ellipse  donnée . 
Écrire  l'équation  générale  de  ces  coniques  ;  trouver  le 
lieu  de  leurs  centres  et  distinguer  les  portions  de  cette 
courbe  qui  coriespondent  à  des  centres  d'ellipses  ou  à 
des  centres  d'hyperboles. 

2.  On  prend  la  ])olaire  de  l'origine  des  coordonnées 
par  rapport  à  chacune  des  coniques  et  l'on  abaisse,  du 
point  P,  une  perpendiculaire  sur  cette  polaire.  Trouver 
le  lieu  des  pieds  de  ces  perpendiculaires. 

r 

K  3.  Parmi  les  coniques  considérées  se  trouvent  deux 
paraboles,  trouver  leurs  foyers  pour  une  position  don- 
née du  point  P  et  les  lieux  de  ces  fojers  lorsque  le 
point  P  parcourt  :  i°  une  des  bissectrices  des  axes  de 
l'ellipse  donnée;  i°  la  circonférence  circonscrite  au 
rectangle  des  axes  de  cette  ellipse. 

SOLTjTIOJV, 

1.  L'équation  du  faisceau  des  droites  AB,  CD  paral- 
lèles aux  bissectrices  des  angles  des  axes,  menées  par  le 

point  P,  est 

{x—pY  —{y  —  qy-^o, 

et  l'équation  générale  des  coniques  cherchées 

1      il)      (x—py  —  (y  —  qy-^l{a^-y^-hb^x'^-'(f^b^-)  =  o. 
En  éliminant  X  entre  les  équations  du  centre 
(x  —  p)  -\-\b'-x  =  o, 


y  —  </  )  -4-  A  a-y  =  o, 
on  a  l'équation  du  li(;u 

(4)  a-^y(x~p) -h  b^-x(y  —  q)  =  o. 


(  4i2  ) 

11  existe,  couiine  ou  sait,  trois  valeurs  de  J.  pour  les- 
quelles la  conique  (2)  se  réduit  à  uu  faisceau  de  deux 
droites  :  l'une  de  ces  valeurs  est  o  et  correspond  aux 
droites  AB  et  CD  ;  les  deux  autres,  qu'il  est  inutile  de 
chercher,  correspondent  aux  droites  AC  et  BD,  AD  et 


BC;  ces  trois  faisceaux  de  droites  font  connaître  trois 
points  du  lieu  P,  Q,  R.  La  conique  (i)  correspondant 
à  ).  z=  X  fait  connaître  le  point  O.  On  sait  aussi  que, 
par  les  points  de  rencontre  d'une  conique  et  de  deux 
droites  également  inclinées  sur  ses  axes,  on  peut  faire 
passer  un  cercle,  qui  correspond  ici  à  la  valeur  de  A  don- 
née par  l'équation 

2 


lb-2=-i^l, 


1  = 


62 


Cette  valeur,  substituée  dans  les  équations  (3),  donne, 
pour  les  coordonnées  du  centre  1  du  cercle,  qui  est  un 
point  du  lieu, 


b'- 


y  =  — 


b'- 


On  voit  que  la  droite  01  est  symétrique  de  la  droite  OP 
par  rapport  aux  axes. 

On  sait  encore  (]ue,  par  quatre  points,  on  peut  faire 


(  1'^  ) 

passer  deux  paraboles,  qui  correspoiideiU  ici  aux  valeurs 
de  A  données  par  l'équation 

C—  I  +  X  «2  )  (  I  -^  X  ^2  )  =  o. 

Ces  valeurs,  successivement  substituées  dans  les  équa- 
tions (3),  donnent,  pour  les  coordonnées  des  centres  des 
deux  paraboles. 

Les  équations 


sont  donc  celles  des  diamètres  des  cordes  parallèles  aux 
axes  des  coordonnées,  et,  comme  ces  diamètres  sont  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  cordes  correspon- 
dantes, ce  sont  celles  des  axes  des  deux  paraboles  ^ 
d'ailleurs  elles  coïncident  avec  les  équations  des  asym- 
ptotes de  la  conique  (4), 

elles  fournissent  donc  les  coordonnées  de  son  centre.  Or, 
si  l'on  prend  le  milieu  to  de  la  distance  01,  on  a,  pour 
les  coordonnées  de  ce  point, 

__  p        a'^—b'^  p  _       a2 


_  £  _  a^-—b^  q  _        62 

2         a'^-^b-  1         a--hb~"' 

Le  point  w  est  donc  le  centre  cherché,  et  l'hyperbole 
est  amplement  déterminée. 

Le  genre  de  la  conique  (4)  dépend  du  signe  du  pro- 
duit 

('i  -T-  X62)('—  n-  Xa2  ): 


(  4>4  ) 

ces  deux  facteurs  s'expriment,  en  fonction  des  coordon- 
nées d'un  point  du  lieu,  à  l'aide  des  équations  (3),  qui 
donnent 

i  -(-  A  6-  =  -  >  —  I  -I-  A  rt'^  = ) 

X  y 

de  sorte  que  le  genre  dépend  du  signe  du  produit  xy .  Si 
l'on  suppose  qu'on  a  pris  pour  angle  des  coordonnées 
positives  celui  qui  contient  le  point  P,  un  point  du  lieu 
dont  les  coordonnées  sont  de  mûmes  signes  est  un  centre 
d'hyperbole,  un  point  du  lieu  dont  les  coordonnées  sont 
de  signes  contraires  est  un  centre  d'ellipse.  La  branche 
située  dans  l'angle  j  Ox  et  qui  contient  les  points  P,  Q,  R 
correspond  donc  aux  hyperboles,  et  l'autre  située  dans 
les  deux  angles  adjacents  et  qui  contient  les  points  O 
et  I  correspond  aux  ellipses. 

2.  La  polaire  de  l'origine,  par  rapport  à  la  conique(2), 
et  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  P  sur  cette  po- 
laire ont  pour  équations  : 

(5)  —p(x  —  p}^g{y  —  q)  —  la'^b'^^o, 

(6)  g('^—p)-^p(y  —  g)  =  o. 

Les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  vérifient  les  équa- 
tions (5)  et  (6"),  et,  comme  l'équation  (6)  est  indépen- 
dante de).,  elle  est  l'équation  du  lieu.  La  droite  (5) ayant 
une  direction  constante,  il  suffit,  pour  construire  la 
droite  (6),  de  prendre  la  polaire  du  point  O  par  rap- 
port à  l'une  des  coniques  (2),  par  exemple  par  rapport 
au  cercle  ABCD,  et  de  lui  mener  du  point  P  une  per- 
pendiculaire. Or  cette  polaire  est  perpendiculaire  à  Ol  ; 
donc  la  droite  (6)  est  la  parallèle  à  Ol  menée  par  le 
point  P. 

3.  Considérons  la  parabole  correspondant  à  ).  =  —  1 


(  4.5  ) 
qui  a  puui'  axt'  la  parallèle  à  Oj  menée  [)ai(o.  La  polaire 
du  point  V  par  rapport  à  ceLle  parabole,  comme  pai'  rap- 
port à  toutes  les  coniques  (4),  est  la  droite  QR.  Si  donc 
on  prend  le  point  de  reucontre  P' avec  QR  de  la  paral- 
lèle à  Oj  menée  par  P,  et  le  milieu  M  de  PP',  M  est  le 
point  de  rencontre  avec  la  parabole  du  diamètre  PP',  la 
tangente  en  M  est  parallèle  à  iïR  et  la  normale  lui  est 
perpendicnlaire.  D'après  nn  théorème  connu,  le  milieu 
de  la  distance  des  points  de  rencontre  de  l'axi-  de  la 
parabole  avec  ces  deux  droites  est  le  foyer  cli(nché.  La 
polaire  du  point  P  a  pour  équation 

b-px  -f-  a-  qy  —  a-h-  =  o. 

Remplaçons-y  x  par/)  :  nous  aurons,  pour  l'ordonnée  du 
point  P', 


"-9 

et,  par  suite,  pour  celle  du  point  M, 
a'-c/' —  b'-p-—  a'-b- 

y  =  — -. 

La  tangente  en  ce  point,  parallèle  à  la  polaire,  a  pour 
équation 

b^p{T-p)^a^q(y-  ^^^^ j  =  o, 

et  la  normale 

„     ,                     ,,      /           a^-q'-— b'^p^-^- a^-bi\ 
a^q{x-p)~b'-p[y '- -^^ j  =  o. 


Remplaçons,   dans  ces  deux  équations,  x  par    .^      .^  p, 

et  prenons  la  demi-somme  des  valeurs  correspondantes 
de  j',  nous  aurons  l'ordonnée  du  foyer 

.  ,,   a^-^b^—q'-  —  p-^ 


(  4i6  ) 
son  abscisse  est 

Si  le  point  P  décrit  la  bissectrice  de  l'angle  yOx, 
on  a 

(9)  p-cjr=o; 

s'il  décrit  celle  de  l'angle  adjacent,  on  a 

(9')  p  +  q  =  o. 

Des  équations  (8)  et  (9),  ou  (8)  et  (9'),  on  tire  p  et 
q  et  on  les  porte  dans  l'équation  (7);  on  a,  pour  les  équa- 
tions des  deux  premiers  lieux. 


i{^ai-\-b-^)  -^        2(a2-l-62) 

hyperboles  rapportées  à  leurs  asymptotes  et  dont  on  con- 
struit aisément  les  points  de  rencontre  avec  les  bissec- 
trices des  angles  des  axes. 

Si  le  point  P  décrit  la  circonférence  indiquée,  on  a 

(9")  />2_i_  ^2  —  <3[)_|_  ^2  Q,i  (j2_|_^2  —  pi  =z  q-^j 

ce  qui  réduit  Inéquation  (7)  à 

Si  q  n'est  pas  nul,  cette  équation  s'écrit 

Des  équations  (8)  et  (7"),  on  tire  p  et  q  et  on  les  porte 
dans  l'équation  (9");  on  a,  pour  l'équation  du  troisième 
lieu, 

«*         6*        a'^  -+-  b- 


(  4-7  ) 
ellipse  rap portée  h  ses  nxes,  dont  les  longueurs  se  eoii- 
slruiscnt  sans  Jilliculié.  Si  «7  est  nul,  />  =  zt\^/n--+- b-, 
y  est  indélerniiné  et  x  =  /'         ;  le  lieu  se  compose 

donc  des  tangentes  à  l'ellipse  précédente  aux  points  où 
elle  rencontre  l'axe  des  x. 

Les  résultats  relatifs  à  la  seconde  parabole  se  dédui- 
sent de  ceux  qui  précèdent  eu  échangeant  a:  et }  ,  a  et  /?, 
petq;  on  retrouve  donc  les  deux  hyperboles  et  l'ellipse 
précédentes;  seulement,  au  lieu  des  tangentes  aux  points 
où  cette  ellipse  rencontre  l'axe  des  x,  on  a  les  tangentes 
aux  points  où  elle  rencontre  l'axe  des  jj^.  C.  H. 


COXCOlfRS  D'ADIIISSIOX  A  L'ÉCOLE  POLYTECH\f()lE  E\  1890. 


Composition  de  Mathématiques. 

On  donne,  dans  un  plan,  une  hyperbole  équilatère  H,  dont 
l'équation  par  rapport  à  ses  axes  pris  pour  axes  de  coordon- 
nées est 

x^  —  y'^  =  a-: 

d'un  point  M  du  plan,  ayant  pour  coordonnées  x  =  p.  v  =  a, 
on  mène  des  normales  à  cette  courbe. 

On  demande  : 

1"  De  faire  passer  par  les  pieds  de  ces  normales  une  nou- 
velle hyperbole  équilatère,  dont  les  normales  en  ces  points 
soient  concourantes,  et  de  déterminer  leur  point  de  concours. 

1°  En  désignant  par  K  une  hyperbole  équilatère  satisfaisant 
à  cette  condition,  dans  quelle  région  du  plan  doit  être  placé 
le  point  M  pour  qu'il  y  ait  une  hyperbole  K  correspondant  à 
ce  point. 

3°  Quelle  ligne  doit  décrire  le  point  M  pour  que  l'hyperbole 
K  soit  égale  à  l'hyperbole  H. 

^-  B-  —  On  conservera  les  notations  indiquées. 

Ann.  de  Mathéinat.,  3'  série,   l.   I\.  (Août    1890.)  2" 
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Composition  française. 

«  En  calculant  la  durée  de  la  vie  de  Faraday,  dit  M.  Tyndall, 
on  voit  que  ce  fils  de  forgeron,  cet  apprenti  relieur,  eut  a 
choisir  entre  la  Science  désintéressée  et  une  fortune  considé- 
rable qu'il  aurait  aisément  gagnée  dans  la  Chimie  analytique. 

»  Il  choisit  la  première  et  mourut  pauvre;  mais  il  eut  la 
gloire  de  maintenir  très  haut  pendant  quarante  ans  le  renom 
scientifique  de  l'Angleterre  parmi  les  autres  nations.  » 

Montrer  la  portée  d'un  pareil  exemple. 

Composition  de  Physique  et  de  Chimie. 

I.  Achromatisme  des  lentilles. 

II.  Dilatation  de  l'eau- 

III.  Oxyde  de  carbone. 

A'.  B.  -   On    tiendra  compte  de  la  concision   avec  laquelle 
sera  rédigée  la  composition. 

Composition  de  Trigonométrie. 
Dans  un  triangle  ABC,  on  donne 
6  =  5828-",  755, 

A  =  75°35'45". 

Calculer  le  cùté  a,  les  angles  B  et  C,  et  la  surface  du 
triangle. 

Composition  en  langues  vivantes  autres  que  l'allemand. 

Ampère  a  laissé  une  trace  ineffaçable  partout  où  il  a  apph- 
qué  les  efforts  de  son  puissant  esprit. 

Ce  profond  penseur,  ce  génie  universel,  le  plus  souvent 
absorbé  dans  ses  méditations  et  planant  si  haut  au-dessus  des 
misères  terrestres,  aurait  eu  le  droit  de  porter  avec  orgueil 
l'éclat  de  son  immense  savoir  et  la  gloire  de  ses  découvertes 
incomparables  :  il  fut,  au  contraire,  modeste,  timide  jusqu  a 


Im  f;;uulitM'it',  Ixui  et  iiUccI  iicii  \  cuiiimc  li's  luiu's  siiii|)l('S,  iM, 
coiniJio  elles,  subit  toutes  les  vieissiluiles  humaines. 

Après  la  rnort  affreuse  de  son  père,  qui  plongea  sa  jeunesse 
dans  un  désespoir  où  sa  belle  intelligence  parut  sombrer  un 
instant,  il  revint  peu  à  peu  à  la  vie  pour  s'épanouir  bientôt 
dans  des  lèves  de  poésie  et  de  tendresse.  Lui-même  a  tracé, 
jour  par  jour,  sur  des  pages  à  demi  couvertes  d'Algèbre,  le  ré- 
cit naïf  des  émotions  de  son  cœur  de  vingt  ans. 

Le  même  charme  de  tendresse  et  de  dévouement  se  retrouve 
dans  les  lettres  qu'il  écrivait  à  sa  femme  presque  mourante 
restée  à  Lyon  avec  son  fils  Jean-Jacques. 

Le  cœur  se  serre  à  la  lecture  de  ces  pages  touchantes,  en 
voyant  celui  qui  devait  être  le  grand  Ampère  obligé  de  s'exi- 
ler à  Bourg,  et  de  consumer  misérablement  les  plus  belles  an- 
nées de  sa  jeunesse  pour  gagner  le  pain  quotidien  de  deux 
êtres  chéris. 

Composition  de  Géométrie  descriptive. 

Un  cube  de  i5™  de  côté  a  l'une  de  ses  trois  directions  d'a- 
rêtes verticale,  et  une  autre  perpendiculaire  au  plan  vertical. 

Dans  la  face  postérieure,  considérons  l'arête  de  gauche,  l'a- 
rête inférieure  et  le  sommet  situé  à  l'intersection  des  deux 
autres  arêtes. 

La  droite  passant  par  ce  sommet  et  par  le  sommet  opposé 
du  cube,  engendrerait,  si  elle  tournait  successivement  autour 
des  deux  arêtes  considérées,  deux  hyperboloïdes  qu'on  sup- 
pose remplis. 

Représenter,  par  ses  projections,  le  corps  formé  par  la  par- 
tie commune  aux  deux  solides  ainsi  obtenus,  en  le  limitant  en 
haut  et  en  bas  par  les  plans  des  deux  faces  horizontales  du 
cube,  et  en  arrière  par  celui  de  la  face  postérieure. 

On  placera  au  centre  du  cadre  de  l'épure  la  projection  ho- 
rizontale du  point  de  rencontre  des  axes  des  deux  hyperbo- 
loïdes, et  à  i"™  au-dessus,  sur  une  parallèle  aux  petits  côtés,  la 
projection  verticale  du  même  point. 

En  fait  de  constructions,  et  en  dehors  de  celles  qui  se  rap- 
portent aux  points  remarquables,  on  ne  laissera  subsister,  dans 
le  tracé  à  l'encre,  que  la  détermination  d'un  point  de  chaque 
courbe  et  celle  de  la  tangente  en  ce  point. 

On  n'indiquera  aucune  asymptote. 
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SOLl]TIO\S  DE  QIESTIO^S  PROPOSÉES  POIR  LA  LICENCE 
E\  JUILLET  1889,  A  REXNES; 

Par  m.  Georges  M  AU  PIN, 
Maître  auxiliaire  au  lycée  de  Rennes. 


1°  Trousser  l'équation  différentielle  des  courbes  tra- 
cées sur  une  surface  donnée,  telles  q  ue  l'angle  formé  par 
la  tangente  en  un  point  quelconque  avec  la  tangente 
conjuguée  se  projette  sur  le  plan  xoj  suivant  un  angle 
droit.  Montrer  qu'il  passe  en  chaque  point  de  la  sur- 
face deux  courbes  jouissant  de  cette  propiiété  et  qu'elles 
sont  conjuguées  lune  de  Vautre.  Effectuer  lintégra- 
tion  dans  le  cas  oii  la  sur/ace  donnée  a  pour  équation 

8z  =  (x^-  ^y'-y-  -^  2c5  (7'-  - X'-  )■ 

Soit  (x,  j,  z)  un  point  appartenant  à  l'une  des  courbes 
cherchées.  La  projection  sur  le  plan  des  xy  de  la  tan- 
gente en  ce  point  à  la  courbe  est  représentée  par 

(')  dx  dy 

D'autre  part,  la  tangente  conjuguée  est  représentée 
par  l'équation  du  plan  normal 

Z  -  z  =  p{X-  x)-\-  qiy  -  y), 

et  l'équation  qu'on  tire  de  celle-ci   en  la  dlfférentiant 
par  rapport  au  paramètre  dont  dépendent  x,  y,  z.pelq. 
Cette  équation 
(^^      ._  dz  =  dp(X-  X)  +  rfçlY  -y)-pdx-  qdy. 
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ou  siinplcnient 

(3)  i\  —  x)dp-^{Y-y)dp=o, 

est  justeinenlla  projection  de  la  tangente  conjuguée  sur 
le  plan  des  joy  ;  comme  les  droites  (i)  et  (2)  sont  rectan- 
gulaires, on  a 

(4)  dp  dy—  dfjdx  =  0. 

C'est  Téquation  des  lignes  demandées,  qu'on  peut  encore 
écrire,  en  développant  dp  et  d(/, 

(5)  S(df'--dx^)-\-(r-t)dxdj  =  o. 
Cela  posé  : 

L'équation  (5)  étant  du  second  degré  en  -^,  par  chaque 
point  de  la  surface  il  passe  deux  des  lignes  considérées. 

La  tangente  T(  à  l'une  de  ces  lignes  est  conjuguée 
deTo,  tangente  à  l'autre.  Soit,  en  effet,  C,  la  conjuguée 
de  T,  :  par  hypothèse  C,  et  T,  sont  rectangulaires  en 
projection  ;  mais  la  relation  (  5 ),  où  le  produit  des  racines 
est  égal  à  —  I ,  montre  qu'il  en  est  de  même  de  T,  et  To  ; 
donc  Ta  et  Ci  coïncident  en  projection,  et  par  suite  dans 
l'espace  (elles  sont  toutes  deux  dans  le  plan  tangent  à  la 
surface  au  point  x,y,  z). 

Appliquons  à  la  surface 

une  première  différentiation  donne 

i  "ip  =^  x{X' +y-)  —  c-r, 

par  une  deuxième  différentiation,  on  a 

''/"^  '   it  =  3y2 -I- .r2 -1- c2, 

2.y  =  o.Ty, 


(  4-^2  ) 
d'où 

\  s         =ry; 
l'équaLion  (5)  devient  donc 

^y  (  cfy^  -dx^)-^{  x^'  -  y'-  -  c2 ) dx  dy^o, 
équation  générale  des  coniques  lioinofocales,  quon  inté- 
grera en  se  reportant  au  numéro  d'avril  1888  des 
Nouuetles  Annales  (solution  de  M.  Etienne  Poniey). 
Ainsi,  dans  ce  cas,  les  lignes  demandées  se  projettent 
sur  le  plan  des  xy  suivant  les  deux  systèmes  d'ellipses 
et  d'hyperboles  ayant  leurs  foyers  sur  ox,  à  la  distance 

C  de  l'origine. 

Si,  en  particulier,  C  =  o,  on  voit  facilement  que  la 
relation  (8  )  donne,  d'une  part,  des  cercles  concentriques 
à  l'origine,  d'autre  part,  des  droites  issues  de  l'ongnie. 
Les  lignes  demandées  sont  ici  les  parallèles  et  les  méri- 
diens de  la  surface 

qui  est  de  révolution  autour  de  oz. 

2»   Trouver   V équation  générale  des  surfaces    qui 
satisfont  aux  deux  équations  simultanées  aux  dérii'ées 

partielles 

\  s=^xy, 


(8) 


r 


t  =  x^  —  j2 


c' 


Les  équations  (7)  montrent  que  la  surface 
^g)  8z,  =  {x^--^r-y-^cHy^-x^) 

est  une  intégrale  des  équations  proposées.  Posons  alors 

et  désignons  par  /■.,  5,,  ^^  p,  ^,  ^,  les  quantités  qui  pour 
z,   et  ^  correspondent  à  r,  .v,  t  pour  z.  En  substituant 


(  4->3  ) 
celle  valeur  ;:,  +  ^  dans  les  équations  (8),  on  a  simple- 
ment 

—  o, 


(<o) 

p  —  ^  =  o 

Prenons  d'abord  l'équation  0-=  o^  intégrant  une  pre- 
mière lois  par  rapport  à  x,  on  a 

^  =  -i  +  ?(7); 

une  deuxième  intégration  par  rapport  à  x  donne  ensuite 

(11)  ^  =  Ci  -hC2-r-0(j)-+-4/(a7). 

Cette  valeur  ï^  satisfaisant  à  la  deuxième  équation  (lo), 
on  a 

(12)  o"{y)  —  'V{x)  =  o; 

mais  'j  dépend  uniquement  de  r,  donc  aussi  .i"  dépend 
uniquement  de  j\  <h  dépend  uniquement  de  x,  donc 
aussi  Y •  Il  <^ii  résulte  que  'j>"{y)  et  'Y{x)  sont  tous  deux 
égaux  à  une  même  constante  K  et,  par  suite,  on  a 

(  cp=  ^-i-Mj  +  M', 

où  M,  M',  N,  N'  sont  des  constantes  arbitraires. 

Remplaçant  dans  î^,  cp  et  <!>  par  ces  valeurs,  puis  por- 
tant dans  (10),  on  obtient 

z  =zi-^^^  -^^^  ^My^-Na;-i-M-^M'  +  C,  +  G, 
ou,  en  tirant  z^  de  (9), 


(  4^4  ) 

<^'esl-à-dire 


^  (\z-^  +  y^y^Ax'--h  Cj2  +  D^  +  Ej  +  F, 


où  A,  C,  D,  E,  F  sont  cinq  constantes  arbitraires.  Telle 
est  l'équation  générale  demandée. 


ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  DES  PROPRIÉTÉS  DES  COMQIES 
D'APRÈS  LEUR  DÉFIMTIOX  C); 

Par  m.  L.  MALEYX. 


Définitions. 

II.  Si  l'on  considère  une  suite  de  couples  de  deux 
points  situés  sur  une  ligne  droite,  et  tels  que  le  produit 
des  distances  des  deux  points  formant  un  couple  à  un 
point  fixe  de  la  droite  soit  constant,  ces  couples  de  points 
sont  dits  placés  en  inuolution. 

Le  point  fixe  de  la  dioite  est  le  centre  de  l'involution, 
et  le  produit  fixe  en  est  la  puissance. 

Il  résulte  de  cette  définition  que  si  l'on  considère  une 
suite  de  cercles  ayant  un  même  axe  radical,  leurs  points 
d'intersection  avec  une  dx"oite  quelconque  de  leur  plan 
sont  situés  en  involution,  le  centre  de  cette  involution 
étant  placé  au  point  commun  de  la  droite  considérée  et 
de  l'axe  radical  commun  aux  cercles,  et  la  puissance  de 
l'involution  étant  celle  de  ce  point  par  rapport  aux 
cercles. 

C)    Voir  même  Tome,  p.  2^0. 


(   1^^5  ) 

Il  en  résulte  encore  que,  si  l'on  considère  sur  une  droite 
(|uatre  points  se  correspondant  deux  à  deux,  que  par 
deux  de  ces  points  correspondants  on  fasse  passer  un 
cercle,  et  par  les  deux  autres  un  deuxième  cercle,  tous 
les  autres  cercles  ayant  même  axe  radical  avec  les  deux 
précédents  formeront,  par  leur  intersection  avec  la 
droite,  une  involution  complètement  déterminée  par  les 
quatre  points  considérés. 

Ainsi^  un  système  de  points  en  involution  est  déter- 
miné par  deux  cercles  et  une  droite  situés  dans  le  même 
plan  :  cette  définition  ne  suppose  même  pas  les  deux 
couples  de  points  donnés  réels;  en  effet,  les  deux  cercles 
donnés  et  la  droite  associée  de  leur  plan  commun  peu- 
vent ne  pas  tous  se  couper  réellement  deux  à  deux. 

Si  les  deux  cercles,  qui,  pris  avec  une  droite  de  leur 
plan  commun,  déterminent  une  involution,  ne  coupent 
pas  réellement  leur  axe  radical,  ou  le  coupent  réelle- 
ment en  deux  points  situés  d'un  même  côté  de  la  droite, 
il  existe,  parmi  les  cercles  ayant  même  axe  radical  avec 
les  deux  cercles  donnés,  deux  cercles  réels  tangents  à  la 
droite  en  deux  points  qui  se  correspondent  chacun  à 
lui-même,  et  qui  sont  dits  points  doubles  de  V involu- 
tion ;  ces  points  doubles  sont  placés  à  égale  distance 
du  centre  de  l'involution  et  de  part  et  d'autre  de  ce 
centre.  Dans  ce  cas,  deux  points  formant  un  couple  sont 
essentiellement  placés  d'un  même  côté  du  centre,  et  de 
telle  sorte  que  deux  points  d'un  même  couple  compren- 
nent deux  points  dun  autre  couple,  ou  soient  compris 
entre  ces  deux  points,  si  ces  quatre  points  sont  situés 
d'un  même  côté  du  centre;  la  puissance  de  l'involution 
est  alors  positive. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'axe  radical  commun  aux 
cercles  deviendrait  parallèle  à  la  droite,  le  centre  de  l'in- 
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volulion  ainsi  que  l'au  des  poluls  doubles  passeraient  à 
rintini;  le  second  point  double  resterait  à  distance  finie, 
au  point  de  rencontre  de  la  droite  et  de  la  ligne  des  cen- 
tres des  cercles  ;  deux  points  correspondants  quelconques 
seraient  placés  à  égale  distance  du  point  double  restant 
à  distance  finie;  la  puissance  de  cette  involution  serait 
infinie. 

Si,  au  contraire,  les  deux  cercles,  qui,  pris  avec  une 
droite  de  leur  plan  commun,  déterminent  une  involution, 
coupent  réellement  leur  axe  radical  en  deux  points  situés 
de  part  et  d'autre  de  la  droite,  deux  points  d'un  couple 
se  trouvent  placés  de  part  et  d'autre  du  centre  del'invo- 
lution,  un  seul  des  points  d'un  couple  se  trouve  compris 
entre  deux  points  d'un  autre  couple;  il  n'existe  pas 
dans  ce  cas  de  point  double  réel;  la  puissance  del'invo- 
lutlon  est  alors  négative. 

Dans  tous  les  cas,  si  deux  points  d'une  involution  for- 
ment un  couple,  les  deux  points  symétriques  de  ceux-là 
par  rapport  au  centre  forment  aussi  un  couple;  le  point 
correspondant  au  centre  passe  à  l'infini. 

Nous  avons  vu  au  commencement  du  présent  numéro 
que  deux  couples  de  points  a  et  a',  b  et  b',  situés  sur 
une  droite  déterminaient  une  involution;  si  c  et  c'  sont 
deux  points  d'un  autre  couple  de  la  même  involution, 
nous  donnerons,  pour  abréger,  la  dénomination  de  rap- 
port iiwolutifàu  point  c  par  rapport  aux  deux  systèmes 
de  points  a  et  a\  b  et  b' ,  au  rapport  des  puissances  du 
point  c  par  rapport  aux  deux  systèmes  de  points  a  et  a', 

, ,        .       cax  ca' 
^etè';soit:^^;^-^- 

D'après  le  théorème  1,  établi  au  numéro  précédent,  il 
est  évident  que  le  rapport  involutif  du  point  c  est  égal 
à  celui  du  point  c'  qui  forme  couple  avec  lui;  et  aussi 
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([uc,  si  les  rapports  involutifs  tic  deux  points  de  la 
droite  par  rapport  à  d.  et  <•/,  h  et  //  sont  éi^anx,  ces  Avxw 
points  forment  une  involulion  avec  a  et  «',  h  et  b' . 

Si  l'on  considère  un  système  de  points  en  involutionct 
(pi 'on  les  unisse  par  des  lignes  droites  à  un  point  lixeS, 
pris  hors  de  la  droite  qui  les  contient,  le  système  de  ces 
droites  de  jonction  lorme  un  faisceau  qui  porte  le  nom 
de  faisceau  en  iiwolulion,  le  point  S  en  est  le  sommet  5 
dans  le  cas  où  l'involution  renferme  des  points  doubles, 
les  rayons  tpii  passent  par  ces  points  sont  dits  rajoiis 
doubles. 

III.  Théorème.  —  Toute  sécante  rectiligne  à  un 
faisceau  en  involution,  fie  passant  pas  par  le  sommet, 
detennine  par  ses  intersections  avec  les  rayons  dujais- 
ceau  un  système  de  points  en  insolation. 

Soit  Saa' bb'cc'  un  faisceau  en  involution  ( /?j^.  i^), 
coupons-le  par  la  sécante  rectiligne  [S'a  rencontrant  les 
rayons  S«,  Sa',  Sb,  S^',  Se,  Se',  respectivement  en  a, 

a',  ^,  ^',  y,  y';   par  les  points  y,  y',  menons  yX,  y')/, 

parallèles  à  b'a. 

Fig.  17. 


De  la  considération  des  couples  de  triangles  sembla- 
bles :  yaA  et  y' a)/,  Sca  et  SyA,  Sc'a  et  Sy')/,  on  déduit 
les  égalités  de  rapports 

■'A       y'X'  ca        Se  Se'       c'a 
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Multipliant  ces  trois  égalités  membre  à  membre  et  ré- 
duisant, on  a 

ca       oc        c  a       oc 

Par  des  considérations  analogues,  on  trouve 

,    .  Y'^'       S  y'       ^' ol        s  y 

ca        oc       c  a       oc 

eu       oc        c  0        oc 

(4)  I^x^'  =  Ï^X^. 

c6'       Se'       c' b'       Se 

Multipliant  membre  à  membre  les  égalités  (1)  et  (2), 
et  séparément  les  égalités  (3)  et  (4),  puis  divisant  la  pre- 
mière ainsi  oblenue  par  la  deuxième,  on  a 

-{a.^(u'       cb.cb'       "^'oi.y'a'       c'b.c'b' 
yP-yP'       ca.ca!      y'P-ï'P'       c'a. c'a! 

01         -,  ca.ca!    c'a.  c'a'  , 

r,  les  deux  rapports  —r — y,  ■>  —n — ry  sont  égaux,  car 

ce  sont  les  rapports  involutifs  des  deux  points  corres- 
pondants c  et  d  par  rapport  aux  couples  de  points  a  et  d . 
h  et  h\  qui  sont  en  involution  avec  eux;  il  en  résulte 

1' '      T.'  j  "cx-ya!        y'oL.y'a! 

1  égalité  des  rapports  ■'      '   :  et  ',»     ,0,7  et  comme  ces  rap- 
^^        y?-tP      y  P-ï  ?  ^ 

potts  sont  les  rapports  involutifs  des  points  y  et  y'  par 

rapport  aux  couples  de  points  a  et  a',  [3  et  [i',  il  s'ensuit 

que  ces  six  points  font  partie  de  l'involution  déterminée 

par  les  couples  de  points  a  et  a',  [i  et  {S'  (^Jin  du  miméro 

précédent). 

Remarque  I. —  Si  l'involution  définie  par  les  couples 
de  points  n  et  a' ,  h  (d  h'  a  des  points  doubles  réels,  il 
en  est  de  même  de  celle  qui  est  définie  par  les  couples 
de  points  a  et  a',  [3  et  ^',  et  les  points  doubles  des  deux 


I 
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iiivolulions  sonldt.'ux  à  deux  sur  les  mêmes  rayons;  mais 
il  n'en  est  pas  de  même  des  centres  de  ces  deux  involu- 
tions,  car  le  centre  de  chacune  d'elles  est  situé  sur  le 
rayon  conjugué  de  celui  qui  est  parallèle  à  la  direction 
de  la  sécante  ;  dès  lors,  ils  ne  peuvent  être  situés  sur  le 
même  rayon  que  si  les  deux  sécantes  sont  parallèles. 

Heuiart/ue  H.  —  Dans  un  faisceau  en  involution  il 
existe  toujours,  et  il  n'existe  en  général  qu'un  système 
de  rayons  rectangulaires;  en  eiïèt,  si  nous  coupons  le 
faisceau  par  une  sécante  quelconque,  les  points  de  ren- 
contre de  cette  droite  et  des  rayons  du  faisceau  forment 
un  système  de  points  en  involution.  Le  cercle  variable 
passant  par  deux  de  ces  points  associés,  et  par  le  sommet 
du  faisceau,  coupe  le  rayon  qui  passe  par  le  centre  en  un 
second  point  fixe;  d'après  la  propriété  des  sécantes 
menées  d'un  point  à  un  cercle.  Dès  lors  il  sutFira,  pour 
avoir  des  rayons  rectangulaires,  de  faire  passer  par  ce 
point  et  le  sommet  du  faisceau  un  cercle  ayant  son 
centre  sur  la  droite,  les  rayons  passant  par  les  points 
communs  de  ce  cercle  et  de  la  droite  seront  associés  et 
rectangulaires.  Il  n'y  a,  en  général,  qu'un  cercle  passant 
par  deux  points  et  ayant  son  centre  sur  une  droite  don- 
née, d'où  résulte  qu'il  n'y  a,  en  général,  qu'un  système  de 
rayons  rectangulaires.  Il  ne  peut  y  avoir  indétermina- 
tion que  si  la  droite  était  perpendiculaire  au  milieu  de 
celle  qui  suit  les  deux  points;  dans  ce  cas,  tous  les 
rayons  associés  seraient  rectangulaires. 


Involution  des  diamètres  conjugués  des  coniques 
à  centre,  et  applications. 

1\  .  Nous  avons  vu  au  Chapitre  I,  n"^  IV  et  XIV,  que 
les  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  d'une  section 
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elliptique,  ou  liyperbollque,  menées  par  le  sommet  du 
cône,  déterminaient,  snr  l'intersection  de  leur  plan  avec 
celui  de  la  base  circulaire,  deux  points  dont  le  produit 
des  distances  à  un  point  fixe  de  cette  droite  était  con- 
stant ;  il  résulte  du  numéro  précédent  que  ces  parallèles 
forment  un  faisceau  en  involution  -,  qu'il  en  est  de  même 
des  diamètres  conjugués  de  ces  deux  courbes  qui 
forment  un  faisceau  superposable  sur  le  précèdent.  _ 

Le  faisceau  des  diamètres  conjugués  d'une  section 
elliptique  n'a  point  de  rayons  doubles,  puisque  le 
centre  de  l'involution  qu'ils  déterminent  sur  l'intersec 
tion  du  plan  de  l'ellipse  et  de  celui  de  la  directrice  cir- 
culaire est  situé  entre  deux  points  conjugués  quelcon- 
ques (n«  IV,  Cb.  I). 

Au  contraire,  le  faisceau  des  diamètres  conjugues 
de  l'hyperbole  admet  toujours  deux  rayons  doubles  qui 
coïncident  avec  les  asymptotes,  comme  cela  résulte  des 
propriétés  des  diamètres  conjugués  de  cette  courbe, 
établies  au  n°  XIV  (Cb.  I).  Du  numéro  précédent  resuite 
alors  •  i"  c,ue  le  système  des  diamètres  conjugues  d  une 
ellipse  ou  d'une  hyperbole  détermine  un  système  de 
points  en  involution  sur  une  droite  cpœlcomiue  du  plan 
de  la  courbe;  2°  que  le  centre  de  cette  involution  est  le 
point  oie  la  droite  est  rencontrée  par  le  diamètre  con- 
jusué  de  sa  direction. 

Nous  nous  proposons  actuellement  de  généraliser  le 
lemme  établi  au  11°  Vil  (Ch.  I). 

Si  par  deux  des  extrémités  de  deux  diamètres  conpi- 
frués  d'une  ellipse  on  mène  deux  sécantes  parallèles, 
les  secondes  extrémités  de  ces  sécantes  sont  celles  de 
deux  autres  diamètres  conjugués. 

Soient  co  une  ellipse  (/^.i  8),  .0  A,. oB,  deux  diamètres 
conjugués  de  la  courbe  ;  par  les  poin.s  A  et  B  menons 
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k's  cordes  p;irallèles  AM,  iî\',   je  dis  (|uc  o):M   vl  mS 
lornient  un  système  do  deux  dianièlres  conjugues.   En 
ellet,  construisons  Je  diamètre  wC  parallèle  aux  cordes 

Fig.  i8. 


AM,  BX,  et  son  conjugué  co  D  qui  les  divise  en  parties 
égales-  menoTK  la  droite  ani  parallèle  arbitraire  à  ojC, 
le  faisceau  des  quatre  droites  w,  ABCD  détermine  l'in- 
volution  des  diamètres  conjugués,  et  D  est  le  centre  de 
l'involution  des  points  de  reucontre  des  rayons  de  ce 
faisceau  avec  ani.  Or  on  a  évidemment  D/z  =  De  et 
Dm  =  Drt,  puisque  deux  parallèles  sont  coupées  en  par- 
ties proportionnelles  par  plusieurs  droites  issues  d'un 
point;  dès  lors  on  a  :  Dm  x  D«  =  D«  x  I)b.  ce  qui 
montre  que  coM,  wN  sont  conjugués  dans  le  faisceau, 
et,  en  conséquence,  forment  un  système  de  diamètres 
conjugués. 

Remarque  I.  —  Cette  propriété  a  également  lieu 
pour  l'hyperbole  en  définissant,  comme  nous  lavons 
fait,  1  extrémité  d'un  diamètre  (pii  ne  rcncontic  pas  la 
courbe. 

Le  produit  des  segments  interceptés  sur  une  tan- 
gente à  une  ellipse,   entre  le  point  de  contact  et  ses 
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points  de  rencontre  (wec  deux  diamètres  conjugués, 
est  égal  au  carre  du   demi-diamètre  parallèle  à  la 


direction  de  la  tangente. 


Soienttoune  ellipse  {fg.  19),  AA'  un  diamètre  quel- 
conque, PQ  une  parallèle  tangente  en  B  ;  loB  sera  le  dia- 


mètre conjugué  de  AA',  et  B  le  centre  d(î  l'involution 
que  détermine  sur  PQ  le  faisceau  des  diamètres  conju- 
gués de  l'ellipse.  INlenons  les  tangentes  AP,  A'Q  aux 
exlréuiités  du  diamètre  AA'5  elles  sont  parallèles  à  wB 
et  déterminent  les  deux  parallélogrammes  wAPB, 
toA'QB. 

Joignons  par  des  lignes  droites  wP,  o)Q,  AB,  A'B; 
coP,  wQ,  sont  deux  diamètres  conjugués,  car  ils  sont 
lespectivement  parallèles  à  A'B,  AB,  qu'ils  divisent  en 
parties  égales;  dès  lors,  le  produit  des  seguients  BP,BQ, 
qu'ils  interceptent  sur  la  tangente  est  égal  à  la  puis- 
sance de  l'involution  déterminée  sur  cette  droite  par  le 
faisceau  des  diamètres  conjugués  5  or  ce  produit  est  visi- 
blement égal  à  o)A  X  (oA'=  wA  ,  puisque  ojA  =  PB, 
et(oA'=:BQ.  C.    Q.    F.    D. 

Une  tangente  en  un  point  l'arinble  d' une  ellipse  in- 
tercepte sur  deux  tangentes  parallèles  fixes,  à  partir 
de  leurs  points  de  contact,  deux  segments  dont  le  pro- 
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(luit  est  constant  et  égal  au  carré  du  denii-f/iaiuètre 
parallèle  à  la  direction  des  tangentes  fixes. 

Soient  (0  une  ellipse  [fig.io).^  AP,  A'Q  deux  tangentes 
lixes  parallèles,  dont  les   points  de  eontact  A,  A'  sont 

Fijj.  ■>!). 


*■  diamétralemenl  opposés,  PQ  une  tangente  mobile  dont 
le  point  de  eontact  est  B;  traçons  les  droites  AB,  A'B, 
et  les  diamètres  (oP,  toQ. 

Le  point  P  d'intersection  des  polaires  de  A  et  B  est  le 
pôle  de  AB  par  rapport  à  l'ellipse;  donc  la  polaire  de 
tout  point  de  AB  et  en  particulier  de  celui  qui  est  situé 
à  l'inlini,  passe  par  le  point  P,  n*^  XIX.  Chap.  I;  or  la 
polaire  du  point  silué  à  Tinfini  sur  AB  est  le  diamètre 
conjugué  de  la  direction  de  cette  droite;  donc  (oP  divise 
AB  en  deux  parties  égales.  On  verrait  de  même  que 
toQ  divise  A'B  en  deux  parties  égales,  et  il  en  résulte 
que  chacun  des  diamètres  toP,  wQ  divisant  en  parties 
égales  les  cordes  parallèles  à  l'autre,  ces  deux  diamètres 
sont  conjugués. 

D'après  le  théorème  précédent,  le  produit  des  seg- 
ments AP,  AR,  interceptés  sur  la  tangente  AP  par  les 
deux  diamètres  conjugués  toP,  toQ,  est  égal  au  carré  du 
demi-diamètre  parallèle  à  AP;  mais  les  deux  triangles 
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toAR,  wA'Q  sont  égaux  comme  ayant  un  côté  égal  ad- 
jacent à  deux  angles  égaux,  d'où  résulte  l'égalité  des 
côtés  AR,  A'Q,  et,  en  conséquence,  le  produit  AP  X  A'Q 
est  aussi  égal  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle  aux 
tangentes  AP  ,A'Q. 

ReiJiajY/ue  IL  —  Ces  deux  propositions  s'appliquent 
également  à  l'hyperbole  :  établissons  la  première,  la  se- 
conde s'en  déduit  d'après  les  mêmes  considérations  que 
pour  l'ellipse. 

Le  produit  des  segments  interceptés  sur  une  tangente 
à  une  hyperbole  entre  le  point  de  contact  et  ses  points 
de  rencontre  avec  deux  diamètres  conjugués  est  égal  au 
carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  la  direction  de  la 
tangente. 

Soient  AB,  CD,  les  asymptotes  d'une  hyperbole  dont 
le  centre  est  O  {fig.  21),  RS  une  tangente  à  cette 
courbe.  D'après   ce   que   nous    avons   vu  au  n"  XVIJ, 

V\{\.  21. 


Chap.  I,  son  point  de  contact  est  placé  au  milieu  M  du 
segment  RS  intercepté  entre  les  asymptotes,  et  MR  re- 
présente le  demi-diamètre  parallèle  à  la  direction  de  la 

tangente  MR. 

Dans  l'involulion  déterminée  sur  la  tangente  par  le 
faisceau  des  diamètres  conjugués,  M  est  le  centre,  et  R 
et  S  sont  les  points  doubles^  on  en  conclut 


MR   =  MP  X  MQ, 


< 
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si  P  et  Q  sonl  les  points  de  rencontre  decl(;ux  diamètres 
eonjugués  avce  la  tangente,   ce  c|ui  démontre  1(!  théo- 
rème énoncé. 

Enfin,  et  c'est  là  une  conséquence  importante  du 
numéro  précédent,  la  perspective  d'un  faisceau  en 
involulion  sur  un  plan  est  encore  un  faisceau  en  l'nvo- 
lution,  puisqu'un  rayon  du  faisceau  donné  et  sa  per- 
spective rencontrent  au  même  point  rintcrsection  de 
leurs  plans.  (^A  suivre.) 


REALISATION  ET  USAGE  DES  FORMES   HIAGIMIRES 
m  GÉOMÉTRIE. 

GONFÉREXCES   DONNÉES   PAR    i\I.    MaXIMILIEN    MARIE 

au   Collè£;e  Stanislas,  à   Sainte-Barbe,    à    l'Ecole  Sainte-Geneviève 
et  à  l'École  Mon^e  ('  )• 


DES     VÉRIODES     OES     intégrales. 

13.  Tqus  les  parcours  se  ramenant  les  uns  aux  autres, 
nous  pouvions  donc  réduire  les  chemins  à  considérer 
à  des  chemins  composés  d'arcs  des  deux  enveloppes  et 
d'arcs  de  conjuguées;  d'un  autre  côté,  comme  l'intégrale 
Jj dx  ne  peut  s'accroître  de  constantes  que  dans  des 
chemins  fermés,  à  la  fois  par  rapport  à  la  variable  et  à 
la  fonction,  nous  recherclierons  les  périodes  d'une  inté- 
grale dans  les  parcours  d'anneaux  fermés  de  la  courbe 
réelle,  de  l'enveloppe  imaginaire  et  des  conjuguées. 

Des  périodes  engendrées  dans  le  parcours  d^ an- 
neaux fermés  de  la  courbe  réelle.    —   Si   la  courbe 

(')   Voir  même  tome,  p.  385.. 
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réelle  représentée  par  l'équation  /(•'< ,  J  )  — 'J  "^^^  'i^'" 
considéré  comprend  quelques  anneaux  fermés,  tels  que 
AMBM'A  {fig.  12),  l'intégrale  quadratrice  de  ce  lieu, 
fydx,  admettra  évidemment  pour  périodes  les  aires 
enfermées  respectivement  dans  ces  différents  anneaux 
fermés. 

En  effet,  si  le  point  [x,  r]  parcourt  un  nombre  quel- 
conque de  fois  le  cliemin  ÂMBM'A,  l'intégrale  fydx, 
durant  le  trajet  AMB,  s'augmentera  de  l'aire  du  dia- 
mètre ANB,  conjugué  des  cordes  de  l'anneau  parallèles 
à  l'axe  des  j  et  de  Taire  AMBN  A  du  demi-anneau  supé- 
rieur au-dessus  de  son  diamètre,   tandis  que,  dans  le 

Fig.  12. 
M 
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chemin  BiM'A,  elle  s'augmentera  de  l'aire,  prise  avec  le 
signe  —,  du  même  diamètre  et  de  l'aire  BM'ANB,  prise 
positivement,  comprise  entre  la  brandie  inférieure  de 
l'anneau  et  le  diamètre,  aire  d'ailleurs  égale  à  la  pre- 
mière, de  sorte  que,  à  la  fin  du  parcours,  l'aire  engen- 
drée sera  celle  comprise  dans  l'anneau  AMBM'A. 

Mais  le  parcours  de  la  courbe  réelle  pourra  donner 
lieu  à  la  formation  d'autres  périodes  qu'on  n'apercevait 
pas  tout  d'abord  et  sur  lesquelles  nous  reviendrons  après 
avoir  traité  des  périodes  imaginaires  engendrées  dans  le 
parcours  des  anneaux  fermés  de  conjuguées. 

Des  périodes  engendrées  dans  les  parcours  des  an- 
neaux  fermés  de  conjuguées.  --  Le  produit  par  ^/—  i^ 
de  l'aire  enfermée  dans  l'intérieur  d'un  anneau  fermé 


( 
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d'une  conjuguée  quelconque  d'un  lieuy(X,  Y)  =  o  est 
l'une  des  périodes  de  la  quadratrice  f  Y<fX  de  ce  lieu. 
En  e(Vet,  soient  AB,  A'B'  {fii^.  i3)  deux  brandies  de  la 
courbe  réelle  comprenant  entre  elles  une  série  de  con- 
juguées fermées,  telles  que  EiMFM'E;  soit  ElNF  le  lieu 
des  milieux  des  cordes  réelles  de  cette  conjuguée  paral- 
lèles aux  deux  tangentes  EG,  FG'  à  la  courbe  réelle  : 
l'intégrale  fjdx  prise  le  long  du  chemin  EMP  se  coin- 
posera,  d'après  une  des  propositions  qui  précèdent  : 
De  l'aire  GENFG'G  du  diamètre  ENF  rapporté  à 


u  G 


l'ancien  axe  des  X  et  à  une  parallèle  aux  cordes  réelles 
de  la  conjuguée  ; 

De  l'aire  réelle  du  triangle  G'FQ,  diminuée  de  l'aire 
aussi  réelle  du  triangle  GEP; 

Enfin,  de  l'aire  EMFAE,  comprise  entre  la  demi- 
conjuguée  et  son  diamètre,  cette  aire  étant  afîéctée  du 
signe  H-  y —  i  . 

Mais  si,  arrivé  en  F,  le  point  décrivant  [-^-îJ  ]  par- 
court ensuite  la  branche  inférieure  FM'E  de  la  conju- 
guée, dans  ce  nouveau  parcours,  l'intégrale  yy  <fa:  s'ac- 
croitra  : 

De  l'aire  FNEGG'F  égale  et  de  signe  contraire  à 
GENFG'G; 
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Do  l'aire  réelle  du  triangle  GEP  diniiuuécî  de  l'aire 
aussi  réelle  du  triangle  G'FQ,  lesquelles  détruiront  les 
aires  des  mêmes  triangles,  engendrées  d'abord  avee  des 
signes  contraires:, 

Enfin,  de  l'aire  F'xM'ENF  égale  à  EMFNE  et  engen- 
drée avee  le  même  signe  +  \/ —  i  . 

En  sorte  que,  dans  le  [)arcours  entier  du  con- 
tour EMFM'E,  l'intégrale  fydx  s'accroitra  seule- 
ment du  produit  par  ±  \/ — i  de  l'aire  enfermée  dans 
l'anneau  de  la  conjuguée,  y' — i  devant  être  affecté  du 
signe  -f-  ou  du  signe  — ,  suivant  que  le  sens  du  mouve- 
ment aura  été  EMFiM'E  ou  EM'FME. 

Extension  du  second  ihêovènie  d' Apollonius 

iza  h'  sinO  =  nah^ 

relatif  aux  coniques,  aux  courbes  algébriques  de  tous 
les  degrés.  —  Ce  second  tliéorènie  d'Apollonius,  en  ce 
qui  concerne  l'ellipse,  ne  constitue  qu'un  fait  évident, 
puisqu'il  signifie  simplement  que  l'aire  d'une  ellipse 
reste  la  même,  soit  qu'on  la  rapporte  à  ses  axes  ou  à 
deux  de  ses  diamètres  conjugués. 

Mais,  appliqué  à  l'hyperbole,  ce  môme  théorème  si- 
gnifie que  toutes  les  ellipses  conjuguées  d'une  même 
hyperbole  ont  même  aire. 

C'est  ce  théorème  que  nous  allons  étendre  aux  courbes 
algébriques  de  tous  les  degrés  5  il  consiste  en  ce  que  les 
conjuguées  fermées  d'un  même  lieu,  comprises  entre  les 
mêmes  branches  de  la  courbe  réelle,  ont  toutes  même 
aire. 

Ce  théorème  est  pour  ainsi  dire  évident;  car,  dans 
l'hypothèse  contraire,  l'intégrale  yy<fj:  aurait  une  in- 
finité de  périodes  imaginaires,  c'est-à-dire  serait  complè- 
tement indéterminée. 
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Mais  le  lliéoièine  do  Caucliv  en  founiiia  une  démou- 
straliou  directe  : 

Soient  AMB\A  et  A'M'B'A'A'  (fig.  i/|)  deux  deini- 
coiijnguées  voisines,  comprises  entre  les  mêmes  bran- 
ches A  A',  BB'  de  la  courbe  réelle  :  les  valeurs  de  l'inté- 
grale fydx  prises  d'abord  le  long  du  chemin  AMB, 
ensuite  le  long  du  chemin  AA'iVl'B'B  seront  égales, 
d'après  le  théorème  de  Cauchy;  les  parties  imaginaires 
de  ces  deux  valeurs  seront  donc  les   mêmes.   Mais   la 


Fi{ 


seule  partie  imaginaire  de  la  première  somme  sera 
l'aire  AMBJN  A  comprise  entre  la  première  demi-conju- 
guée  et  le  diamètre  ANB,  lieu  des  milieux  de  ses  cordes 
réelles^  de  même  dans  la  seconde  somme,  la  seule  partie 
imaginaire  sera  l'aire  A'IM'B'JN'A'  comprise  entre  la 
seconde  demi-conjuguée  et  le  diamètre  A'N'B',  lieu  des 
milieux  de  ses  cordes  réelles;  donc  les  demi-aires  des 
deux  conjuguées  seront  égales. 


Noiwelle  généralisation  du  même  théorème.  —  Non 
seulement  toutes  les  conjuguées  fermées  comprises  entre 
les  mêmes  branches  de  la  courbe  réelle  ont  même  aire, 
mais  encore  si  Ton  rejoignait  deux  points  quelconques 
C  et  D  (fig-  i5)  de  ces  deux  branches  jiai-  un  chemin 
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quelconque  CMD,  et  qu'on  le  fermât  par  le  lieu  DM'C 
des  points  imaginaires  conjugués  de  ceux  qui  consti- 
tueraient CMD,  l'aire  CMDlM'C  serait  encore  égale  à 
celle  d'une  quelconque  des  conjuguées.  En  effet,  si  l'on 
se  reporte  à  ce  qui  a  été  dit  de  la  valeur  de  l'inté- 
grale fy  dx  prise  le  long  d'un  arc  de  l'enveloppe  ima- 
ginaire, mais  qui  conviendrait  également  à  la  valeur 
de  la  même  intégrale  prise  le  long  d'un  chemin  quel- 


conque, en  appliquant  les  formules,  trouvées  alors,  aux 
deux  arcs  CMD  et  CM'D.  On  aura 

S  +  S'       S-S'   / 


et 


l'=-2Si 


S  +  S'       s  —  S' 


s,  désignant  l'aire  du  lieu  CND  des  milieux  des  cordes 
joignant  les  points  imaginaires  conjugués  des  deux 
arcs  CMD  et  CM'D,  S  et  S' les  aires  des  segments  cor- 
respondant aux  arcs  CMD  ei  CM  D. 

Mais  l'intégrale  prise  le  long  de  DM'C  étant  égale  et 
de  signe  contraire  à  l'intégrale  prise  le  long  de  CM'D, 
l'intégrale  le  long  de  CMDM'C  sera  la  différence  entre 
I  et  r  ou  (S  —  S')  v^^^  ,  c'est-à-dire  le  produit  par  \  —  i 
de  l'aire  enveloppée  par  l'anneau  CMDM'C. 
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Diin  auUc  côlé,  le  cliemia  CÎNIDM'C  ponvaiil  être 
considéré  comme  une  déformation  du  chemin  constitué 
par  une  conjuguée  fermée,  les  intégrales  prises  le  long  de 
l'une  et  l'autre  seront  égales^  donc  le  contour  CMDM'C, 
constitué  comme  on  l'a  dit,  enveloppera  une  aire  égale  à 
celle  d'un  anneau  fermé  de  conjuguée  compris  entre  les 
mêmes  branches  de  la  courbe  réelle. 

Si  les  deux  parties  C.MD  et  CM'D  n'étaient  plus  for- 
mées de  points  imaginaires  conjugués  deux  à  deux,  l'in- 
tégrale prise  le  long  de  CMD^J'C  n'en  resterait  pas 
moins  l'une  des  périodes  de  fydx^  mais  elle  n'aurait 
plus  une  représentation  géométrique,  simple  parce  que 
S)  n'aurait  pas  la  même  valeur  dans  I  et  dans  I',  et  que, 
d'ailleurs,  les  aires  S  et  S'  qui  entrent  dans  I  ne  seraient 
[)lus  les  mêmes  que  celles  qui  entrent  dans  1'. 

Des  périodes  engendrées  dans  le  parcours  des  an- 
neaux fermés  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conju- 
guées. —  Tl  pourra  se  présenter  trois  cas  distincts  :  le 
premier  où  l'un  des  anneaux  fermés  étant  constitué  par 

des  points  [x  =  a  -f-  [j  y' —  i  ,  y  ^=  y-  -h  |j'  \  —  ij,  les 
points  imaginaires  conjugués  de  ceux    qui  constituent 

"le  premier,  [.r  =  a —  Ti  y/- —  i  ,j('^  a' —  [f  \  —  ij,  for- 
meraient un  autre  anneau  fermé,  séparé  du  premier. 
C'est  ce  qui  arrive  dans  le  lieu 

[i.r  —  a  —  b  /^/—  (7  —  a'—  h'  v'^)'—  (/•  -r-  /"'  V^^)'] 

X  \\x  —  a  -^  b  \/ —  i)'-i-  (  r  —  rt—  b'  \J —  i)'—  (  '■  —  /''  / —  i)]'  —  o, 

où  l'enveloppe  imaginaire  présente  les  deux  anneaux 
fermés,  conjugués,  représentés  en  coordonnées  réelles 
par  les  équations 

{x  —  a  —  b)''--^{y  —  d—  b'y-=  (r-h  r'Y 
et 

{x  —  a  -t-  6)--r-  (y  —  a'-h  b'  f  =  Cr  —  /■')-. 


(  44-^  ) 

11  pourra  arrivex'  aussi  que  i'euveloppc  imaginaire, 
fermée,  se  compose  de  points  imaginaires  conjugués 
deux  à  deux,  mais  de  telle  façon  que  cette  enveloppe 
ne  touchant  pas  la  courbe  réelle,  qui  pourra  d'ailleurs 
ne  pas  exister,  les  deux  suites  de  points  imaginaires 
conjugués,  qui  constitueront  cette  enveloppe,  ne  se  re- 
joindront jamais,  de  sorte  que  le  premier  point  de  la 
première  partie  de  l'enveloppe  coïnciderait  avec  le  der- 
nier point  de  la  seconde  partie  et  le  dernier  point  de  la 
première  avec  le  premier*  de  la  seconde.  C'est  ce  qui 
arrive,  par  exemple,  dans  le  cas  de  l'ellipse  imaginaire 

—;  -h  ^  -h  \  =  o. 
a-         h- 

Enlin,  si  les  deux  [)arties  de  l'anneau  considéié,  de 
l'enveloppe  imaginaire,  se  rejoignaient  sur  la  cou'-be 
réelle  en  deux  points  d'inflexion  de  cette  courbe,  les 
points  imaginaires  conjugués,  qui  constitueraient  l'an- 
neau de  l'enveloppe,  se  rejoindraient  aux  deux  points 
d'inflexion. 

Dans  le  premier  cas,  les  valeurs  de  l'intégrale  fydx^ 
prise  successivement  le  long  des  deux  anneaux  consi- 
dérés, seraient  représentées  par 

S+S'       S  — S' 
I  =  aSj 


S 

-\- 

S' 

■i. 

s 

-1- 

S' 

■t  par 

S  +  S'       S  — S' 
1  =  2b 


S),  S  et  S'  ayant  les  valeurs  définies  plus  haut. 
Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  du  lieu 

{t  —  a  —  b  \J—  i)"-^  {y  —  «' —  ^'  /—  ')"=  (''+  '■'  /—',''» 
le  lieu  des  points  milieux  des  cordes  joignant  les  points 
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imaginaires  conjugués  des  enveloppes  des  deux  lieux 

{x  ~  a  —  b  v/^)^-l-  {y  —  a'  —  b'  \J~^\)'  =  (/•+  /-'y/II^)" 
et 

(.r  —  rt  -(-  b  /^)'-l-  {}'  —  «'—  b'  /—  i)"^=  (r  —  r' y/—  i)" 
sera,  comme  on  l'a  vu,  la  circonférence  du  cercle 

(x  — a)2+(2'— a')2=  r^ 
de  sorte  ([ue  S,  aura  pour  valeur 


d'un  autre  côté,  les  deux  enveloppes  ayant  pour  équa- 
tions, en  coordonnées  réelles, 

{x  —  a  —  by^  +  {y  —  a  —b'y-=  {r -^  r  f 
et 

(a?  —  «-+-  6)2-h  (jK  —  «'-+-  6')'-=  (/•—  r  )^, 

S  aura  pour  valeur  r^(  r -\-  /')-,  et  S'  aura  pour  valeur 

T.{r-r'y-. 
La  formule 

S-f-S'       S  — S'   , 

■2.  2 

donnera  donc,  pour  valeur  de  la  période  de  l'inté- 
grale fjdx,  relative  au  premier  lieu, 

-+-  i  7:[(r  H-  /•')--('■  -  r'Y]  s/^  =  T.{r -^  ,'  /^f, 

comme  on  devait  s'y  attendre.  La  période,  dans  ce  cas 
et  tous  les  autres  analogues,  sera  en  partie  réelle  et  en 
partie  imaginaire. 

Dans  le  second  cas,  les  deux  parties  de  l'enveloppe 
imaginaire,  qui  contiendront  les  points  imaginaires  con- 
jugués deux  à  deux,  se  faisant  suite  l'une  à  l'autre,  de 
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manière  que  le  dernier  point  de  l'un  des  deux  ares  coïn- 
cide avec  le  premier  point  de  l'autre,  l'intégrale  fy  dx, 
prise  le  long  de  l'anneau  formé  par  renve]op])e,  aura 
pour  valeur  la  somme  des  deux  intégrales  I  et  I';  c'est- 
à-dire 

4S,-(S  +  S'). 

La  période  sera  donc  réelle  et  égale  à  l'aire  de  l'an- 
neau diminuée  de  quatre  fois  l'aire  du  segment  corres- 
pondant au  lieu  des  milieux  des  cordes  joignant  deux 
à  deux  les  points  imaginaires  conjugués  de  l'anneau  de 
l'enveloppe. 

Toutefois,  il  pourra,  je  crois,  arriver  que  le  lieu  des 
milieux  des  cordes  réelles  en  questioii,  ne  présentant 
qu'un  seul  arc,  dans  l'intérieur  de  l'anneau  de  l'enve- 
loppe, et  cet  arc  devant  être  parcouru  deux  fois,  en 
sens  contraires,  lors  des  formations  des  deux  intégrales 
I  et  r,  les  aires  2S1  et  —  sSj,  cjue  devraient  contenir 
I  et  r,  disparaîtraient  de  la  somme  I  +  I'. 

Dans  le  cas  de  l'ellipse  imairinaire  — -  -f- Vr  +  i  =0, 

S|  est  nul  de  lui-même,  parce  que  toutes  les  cordes 
réelles  de  l'enveloppe  iniaginaire  ont  leurs  milieux  à 
l'origine,  et   il   reste  seulement,   pour  I  +  I',  l'aire  de 

l'ellipse  réelle  — ;  +  7T  —  1  =  0,  liomotliétique  à  l'ellipse 
imaginaire. 

Dans  le  dernier  cas,  l'intégrale  rentrera  dans  le  cas 
général  d'une  intégrale,  prise  le  long  d'un  cliennn  fermé 
composé  de  points  imaginaires  conjugués  deux  à  deux, 
qui  se  rejoindraient  sur  la  (îourbe  réelle  :  cette  intégrale 
aura,  comme  on  l'a  vu,  pour  valeur  le  produit  par  y  —  i 
de  l'aire  enfermée  dans  l'anneau  de  l'enveloppe  imagi- 
naire. ( y^  suivre.) 
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OIELQIES  TROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  COIRRES  ALGÉ- 
BRIQIES  OBTE^ES  Al  MOYEN  DES  COORDOiWÉES  PA- 
RALLÈLES ('); 

Par  m.  m.  d'OGAGNE, 
Ineénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


1.   L'équation  générale  des  courbes   altjébriques  est, 
en  coordonnées  parallèles, 


(■) 


)  -+-  (  «0  «"  -i-  ^0  """'  -t-  .  .  .  -i-  /o  j  =  O. 


Si  donc  nous  donnons  à  u  une  valeur  particulière, 
nous  avons,  entre  les  ji  valeurs  correspondantes  de  v, 
les  relations  évidentes 


(■^) 

^                       tin 

(ht 

(3) 

i=n 

^  dl'i   _          rt„-    I 

.^  du               a,i 

i  —  \ 

(4) 

Zdu^=''' 

i— 1 

(5) 


Zd  ^  du  a,i 


L'interprétation  géométrique  de  ces   relations  algé- 


(')  Voir,  au  sujet  de  ces  coordonnées,  les  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques  (i884)  ou  la  brochure  Coordonnées  parallèles  et 
axiales  (Gautliier-Villars:  i885). 
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briques  va  nous  donuer  autant  de  propriétés  des  courbes 
représentées  par  (i). 

2.  Rappelons  d'abord  que  le  point  de  contact  P  de  la 
tangente  (m,  ^>)  a  pour  équation 

U  c?c  —  Y  du  —  {u  ch-  —  V  du )  =  o. 

Il  en  résulte  que,  si  cette  tangente  coupe  l'axe  Au  au 
point  M  et  l'axe  Ht'  au  point  N,  on  a 

(^>  du-PM' 

et  que,  si  AP  coupe  l'axe  Bt'  au  point  [i, 

D'autre  part,  le   rayon  de   courbure  au   point  P   est 
donné  par 


1 


R 


rf«2  ]\]V1^ 


_d^\'^ 
du 


en  appelant  o  la  dislance  AB,  supposée  ici  perpendicu- 
laire à  Ah  et  Bv.  Or  la  formule  (6)  donne 


dv  PN         NM 

I  — 

Par  suite 


'       du      '       PM       PM 


_  d^v  PM 
du^      0 
et 


3.   Cela  posé,  remarquons  que  prendre  u  comme  va- 
riable indépendante  revient  à  mènera  la  courbe  (i)  les 
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langeiiU's  -MP|,  MP^, ^H*//  par  un  point  M  variable 

sur  \h. 

Dès  lors,  la  formule  (i)  cxpiiine  que,  si  ces  tangentes 
rencontrent  Bi'  en  N,,  jNo,  .  •  . ,  N,,,  la  droiie  qui  joint 
le  point  M  au  centre  tles  moyennes  distances  des  points 
N,,  No,  -  .  . ,  N„  passe  par  un  point  fixe.  Or  cette  droite 
est  ce  que  nous  avons  appelé  la  droite  moyenne  (')  des 
droites  .MN,,MNo,  .  .  . ,  jM\,,  rcdativement  à  la  direc- 
tion Au.  C'est  encore  la  polaire  du  point  situé  à  l'in- 
lini  dans  cette  direction  par  rapport  à  ce  faisceau  de 
droites,  ou  la  conjuguée  harmonique  de  A«  par  rapport 
à  ce  faisceau.  Donc  : 

La  conjuguée  hainionique  de  V axe  Au  par  rapport 
aux  tangentes  menées  à  une  courbe  algébrique  quel- 
conque par  un  point  i^ariable  sur  cet  axe  passe  par  un 
point  fixe . 

A.  Par  les  points  P|,P2,  .  ■  • ,  ?«,  menons  à  A  ?/  des 
parallèles  qui  coupent  AB  en  />i,/^j,  ....  p,i.  D'après  la 

formule  (6), 

/)/B  _  dvi 
Pi  A        du 

La  formule  (3)  donne  donc 


ou,  puisque 


-^  />/B  ^_  an-\ 

Zd  p,\  ~  an 

1  =  1 

PiB  _  jp/A  — BA 5^ 

Pi  A  ~         Pi  A.  Pi  A 

^^  Pi  A        0  \  an 


(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  p.  n^:  i88^,  et  Nou- 
velles Annales,  p.  4i3;  188:5. 


(  448  ) 

Le  second  membre  étant  constant,  on  voit  que  : 

Le  conjugué  harmonique  du  point  A  par  rapport 
aux  points  p, ,  p2,  ...,/?„,  est  un  point  fixe. 

o.   Si    |i|,  ,3.1.  .  .  .,  [i/i  sont  les  points  où  l'axe  Bu  est 
coupé  par   APi.AP^i  •.•,AP„,  la   formule  (-)  donne 

du 
La  formule  (5)  devient  donc 


1 


(  =  1 


B3/ 


c'est-à-dire  que  : 

La  conjuguée  lunnionic/ue  de  Au,  par  /apport  aux 
droites  AP,,  APo.  .  .  • ,  AP,,,  est  une  droite  fixe. 

Cette  propriété  géjiéralise  la  précédente. 
Enfin  la  formule  (8)  montre  que 

(9)  2^=0. 

d'où  ce  théorème  remarquable  : 

Théorème  I.  —  Si  l'on  mène  d'un  point  les  n  tan- 
gentes à  une  courbe  algébricjue  de  la  classe  /?,  la 
somme  des  rayons  de  courbure  répondant  aux  poifits 
de  contact  divisés  respectivement  par  les  cubes  des  tan- 
gentes correspondantes  est  nulle. 

Le  signe  des  divers  éléments  de  cette  somme  se  dé- 
termine facilement  par  la  remarque  que  voici  :  0|, 
Qo,  .  .  . ,  0„  étant  les  centres  de  courbure  répondant  à 
P4,P2,  ...,P„,   faisons    tourner   les   triangles  MP,Qi, 
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Ml>,L>o,  .....  MP„Q,,  autour  de  M,  de  l;jçon  à  dingcr 
MPi,  MPo,  .  .  .,  MP„  suivant  une  nième  droite  et  dans 
le  même  sens.  Un  certain  iionibre  des  points  Q, ,  il, 
0«  seront  alors  au-dessus  de  cette  droite,  les  autres  au- 
dessous,  et  l'on  donnera  des  signes  opposés,  d'une  part, 
aux  quantités   ^::^  correspondant    aux    premiers,    de 

l'autre,   aux  mêmes  quantités    correspondant    aux   se- 
conds. 

Ce  théorème  ne  nous  semble  avoir  été  remarqué  jus- 
qu'ici que  dans  1<;  cas  des  coniques.  Sa  démonstration, 
par  les  coordonnées  cartésiennes,  dans  le  cas  général, 
présenterait  de  sérieuses  difficultés. 

6.  Faisant  maintenant  abstraction  du  système  spécial 
de  coordonnées,  au  moyeu  duquel  nous  avons  obtenu 
les  résultats  précédents,  nous  pourrons  énoncer  le  pre- 
mier et  le  troisième  d'entre  eux  sous  la  foime  que  voici, 
le  second  n'étant  qu'un  cas  particulier  du  troisième  : 

Théohè;me  II.  —  Étant  donnes  une  courbe  algébritiue 
C,  U7ie  droite  D  et  un  point  A  sur  cette  droite,  si  d'un 
point  M  vaiiable  sur  la  droite  D,  on  mène  à  la  combe 
C  les  tangentes  MP, ,  MP^,  .  .  . ,  MP,,  : 

1°  La  conjuguée  harmoniiiuc  de  la  droite  D,  par 
rapport  à  ces  tangentes,  passe  par  un  point  fixe; 

2"  La  conjuguée  harmonique  de  la  droite  D,  par 
rapport  aux  droites  qui  joignent  le  point  A  aux  points 
de  contact  P, ,  P,,  .  .  . ,  P„,  oM  une  droite  fixe. 

7.  Soyons   ce  que  deviennent  ces   divers   théorèmes 

dans  le  cas  de  tangentes  parallèles.  Pour  le  théorème  I, 

remarquons   que,   dans   chaque   élément  de  la   somme' 

P  •  ' 

==-i'  ^JP/  devient  iniini  ;  mais  la  formule  (9).  par  la- 

Ann.  de  Malhémat.,   ','  i(^x\ç.    i.  I\.   (Septembre  1890.)        29 


(  45û  ) 

quelle  se  IraduiL  le  lliéorème,  peut  s'écrire 

n,.K.(,^;)%...-n,.(-^)*=„. 

Du  point  INI,  comme  centre,  avec  MP,  pour  rayon, 
décrivons  un  cercle  qui  coupe  MP2  en  Q2,  .  .  . ,  MP„ 
en  Q„.  La  formule  précédente  pourra  s'écrire 

Or,  lorsque  !M  s'éloigne  à  rinfiiii,  Qo,  .  .  .,  Q„  ten- 
dent respectivement  vers  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  de  P,  sur  les  tangentes  en  P.,,  P3,  .  .  . ,  P„.  11 
en  résulte  que  P2Q2?  P3  Q;ti  •  •  •  1  l^/<  Q«  restent  finis 
alors  que  I\JP,,MP2,  ...,MP//   croissent  indéfiniment. 

La  limite  de  chacun  des  rapports     '^    est  donc  zéi-o,  el 

l'on  a,  pour  le  cas  des  tangentes  pai-allèles, 

i  =  n 

i  =  l 

On    retrouve   ainsi   un   théorème  remarqué   par   Du- 


I 


8.  Pour  le  théorème  II,  rejetons  la  droite  D  à  l'inlini, 
le  point  A  se  trouvant  alors  dans  une  direction  donnée; 
la  direction  de  la  droite  D  est  alors  arbitraire,  et  nous 
voyons  que  les  diverses  parties  du  théorème  s'énoncent 
ainsi  :  | 

i'^  La  droite  moyenne,  par  rapport  à  une  direction 
quelconque  des  tangentes  à  une  courbe  algébrique, 
parallèles  entre  elles,  j)asse  par  un  point  fixe, 

2"  La  droite  moyenne,  par  rapport  à  une  direc- 
tion quelconque  A,  des  parallèles  ci  une  autre  direction 
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(jnclconquc'  A'  menées  par  les  /toi/ils  de  conlact  (fe  ces 
tangentes,  est  fixe. 

La  droite  moyenne  dont  il  est  f|uestion  dans  ce  der- 
nier énoncé  passe  évidemment  par  le  centre  des 
moyennes  distances  des  points  de  contact  des  tangentes 
parallèles.  Puisqu'elle  est  fixe,  cjuelle  cpie  soit  sa  direc- 
tion A',  c'est  donc  que  ce  dernier  point  est  fixe.  On 
tombe  ainsi  sur  ce  théorème  de  Chasies  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  à  une  courbe  algébrique,  parallèles 
à  une  direction  donnée,  est  fixe  quelle  que  soit  cette 
direction . 

Il  est  tout  naturel  de  donner  à  ce  point  fixe  le  nom 
de  point  de  Chasies  de  la  courbe  algébrique  consi- 
dérée. 

La  démonstration  directe  de  ce  dernier  théorème, 
avec  la  détermination  analytique  du  point  de  Chasies, 
se  lait  très  simplement  au  moyen  des  coordonnées  pa- 
rallèles :  c'est  ce  que  nous  allons  faire  voir  mainie- 
nant  ('). 

9.  Les  tangentes  à  la  courbe  représentée  par  l'écpia- 
tion  (i),  parallèles  à  une  direction  donnée,  s'obtiennent 
en  adjoignant  à  cette  équation  la  suivante 

(lO  j  V H  —  s. 

où  s  caractérise   la    direction    choisie.    Le   centre    des 
moyennes  distances  de  leurs  n  points  de  contact  a  pour 


(')  Les  démonstrations  suivantes  ont  été  communiquées  verbale- 
ment à  la  Société  matliéniatique  de  France  (séance  du  S  janvier 
1890).         . 


t'fjualiou  (') 


dvi 


15.  ) 


dui 


dvi  —  du  i      A^     dvi  —  dui 
1=1  '=' 


Uidçi — Viduj 


Or,  s  ayant  la  nuune  valeur  pour  les  «  points  de  con- 
taet,  on  voit,  d'après  (2),  que 

._  i  =  n  '  —  " 

V    '^^'    =  V  ^^'  "^  "^^^  =  fi  +y  -— , 

2-  d^i  -  f/;//   ^    f/^  ^,  ^^*' 


i~  n 


7  •       y      — 
(  I  I  6(5)   <     . 


j^        <5^(^<  —  dUi  ^a^ 


Ui  ds  —  s  dui 


ds 


=2  "'•-•^2 


dui 
ds 


Mais  l'équation   en  u  el  s  obtenue  par  l'élimination 
de  i^  entre  (i)  et  (10)  esl  de  la  forme 

(12)  A„?/"  -\-  (A„_^,54-  B„_i)  /^"-»  -+-. . .  =  o. 

Par  suite, 

i:^  A„-, 


(i3) 


_    B,;-l 

A„     ■'  An 


i  =  l 


■^  dUi  _         Are-1 


A„ 


■^çi  •^  aui  _       iJ/i-i 

2é'''-"2d'di'^'"Â7 


\  î=i      1=1 


(•)  Coordonnées  parallèles  et  axiales,  p.  86,  note  II. 


ï 
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L'équation  (i  i)  clevicnl  Jonc,    en  tenant  compte  de 

(i.)^'t(.3), 

( 1 4  )  (n  A„  —  A„_i  )  u  -H  A„    1 1>  -i-  B„_i  =  o, 

<;l,  comme  ses  coefficients  sont  constants,  le  théorème  de 
Chas  les  est  démontré . 

10,  JNous  allons  maintenant  calculer  ces  coefficients 
au  moyen  de  ceux  de  l'équation  (i).  Celle-ci  peut  s'écrii^e, 
en  groupant  les  termes  de  même  degré, 

/  «0  u"  -1-  «1  ?("~i  v-T-  a^  u,i-i  ^'-  -+-...  -i-  «/j  v"^ 


Remplaçant  dans  cette  équation  v  par  u  +  ,^,  et  met- 
tant le  polynôme  obtenu  sous  la  forme  (i'î),  on  voit 
que 

(i5)  A„=ao  +  «i    ^...-f-«,j, 

(i6)  A„_i  =  «1 -^2^2  +  .  .  . -)- /ia«, 

(i"9)  IÎ«-i  =  6o  +  ^i    -t-...+  6„_i. 

De  (i5)  et  (i6)  on  déduit  encore 

(i8)  «A„  — A„_i  =  na^^( n  —  i)  a,  4-. .  .-+-  «i. 

Si  nous  représentons  par  '-Oni^u^  v)  et  9,/_,(«,  t»)  les 
ensembles  homogènes  des  term(;s  de  degré  n  et  de  degré 
n —  I  dans  (i'),  les  formules  (i6),  (17),  (18)  pourront 
s'écrire 

«A„  — A„-i  =  o'„__(i,i). 
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Dès    lors,  l'équalioD    (i4)  du   point  de  Cliasles    de- 
vient 

('9)  J<o'„,/i,i) -+-4^ '■?'„„(', 0-^?«-i('''^  =  °- 

Elle  est,  sous  celte  forme,  cVune  remarquable  simpli- 
cité et  peut  être  étendue  à  l'espace. 

11.  Nous  donnerons,  pour  terminer,  la  démonstra- 
tion directe    du   théorème  de  Cliasles  en   coordonnées 

Xous  avons  remarqué  (')  que,  dans  ce  système  de 
coordonnées,  l'équation  la  plus  générale  d'une  courbe 
algébrique  (supposée  de  la  classe  7i)  est 

\  )."a„tang«0 

De  plus,  si  l'on  prend  l'axe  du  système  pour  axe  Ox, 
l'axe  Or  étant  la  perpendiculaire  menée  à  celui-ci  par 
l'origiiH',  les  coordonnées  Xi,  yi  du  point  de  contact  de 
la  tangente  (X/,  B)  sont  données  par  (=^), 

Par  suite,  les  coordonnées  x  et  y  du  centre  des 
moyennes  distances  des  points  de  contact  des  n  tangentes 
parallèles  à  la  direction  h  sont  données  par 


/=  H 


(..;    «.r  =  sin^e2^-,  «r=2^''"^^'"^'''^2^î' 


/"i 


z  =  l 


(')  Coordonnées  parallèles  et  axiales,  p.  89. 
('0  /'w/-..  P-  't'- 
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Oi    1  (■<|ll.uioii  (   'O)  (loiiiic 


yX.=_^I_^::!'.-JeolO, 


d'où 


^^  dO  a  II    sin-O 


^  ^    d)  a, 


Les  formuK's  (21)  devieimeal  donc 


(  -Il  )  nx  =  •  /i  >•  =  — ■ 

Ou  '  (la 


et.  coinnie  ces  coordonnées  sont  constantes,  le  lliéorènie 
est  démontré. 


SIR  L'EOLILIBHE  D'ELASTICITE  »  l\E  EWELOPPE  SPIIERIOLE; 

Par  M.  E.  FONTANEAU. 


1,  Je  m'occuperai  d'abord  du  cas  où  l'on  a,  pour 
données  du  problème,  les  trois  composantes  de  déforma- 
tion II,  V,  w  en  un  point  quelconque  de  la  surface.  Cette 
question  n'a  pas  été  traitée  par  Lamé,  mais  elle  est  ré- 
solue au  §  736  du  Traité  de  la  Philosophie  naturelle, 
par  MlM.  Thomson  et  Tait.  J'emploie  un  procédé  dillé- 
rent  et  qui  send^ie  ouvrir  la  voie  à  des  applications  plus 
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généiales.  J'exposerai  d'abord  les  principes  d'où  dépend 
cette  solution. 

2.  Soient,  conroiniénieiit  aux  notations  de  Lamé, 
///, ,  7z,, /;, ,  ffi-îi  n.y^  P2-,  '^'35 '^3?  7^3  les  cosinus  directeurs 
de  trois  axes  rectangulaires  OX',  01',  OZ'  par  rapport 
aux  axes  des  coordonnées  OX,OY,  OZ.  Si  l'on  désigne 
parç,Y,,^  les  déplacements  suivant  les  axes  du  point 
dont  les  coordonnées  sont  x  -+-  dx^  j  4-  dy,  z  -4-  dz^ 
on  a 

/         du\  ,         du   ,         du 


\  '    '    dx  j  """    '    dy  """^     '    dz 

dv    ,  /         dv  \    ,  dv    , 

dx  X         dy  ]    -^        dz 

dw    ,  dw   .  [         dw  \    , 

C  =  (v  H y-  dx  H r-  «y  -+-  (  I  -+-  —r-  )  dz, 

^  dx  dy   -^        \  dz  I 

et,  de  même,  par  rapport  aux  axes  OX',  01',  OZ', 

I    >.,         ,       /         du!\    ,  ,      du'  ,  ,      du'   ,  , 

h  =  " ^ V-^d^') ^-^ ^  .F  -^ "^ ^'    ' 

,  '     ,        ,       dv'       ,      l         dv'  \       ,       dv'       , 

('2)         .    ;  —  v  -\-  -—  clx  -^\i-\-  -j—,  )  dv  ^  -j-,dz  , 
I  dx  \         dy  )    "  dz 

f   y,  ,       <^"''    ,   ,       fl^"^'   1   ,       I  div'\       , 

'     '  dx  dy     -^         \         dz'  J 

D'ailleurs  il  résulte  des  formules  de  transformation 
des  coordonnées 

(  dx  =  lUi  dx' -r-  nii  dy' -i-  /n-^  dz', 

(3)  I  dy  =  n^  dx' -\- n^,  dy' -\- n^  dz', 
(   dz^=p\    dx' -¥  P2  dy'  -T- pz  dz' , 

et 

[  ;  —  «  =  mi{c' —  u)-i- mi{-r,'—-v')-^  in^iX— ^'^'')i 

(4)  '    f,  —  V   =  ni{\' —  u')-{- n-i{-r^' ~  v')-\- n-i  iX — "^'j' 
f  ■C—iv=^p^(X~u')-^Pi{r;—v')-\-p^  (t'—iy"). 
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J)cs  relations  (i)  cl  (3),  on  déduit 


du 


""^dy^ 


du  ^ 

iLr 

du  \  du 

dj- 1  '  dy  ^ 

du  \  du 

'«3  (  I  -H  -Ti:  1  -+-  «3 


du 
du 


dx 
dy 


dx  j 


dy 


du'\       , 
'3  -ji\dz, 


(5) 


"'l 

dç 

dx 

m^ 

dv 
dx 

m  3 

dv 

777,     -^P^ 


dw 
dx 


dx  dy 


11 


dw 

'«3  -7-  -1-  n.^    , 
dx  dy 


et  des  relations  (a)  et  (4), 


dv_ 
dy 
ch 

dy 


-Pi  l  ' 

■pz  ^i 
dv' 


dw 

TIJ- 

dw 

'^ 
dw 


dv 
P'dl 

dv^ 
-^P'di. 

dv 

H 

dw 

Tz 

dw 

dz 

dw  ^ 

~dz 


dx' 

dy' 

dz', 

dx' 

dv' 
dz', 


du' 


du' 

dy'' 

du' 
d^' 


dx'  /    '        ^  dx' 


/         dv' 

dv' 

''-dJ-- 


(6) 


/         du'\  dv' 

^•=    l'^V-^d^')^'''-d^'-' 

du'  I         dv'  \ 

du'  dv'  I 


dw' 
dx 
dw' 

dy 

dw'  \ 
-d^j  ^ 


dx' 
dy' 

dz', 
dx' 


dw'~\ 
dw'-\         , 

-n:'.^\dy 


'.(' 


du' 

Tu' 


dv' 


Ix' 


du' 


P^    X7'-"/ 


/'l 


du' 

7/7' 


dv[ 
dv' 


dv' 


7,  +  y'3   I 


dw' 

Pi  -1^' 
dx 

dw' 
dw'  \ 


dx' 

dy 

dz'. 
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Comme  ces  expressions  (5)  et  (6)  doivent  être  respec- 
tivement identiques,  il  en  résulte 


du 

nii  —, H  «1  —, — '^ Pi 

*  dx  dy 


nii 


du 
dx 

dv_ 
dx 

dw 
dx 

du 


-r    =  /»! 


dv 

dw 

du 

"''d-x-^'^'d^-^P' 


(7) 


dv 


dv 


,..^  +  «.:^+/^. 


dw 


dw 


'"■^^-^"^.y-^^^ 


du 

dz 

dv 

dz 

dw 

Tz 

du 

dz 

dv 

dz 

dw 

7lz 


du' 


=  "1 


dii^ 
dx' 
du 


du 
dx 


du 


'«3  T7Z  -+-  "3  ^  ^Pi 


dv 


dv 


"'^Tx-^^-'d^-^P' 


dw 


rf< 


ms    -y-  +  «3    -j-,-^Pz 

dx  il  Y 


P'  d^' 

du 

dy 

du 
du' 

-P^  7W'- 

du' 
'"''dz 

du 
=  "'    Th' 

du 
-TZ   ^P^     'JZ' 


dv' 

'  dx 

dv' 

dx 

dv' 

P'-  -di' 


dw' 

dw' 
dx 

dw' 

■P'  d7' 


m 


-T-  «2 


du 

dz 

ch 

dz 

dw 

d 


dv^ 
dy' 
dv^ 
dy' 
dv' 

P'  dy 

dv' 

'"'7h' 

dv' 

"■'  TTz' 


dw' 


niz 


'H 


dy' 
dw' 

dw' 

P'  717' 

dw' 


IH 


dz 


dv'  dw' 


On  démontrerait,  de  la  même  manière,  mais  par  un 
procédé  inverse,  neuf  égalités  analogues,  et  l'on  peut  se 
servir  des  unes  ou  des  autres  pour  ce  qui  va  suivre. 

3.  Les  équations  aux  dérivées  partielles  de  la  défor- 
mation des  corps  en  équilibre  d'élasticité  sont,  en  géné- 
ral, 

f/0 


(8) 


;jL  AUv— (À  H-  ;jl) 


dz 


tZi,  =  o, 


où  Xo,Yo.  ^0  sont  les   composâmes    de   la    force   cxté- 
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ricuie  appliquée  à  la  masse  au  point  quelconque  {x,y^  2), 
£  la  densité  en  ce  point  et  0  la  tlilatatîon  cubique,  tandis 

, ,  ,  .  rf2  f/2  ^2 

que  A-  sert  a  représenter  1  opération  -3—^  H — ^  H — r^- 
On  y  satisfait,  généraleuient,  en  posant 

l  -r-  3  a  X  —  a       /     rflii  dHo  dQ^ 


•  (À -1- ■>;jl)"  ^(À  — •iiJilV  dx  "^    dx  dx 

A  —  3  JL  1  —  'j.       /  di2i  do.,  dQi 

i(X-Mi;jL)'-  2(Xh- -iv.)  V  dy  -^    dy  dy 

X  —  3  a     „  /,  —  'JL       I  dQ.x  du,  diU 


y-^. 


2(X-;-2u.)~        ■A{A  —  -2[j.)\      dz       "^    dz  dz  I 

où  les  fonctions  Q,,Q2,Q3  sont  déterminées  comme  il 
suit.  Soit  A  une  fonction  de  x^  y^  z  assujettie  à  vérifier 
l'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  et 
linéaire 


A  =  -  [a-Xo-T- J-Yo-T-  ;:Xo], 


\s.  dx 

(II)  '  am>,  =  --:Yo+^, 

;-i         dy 


d\            dl            dl 

X  - — "r y  -, — h-  ~ 

dx      -^   dy           dz 

2;ji 

X  +  a 

on  aura 

\  |x  dz 

Je  ne  démontre  pas  ici  ces  formules,  dont  la  vérifica- 
tion est  facile  ;  il  me  suffit  d'observer  qu'elles  pourront 
donner,  dans  tous  les  cas,  une  solution  particulière  des 
équations  (8)  et  permettront  ainsi  d'y  faire  abstraction 
des  termes  tout  connus.  On  y  satisfait  alors,  toujours 
avec  les  formules  (9),  mais  avec  des  fonctions  il  simple- 
ment assujetties  à  vérifier  ré(|ualion  de  Laplace, 

,     ,  .,  d^il       d'-il       d'-il 
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Je  suppose  que  ces  fonctions  ù  soient  homogènes  et 
du  même  degré  v,  aussi  bien,  par  conséquent,  que  les 
eomposantes  de  déformation  u,  v^  w.  Il  résulte  alors  des 
expressions  (9) 

X  -f-  3  U — (X  +  M.)v  ,      „      ,        /^      ,     ,n    ' 

(,3)     ocu^-  y'^-^  Z.V  =  -—-^^-:^^\x9-,+y9.,-^  z^:i,, 
cl  l'on  en  déduit  les  suivantes  : 


•2().  -f-  2[J.)    dx 

À  -i-  !-«.  cl    .  ,  . 

!-^^ —^{xu-^yv^zw), 

À  -H  3  tjL  —  V  (  À  -h  [JL  j  dx 

^  =,2, ]'^''-       -^-{x9.i^y9.,-^zih) 

,  -        a(A-t-2a)   dv 

('4)    (  }.  +  ./  d  ^ 

—  o, _  , ^ —(xu-hyi'-h  zw), 

,^^û }l±J^  ^(ccOi-^y9.i-^zn,) 

^       'îCa  -+-'2ix)  dz^ 

^ j^{xu-i-yi' ^  zw), 


et 


■■'        X  +  3[x  — v(X+  IX)   d: 

■'  X  +  3[JL—  v(X  +  [^) 


X  -4-  [Jl  /      du.     ^         £^^  _^   ^  f^  Y 

"^  Xh-3[ji  — v()7+  [Jl)  \^  dx  '^^  dx  "^  "    f/^/ 

^^     _   2(X-+-2:x)-v(X-f-[Z)^ 

.   ,,  "^-      X  +  3|x-v(X-+-^) 

O^)       \  .  l-h  [X  /       f/«  -  ^      .     -   ^\ 

^  l^37x~^^^{l'~+]x)  y   d^  ^^'  dy  '^^   dy) 

^    _  2(X  +  2a)-v(X-1-[J.)^^^ 
-^~      X-f-3;jL  — v(X  +  |JL) 

X  -i-  [JL  /     dii  dv        _  dw  ' 


du  ffv        _  aiv  \ 

X^Sjji  _v(X  +  \x)  \^  Tz  '^  ^  dl '^ '^   dz)' 

Lorsqu'on  donne,  pour  tous  les  points  de  la  surface 
d'un  corps  en  équilibre  d'élasticité,  les  trois  composantes 
de  déformation  m,  <',  (V,  on  aurait  en  ces  points  les  trois 
potentiels  Q,,tlo,Q3  si  l'on  pouvait  obtenir,  au  moyen 
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de  ces  composaulcs,  les  seconds  ineinbies  des  égaillés 
(i5)  dont  les  derniers  termes  ne  sont  pas  immédiate- 
ment connus.  Je  vais  procéder  à  cette  recherche. 

4.  Soient  trois  directions  rectangulaires  MX',  MY', 
MZ',  définies  respectivement  par  leurs  cosinus  directeurs 

X        y        z 
—  j      —  ?      —  j 
/•         /•         /' 

ni-2,     n-n    pz, 

7«3,        «3,       /J3, 

où  /•  désigne  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  des 
coordonnées  au  point  M(a:,j  ,  ^).  On  aura,  par  les  trois 
premières  égalités  (7), 


X  du         y  du 
1-   dx         r    dv 

z  du 
^-J-d}. 

u         X  du' 
/■         /•  dx 

dv' 
dx'^"'' 

dw' 
dx' 

X   dv         y  dv 
V   dx         r  dy 

z  dv 
^  r  TTz 

V         y  du' 
r         r  dx' 

«2 

dv' 

dx 

dw' 
dx' 

X  dw        y  dw 
r   dx        r    dy 

z  dw 
^  J-  'dl 

w       z   du' 
r        r   dx' 

Pi 

dv' 
d^'^P' 

dw' 
dx' 

■t,  par  suite, 

du 
dx' 

X  a  -^yv  ~\-  zw 

r2 

17) 

dv' 
dx'  ~ 

W2  u  -+-  "2^'  -^  Pi 

w 

r 

dw' 
dx' 

m-i  u  -1-  n:iV  -\~ ps 

w 

r 

D'après  cela,  les  expressions  (i5)  deviennent 

/        _  X  -I-  3(ji  —  v(X  -t-  [x)                          X  -i-  [Ji                     c/  .,  du' 

l  "'  ~  X  -H  3  [J.  —  v(X  -f-  [Jl)  "         [  X  -+-  0  ;jL  —  V ( ).  +  ;jL  j]  v  dx  dx'  ' 

'        _  X  -f-  3  [JL  —  v(  X  -+-  [j.)  _                          X  H-  [j.                    ^  ,i  ^ 

j  "^  ~  X  -4-  3  [JL  —  v(X  -H  |J.)            [  X  H-  3  iJL  —  V (X  -H  a)] V  dy  dx'  ' 

f    ^          X  +  3  a  —  v(X  +  u)                              X  ~\-  M-                     d  ,  du 


-,—  '■- 


X  +  3,a  —  v(X -i- a)     ,        fX-h3;jt  —  -i  O^ -'-[>■)]''   d  z        dx' 


(19) 
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Or  on  a 


du'  fdUi'  dx'        d'-u'     dy'      _d^_u_  dz^\ 

:'  =  '''' d^ '^ '"  \d^^  'dx'^  dx'  dy'  dx       dx'  dz'  dx  ) 


d     ,  du 

f'i    ■ 

dx      dx 


d     ,  du'  _        dit 
dy  ^  '  dx'  '~  ^^  ^''^' 


dx' 
du' 


/  d' u'  dx' 


dy' 

d-  u'      dy' 


d^u     dz'\ 


d      „  du  ,    , 

dz       dx 


dx' 


\dx'^  dy  '  dx'dy'  dy  dx' dz'  dy)' 
d^u'  dx'  d^u'  dy  ^  d-  u'  dz^\ 
~dx^i  Hz  '^  dx  dy'   dz  "^  dx'  dz    dz  } 


et  les  valeurs  des  quoLÎents  diiierentiels  de  x',/ et  z' 
étant  données,  il  suffira,  pour  avoir  les  expressions  de 
Q,,  Qo,  i'^Sî  tl^'  connaître  celles  de 

d-  u  d-  u'  d-u 

dx'-  '      dx'dy' ^      dx' dz' 

J'emploie  les  coordonnées  polaires,  en  posant 

(-20)     ir  = /•  sinXTcoscç,         j^  = /•  siaS?  sino, 

et  je  prends  pour  les  cosinns  directeurs 

dx'         dr  .   r. 

nii  =  -T-  =    -T-    =sin3^coso, 

CtOC  (XJC 


z  =^  I  cos;J 


«1  = 


dx 


dr^ 

~dy 
dr 
Tz 


=  sin:?  sinç, 
=  cos2r; 


dy  _  r  f/'-p  _  _  sintp 


dx 


dx 
do 


(ai) 


_  dy ,_ 

""'^W    dy 
dv'        ''  d^^ 


sin, 
cosc? 


p,   = 


ma  = 


dz 

dz^ 
dx 


dz' 
dz' 


dz 
}•  d?j 

r  dJj 


=  cos;J  ooscp, 


=  cos;j  sina, 


P'~-7F.  "li^ 


=  —  S1IU"Î. 
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ir 


apiès  cH'la,  il  vifut 


(9/i) 


du'  Il  -^in  .V  r(»>o-!-  t^  sinS'  sino-f-»'  co?:? 

^j-,   =  V   •■ •- 

dx  r 


d<y_ 

dx 

dw' 

dx' 


—  ;/  SI  n  'i  -f-  t»  cos  cp 

—■ — ? > 

/■  sin  J 

u  cosSr  cos'.2-4-  V  cosS  sino  —  «'  sinSr 


et  eu  posant,  pour  siinplitier, 
\  y.  -^  3  t 

(23) 


y.  H-  3  ;ji  — /  (  À  -(-  ;ji  ) 
i{\  -h  i\x)  —  V ( X  +  IJ. ) 


À  -1-  3  |JL   ~  V  (  X  +   (Jl  ) 


=  Bv, 

=  I  +  Bv, 


ou  aura 


■  J,)]  =  ;<  -i-  aBv(«  sinS'  coscp-T-  t' sin3  sin  o-î-  wcosS')o  sinS'  cos 

j  T^      ,   •    -  d   /?/sinS'cosc5-|- 1' sinS"  pin»-i- n^cos3r\ 

-7-Bv/-"-.sin.j'cos'i  -7-     ' * 

I  '   û?/-  \  r  J 

i  ,^       sincs     rf    /m  sin  Sicoso-Hi^  sinE?  sino -+- (P  cosSrx 

—  Bv  /■  -^-^  -J-     •- '- 

?<\n:j  do  \  r  J 

^  r-  d    /«sin2rcoso-r-p  sin2rsint5-i-tvcos3^ 

-^B,r  cos:jcosc2  -j^r — 

'  a;J  ',  r 

1^2  =  »-'  -f-aBvl  «  sinHî'  coso-;-  v  sinS?  sin  o-\-w  cosS')  sin2r  sincp 

d  / u  sm?J  cos o -{- V sin?j  s'in  o -h  Vf  cos?j 


9,4  I 


-;-  Bv/'-  sin  ;J  sin  ■ 


^r 


Bv/- 


cos'^  V/    /«  sinB"  cosœ-1-p  sinSrsino-i- w  cosS"^' 
sin2r  do  \  r  1 


^    .        d   /u  sin  ;j  coso-i-t^sin^sinci-i-tvcos;j 

-î- Bv/'cos;?  sino  — ^     '■ * 

•  d:j  \  r 

1)3  =  (t'-f-2Bv(«  sinST  coscp-j-  ^•  sinSr  sin  o  -1-  iv  cos 2?)  cos 3^ 

„  ^  d    /a  sin2r  cos'.s  + t' sinSr  sincs -I- Hf  cosS'X 

-f-Bv/'-cos;? -;-  ( '- 

dr  \  r  / 

_        .    r^    d    /ifsinS?  cosc?-:- p  sinS"  sincp -H  H'cos2r\ 
-Bvrs.n.^  ^  ( r ' Y 


Ces  formules  s'appliquent  à  uu  point  quelconque  pris 
à  l'intérieur  du  corps  élastique;  mais,  lorsqu'il  s'agit 
d'une  des  surfaces  spliériques  de  l'enveloppe,  f/,  r,  »'  se 
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réduisent  à  trois  fonctions  sphériquos  du  même  ordre  v 

dans  lesquelles  /■  ne  ligure  pas.  On  se  trouve  alors,  lors- 

5  1       1        1 '   •     /       du     dv     dw 

qu  ou  veut  prendre  les  dérivées  -f^  ■>  —r,'>  -j-  '  <^-ï^  présence 

d'une    difficulté   spéciale.   Pour  la   lever,  j'observe  que 
l'on  a  (i6) 


(25) 


du 
d? 

X  du' 
r   dx' 

dv' 

chv' 

u 

=:  V   —  , 

dv 

y  du' 

r  dx' 

dv' 
dx 

dw' 
^"■^  dx' 

V 

=  V   -  î 

r 

dw 
dr 

z  du' 

^  7-  5y 

dv' 
-^P'dx' 

dw' 
^P'dx' 

w 
r 

Ainsi  l'on  a  détinitivement,  en  lemplaçant  pour  ce 
cas  spécial  Q  parW, 

^1  =  ft  H-  (v  -+-  i)  BvsinS'  coscf  («sinâ'coso  +  psin.'3'sin  cp  + wcosSt' 

'  „      SinCO      d  .     r-  .      rv       .  ^  , 

—  Dv  -: — iL-  ',-  {u  sin.?  cosc5-t-  V  sin  J  sinc5  +  (r  cos;?) 
sin;J  do  '  ' 

-H  Bvcosâ'  coso  -p^  ( u  sin?j  coso+  v  sinS  sine?  -\-w  cosSr" 
'  d:3  ' 

\\\  =  p  -r-  (v  +  I  )  Bv?in27sino(«sinS'coso-i-t'  sinSsin  o-i-iPCOs3') 

(26)         /  C0SC2      d     ,         .     ^  •      C     •  Cx 

-1- Bv  — ; — ^  -— -  ui  sin.'J  C0SC5-+- p  sin.j  sin  ca-4- (P  cos  J) 
sin.:7  rt'-i  '  ' 

-f-  BvCOsHrsiii'^  —i^  (ît  sin37  cosc5-i-  t^  sinS"  sino+  w  cosS') 
'  a  j  ' 

Xfj^  ,^^  _^  Cv_}_  i)  BvCOsâ'(«  sinSr  cos'^-i-r  sinéï  si  11  o -!-(?'  cosS' 

—  Bv  sin^T-T^  (j^sin27coscp-;-c  sinS'  sino-i-  w  cos.^). 
dti  ' 

Pour  avoir  ensuite  les  expressions  des  potentiels  0,, 
ûo,  ^i  ^  l'intérieur  du  corps  élastique,  on  n'a  plus  qu'à 
poser,  pour  les  trois  indices, 


(■•î7) 


"=iMvP^-^M^" 


«vpv  )  ? 


en  prenant  W  pour  la  surface  spliérique  de  rayon   R  et 
'l  pour  celle  de  rayon  /•,  et  puis  à  déterminer  les  con- 


(  4C.5  ) 
stantes  au  moyen  des  égalités 


(28) 

Rv+l   -.'' 

«V+1 

Rv+1 

(  Mv/-  - 

d'où  il  résulte 

Y  —  /«v  Rv  =  o, 


Rv+>  ,,  Rv+i  ,--v^i 


l  R2V+1  _  ,.2V+1  '^V+I    -    p,v4-l_;.2v~l  ^ 

car,  ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'expression  (27), 
le  potentiel  Q  devient  ^-^  sur  la  sphère  de  rayon  R  et  'i 
sur  celle  de  rayon  r. 

On  voit  d'ailleurs  que  ce  calcul  revient  à  effectuer  les 
opérations  indiquées  par  la  formule  (  27)  sur  les  trois 
fonctions  spliériques  u,  ç,  iv. 

Comme  on  peut  toujours  exprimer  les  composantes 
de  déformation  à  la  surface  de  la  sphère  en  séries  con- 
vergentes de  fonctions  sphériques,  on  aura  ainsi  pour  Q, , 
^■2,  i\  des  suites  de  groupes  de  termes  correspondants 
du  même  degré  d'homogénéité  et  en  portant  leurs  ex- 
pressions, après  y  avoir  introduit  x,j,  z  k  U  place  de 
?,  2r,  cp  par  un  changement  inverse  de  coordonnées,  on 
aura  la  solution  du  problème  proposé. 

o.  Le  problème  de  l'équilibre  d'élasticité  d'une  enve- 
loppe sphérique,  lorsqu'on  donne  pour  chaque  facette 
infinitésimale  de  la  surface  la  force  élastique  y  appli- 
quée, a  été,  pour  la  première  fois,  résolu  par  Lamé  à 
l'aide  d'une  méthode  dont  le  principe  est  simple,  mais 
qui  conduit  à  des  calculs  compliqués.  MM.  Thomson 
et  Tait  ont  repris  la  question  au  §  737  de  leur  Traité 
de  Pldlosophie  naturelle,  et  l'ont  notablement  simpli- 
Ann.  de  Mathéniat.,  3=  série,  t.  I\.  (Septembre  i8.jn.)         3o 
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fiée.   Il  est   aisé  de  la  ramener  à  celle  qui  vient  d'être 

traitée. 

Si  l'on  désigne  par  F,  G,  H  les  trois  composantes  par 
rapport  aux  axes  des  x,  des  j  et  des  r,  de  la  force  élas- 
tique donnée  en  un  point  quelconque  de  Tune  des  sur- 
faces sphériques,  on  doit  avoir 

;    F/- —  ÀOx-^  2[JLva-i- -zaC  jps— -3P2), 
Oo)  )  G/-  =  Xe^-^  a.avp -f- 'ïH-C^pi  —  ^Ps), 

en  désignant  par  /■  le  rayon  de  la  sphère  considérée  et 
par  p,,  po,  p3  les  trois  composantes  de  rotation  suivant 
les  axes  des  x,  des  y  et  des  z  définies  par  les  éga- 
lités 

cUv       dv  _  dit       dv  dv       du 

,-3l)    9.p,=  -y^-;^.  2p2  =  ^.-^.-  2p3-^^        ^^• 

Les  quantités  Fr,  Gr,  H/'  ne  sont  données  qu'à  la 
surface  du  corps  élastique,  mais  on  peut  les  considérer 
comme  des  valeurs  particulières  des  trois  fonctions  i, 
T.,  î;  bien  définies  à  l'intérieur  du  corps.  Ce  sont  les 
produits  par  le  rajon  vecteur  des  composantes  de  la 
force  élastique  appliquée  à  la  facette  normale  à  ce  rayon 
au  point  quelconque  (x,  j,  z).  Ces  fonctions  satisfont 
à  trois  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 
On  a,  en  elfet, 


(3'2j 


—  ■iK-r-\-'i  \v)  A2  w  -1-  4  ;a  I -~ 


I 

J 


(4G-  ) 
et,  si  l'on  a  cgard  aux  équations 

l  ax 

(33j  '      [JlA^f    -f-(  A   -4-    UL)   -p-    =   O, 

i  dy 

f       ^0  ^  d% 

I    p.  A^ii^H- (  A -^  a)  -y-  =  o, 
az 

et 

'  I      )  ,  \  d^   ^         (  d?3         dpz  \ 

m  i  '      dx  '    \dy  dz  / 

il  vient 

i    ..^  -  N  d^ 

(35)  ^    A2 /,=.-?.(  X--,a)(v --^^  ^, 

j  dy 

I    A2^=  — 2(X  — |jl)(v— 2j^. 

11  résulte  aussi  des  équations  (3o) 

i^  -  )  /e  ^  r  —  V    -2    V  —    '       a  /      ^  _  -  ^?2\ 
l   f/j7  \     '   '    dx  J  ~^     '     dx~^     '    y    dx       ^  dx/' 

,of;,  )  «f^l        -i  /a  «^^A    ,  di'  (     dpi  dp:i\ 

M  ûTk  V        -^  dyj  '      dy  ■    V      ^J  dyj' 

i  du;,        ,  /  f/O  \  dw  (      dp^  dpi\ 

\d.  =  '[^-^'d~.)^'^''dJ^'^[''i-z~'^^-£)- 

Or  on  a 

/dp2        dpsX  _  .,  dB 

dz         dy  /  dx  ' 

dy 


o  I        /'dp:i  dpi\   _  -. 

)       \dx         dz  / 


dp,        do'}'\       .„  <i6 
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et,  par  suite  des  équations  (34),  il  vient 

-+-^-^V^         dx)  [^ 


par  conséquent,  si,  pour  simplifier,  on  pose 

d^   ,    ^    ,    ^i  ^  X 

(39)  dr  ~^  dy       dz         ' 

on  aura,  en  faisant  la  somme  des  égalités  (36), 

(40)  .=:X(v  +  .)6-^.i.vO-(X  +  .ix)(v-i)6=(3X-l-.i.)e, 

et  les  fonctions  i,  n,  ^C  devront  vérifier  les  trois  équa- 
tions aux  dérivées  partielles 

dz 

I    (3X  -4-  -MX)  An  +  2(X  -+-  IX)  (V  -  '^)  ^  -  •^' 

\  ,dx   _ 

(40        /  (3X  -^  2Ht)  A^-l  +  '^(^  +  1^)  (^'  -  ^^  ^  -  ''' 

(3X  ^-  -iiJ.)  A'-!;  +  'a(X  +  I-^)  (''  -  ^)  ^  -  °- 

6.   Ces  équations  sont  semblables  aux  équations  (33), 
et  si,  pour  simplifier,  on  pose 

(42)         M  =  3X  +  '2 a,         L  +  M  =  2(v  -  2)  (>  +  [x), 
ou  y  satisfera,  d'une  manière  générale,  en  posant 

L  +  3M  Lj-M_/    ^  ^_^^,^ 

L+3M  ___J;^J:iM_/     ^_^_^'^^.^ 


oùco.,  co..,  C03  désignent  trois  potentiels.  D'après  cela, 
il  sera  facile,  en  procédant  comme  plus  haut,  de  deter- 


(  4r.()  ) 

miner  pour  un  poinl  quelconque  du  corps  les  trois 
fonctions  ç,  rj,  ^  d'après  les  valeurs  qu'elles  ont  en  un 
point  quelconque  de  ses  deux  surfaces  spliériques.  Ayant 
eiïectué  ce  calcul,  on  aura  la  dilatation  cubique  0  au 
moyen  de  régalilé  (4o). 

Quant  aux  trois  composantes  de  rotation  p,,  pg,  pj, 
elles  peuvent  être  obtenues  comme  il  suit.  On  déduit 
des  équations  (3o),  en  ayant  égard  à  l'identité 


ces  égalités 


dpi        dp2        dp  3 
dx         dy         dz 


I  dn       d\      .  i    f/o         d^  \ 

dx~dy  =  ^'Yd-r-''  d-y)  ^  ^;^^'^  -')?3 

X  /       d'  d-z 


(\^) 


d'^  dri         .    /     dO  rfô  \ 

IdJ^-dz^^^^dy-^dz)-^  '^'^'■^'  -  ')P' 
_  X  /     d-  dz\ 

d'-      dx,     ,  /   f/0        ^e  \ 

«-         dx  \     dz  dx]  '  ^  ^  '  - 

_  X  (d-z  d'\ 

-  3TT^^-  i^  dz  -  '  di)  +  ^I^^^^-  0  P2, 

au  moyen  desquelles  on  pourra  calculer  les  trois  com- 
posantes de  rotation. 

Enfin  les  composantes  de  déformation  «,  v^  w  seront 
données  par  les  égalités  suivantes,  qui  résultent  immé- 
diatement des  équations  (3o), 


45; 


^?.), 


-  (.TPi— ^Pa), 


(  470  ) 
où  il  faudra  remplacer  les  composantes  de  rotation  p,, 
oo,  03  par  leurs  expressions  tirées  des  relations  (44).  On 
voit  ainsi  que,  dans  le  cas  des  enveloppes  spliériques, 
les  fonctions  i,  -/i,  s  jouent  un  rôle  semblable  à  celui 
des  fonctions  u,  v,w  et  peuvent  les  remplacer  pour  la  dé- 
termination des  éléments  principaux  de  la  déformation 
du  corps  élastique. 

On  peut  faire  une  autre  remarque.  Si,  dans  les  équa- 
tions (3o),  on  introduit,  à  la  place  des  fonctions  qui  figu- 
rent dans  leurs  seconds  membres,  les  trois  potentiels  0,, 
Qo,  i^s:  il  vient 

^  ~         \dx    '     dy  ~^   dz  } 

^xT^''"'-^'^ T:^^ K^^-d^-^^ci.-"'  d. 

,      (dQx        d9..    ,    dih\ 

^-'^-'yy'd^'^'dy-^  ~d^) 

(46)  ^  X-+-2a-(XM-jJiV>/     dQi  ^dQ.  dQ 


^      /dQi        dih        diis 
^  \  dx         dy         dz 

-^xi:^:"''^^ -i^^^^       K'^dz'^dz-^    dz, 

Ces  expressions,  substituées  dans  les  équations  aux 
dérivées  partielles  (40^  devront  les  vérifier  identique- 
ment, et  il  est  aisé  de  s'assurer  qu'il  eu  est  ainsi.  Elles 
en  donnent  donc  les  formules  générales  d'intégration 
tout  aussi  bien  que  les  égalités  (43),  mais  sous  une  autre 
forme.  Si  des  relations  (4^)  on  déduit  les  expressions  de 
A  et  de  !J., 

M«,  _  3M  -  L  3  L  -f-7M  — aMv 

(47)      >■=— ^TIT^ '  '"=-     .(V-.)  ' 

et  qu'on  les  substitue  dans  les  expressions   (46),  puis 
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qu'on  y  remplace  L  et  M  par  À  et  [jl;  enfin,  ç,  r,,  !^  res- 
pectivement par  H,  ^',  (\',  on  aura  ainsi  un  autre  mode 
de  solution  des  équations  (3.)),  d'ailleurs  moins  simple 
que  ceux  auxquels  on  arrive  par  le  calcul  direct. 


ADDITION  A  lAE  XOTE  SIR  l\E  APPLICATIO\ 
DES  COORDOXXÉES  PADALLÈLES 

{?■'  série,  t.  VIII.  p.  568); 

Par  m.  m.  DO  GAGNE. 


Si  nous  rapportons  la  ligure  à  un  système  cartésien 
en  prenant  pour  origine  le  milieu  O  de  AB,  pour  axe 
des  x\a  droite  OA  prolongée,  pour  axe  desj'  la  perpen- 
diculaire à  celle-ci  menée  par  O,  nous  voyons  que  les 
formules  de  transformation  sont 

d  —  9.  X  d  ->r  ix 


P  =     „^..    '  V 


a  = 


dy  idy 

Portant  ces  valeurs  àe  p  et  de  q  dans  les  expressions 
(i  i)  et  (12)  de  zf  et  )^,  on  arrive  à  mettre  celles-ci,  après 
une  série  de  réductions  dont  nous  supprimons  le  détail, 
sous  la  forme 

d  hk  I  /  d  k  -^  h 

a  =  y  -^ 


ç=y 


k  —  h        li\  1  k  —  h 

d  hk  I  /  d  k  ^  Il 


/,_/i        kV         2  k  —  h 


Si,  en  conservant  la  direction  des  axes,   nous  trans- 
portons l'origine  au  point  O',  dont  les  coordonnées  sont 


d  k-h  k  __   d  hk 

~2   'T^i'         ^~      k-k 
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nous  avons  les  formules  très  simples 


qui  permettent  de  passer  aisément  de  l'équation  en  u  et 
V  de  la  courbe  proposée  à  celle  en  x'  ctj)  '  de  la  trans- 
formée. 

Lorsque  le  triangle  MNP  est  à  la  fois  rectangle  en  P 
et  isoscèle,  h^-^  —  i ,  /f  =  i,  et  l'on  a 

u=y'-\-x\ 

ou,  en  faisant  tourner  les  axes  de  45", 
u  =  x'\  \'  -1, 

f  =y'i/-i; 

par  suite,  à  un  facteur  constant  près,  les  coefficients 
des  termes  du  même  degré  sont  les  mêmes  dans  l'équa- 
tion en  a  et  v  de  la  courbe  proposée  et  dans  l'équation 
en  x"  et  j'"  de  la  courbe  transformée.  Cette  remarque 
rend  évidente  la  proposition  par  laquelle  se  terminait 
notre  Note, 


SIR  LES  EQUATIONS  BIXOMES; 

Par  m.  Ch.  BIEHLER. 


On    sait    que    la    résolution    de    l'équation    binôme 
x^ —  I  =  o,  où  N  est  un  nombre  entier  quelconque,  se 
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ramène  à  la  résolution  d'cqualions  de  la  forme 


X^-"'+l—  I  =  o 

et  à  celle  de  l'équalioii  a-" —  i  3=  o  dont  les  racines 
peuvent  être  exprimées  au  mo}  en  de  radicaux  du  second 
degré. 

L'équation  x-'"+^  —1  =  0  admet  la  racine  a:  =:  i . 

En  divisant  le  polynôme  x'-'"+*  —  i  par  jc  —  i  et  en 
égalant  à  zéro  le  quotient,  on  obtient  l'équation  réci- 
proque 

ou 

X'"-  a7'«-i  ^    --^  X 


En  posant 


I 

X      -^ 


et  en  désignant  d'une  manière  générale  par  \^  la  fonc- 
tion x^-\-  —  évaluée  au  mojen  de  j^,  on  sait  que  Vp,  est 

un  polynôme  de  degré  ij.  en  j-,  et  l'équation  précédente, 
après  cette  transformation,  devient 

V,„  -+-  V,„_i  -)- . . .  -f.  Vi  -1-  I  =  o. 

Soit  \]„i  son  jjremier  membre, 

U/M  =  V„i  -r-  \  „i-i  -+-...+  Vi  -+-  I , 

nous  allons  démontrer  algébriquement  que  l'équation 
U,„:=  o  a  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entre 
—  9,  et  -1-  2 . 

Pour  cela,  nous  nous  appuierons  sur  une  propriété 
bien  connue  des  fonctions  V,  à  savoir  :  trois  fonctions 
consécutives  quelconques  V^,  \V,,  V(,_2  sont  liées  par 
la  relation 
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cette  relation  aura  lieu  eucore  pour  les  trois  fonctions 
Vo,  V,,  Yo  à  la  condition  de  prendre  pour  Vo  la  valeur 

Vo=2. 

Il  est  aisé  de  démontrer  que  trois  fonctions  consécu- 
tives U[A,  Ujjt_i,  Uji_2  sont  liées  par  la  même  relation 

Ujji  désignant  le  polynôaie 

En  effet,  on  a  les  trois  égalités 

U(x     =V(,     +¥(,_,  +  ... -i-\%+V,  +  i, 

U[JL-1  =  Vj,.-,  -f-  V[A_2  -1- .  .  .  -H  Vi  -h  I  , 
U[x-2  =  Vjj,_2  +  V,:,_3  +  ■  .  .  +   I  • 

En  ajoutant  membre  à  membre  ces  égalités,  après 
avoir  multiplié  préalablement  la  seconde  par  —  y,  il 
viendra 

U5,-J^U5,-,+  Uj,-2=        \y.       -KVp._i+\V_, 


+  V2      -jV,      -I 
+  Vi      —y  +1, 

tous  les  polynômes  qui  figurent  dans  chacune  des  lignes 
du  second  membre,  jusqu'à  l'avant-dernière  exclusive- 
ment, sont  nuls;  de  plus  V, — -j  =zo;  la  dernière  se 
réduit  donc  à  i.  En  ajoutant  cette  unité  à  l'avant-der- 
nière, on  obtient 

V2-rV,-f-2, 

qui  est  nul  ;  par  suite,  on  a  identiquement 

U(j.  — jKU,x_i-i-Ujj._2  =  o. 
Cette  redation  subsiste  depuis  ;j.  =  m  jusqu'à  [J.  ■=■  i\ 
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elle  subsiste  aussi  pour  [x  ^^  a,  en  vertu  du  calcul  précé- 
dent, à  la  condition  de  prendre  U,)=  i. 

On  a  donc  entre  U,„,  Ij//,_i,  ...,  U,,  U,,  la  suite  des 

relations 

U,„     — 7U„,_i-t- U„,-.2=  o, 

u,„-i  —  .r  u,„-2  -t-  u,„_3  =  o, 


u,       -j'U,       +Uo      =o. 
Ces  relations  nous  montrent  que  les  fonctions 

U„i,     U/„-i,     . . . ,     Uo 

jouissent  des  propriétés  requises  pour  l'application  du 
théorème  de  Sturm,  à  l'exception  toutefois  de  celle  qui 

concerne  le  rapport    .  "'    • 

Soient  {]^,(a)  et  V[j,(«)  ce  que  deviennent  Uj^  et  V^, 
quand  on  y  remplace  j'  par  a. 

Substituons  dans  Ujj,  successivement  —  2  et  +  2, 

Uj;,(-2)=V(,(-2)+V^-,  (-•2)  +  ...-^\'l(— 2)+I, 

Or  

on  aura  donc 
par  suite 

Ut,(-  •2)=  2[(-i)H-  +  (-- 1)1^-1+... +  (-l)]-M, 
U[a(+  2)=  aiJiH-  I 

OU  bien 

UiJ.(--2)  =  f-l)!^-  et  U|j.(+2)=  2[JL-M. 

Les  fonctions  U,„,  tl/«_i,    ...,Ui,I'„ne  présentent 
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donc  que  des  variations  pour  y  =^  —  2  et   des    pernaa- 
nences  pour  j^  =  -f-  2. 

La  suite  U,„,  lJ,«_),  .-.,  U),  Uo  perd  donc  tu  varia- 
tions quand  y  varie  de  — 2  à  +  2;  l'équation  U,„=  o  a 
donc  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entre  —  2 
et  +  2. 

On  voit  de  plus  que  le  rapport  fr-—  passe  toujours 

d'une  valeur  négative  à  une  valeur  positive  quand  /,  en 
croissant,  traverse  une  racine  de  l'équation  U,«=  o. 


APPLICATION  DES  COORDONNÉES  ÎMRINSEOIES. 
CAISTIOIES  PAR  RÉFLEXION; 

Par  m.  BALITRAND, 

Élève  de  l'École  Polytechnique. 


Nous  généraliserons  un  peu  la  définition  ordinaire 
des  caustiques. 

Etant  données  deux  courbes  (M)  et  (Mo),  la  tangente 
en  M  à  (M)  rencontre  (Mo)  au  point  Mq.  On  mène  en 
ce  point  la  normale  à  (Mo)  et  l'on  prend  la  droite  symé- 
trique de  MMo  par  rapport  à  cette  normale. 

La  di'oite  ainsi  obtenue  enveloppe  une  courbe  (M') 
qui  est  la  caustique  par  réflexion  de  (Mo)  par  rapport 
à  (M).  Si  M'  est  le  point  où  la  droite  MM»  touche  son 
enveloppe  (M'),  les  points  M  et  M'  seront  dits  corres- 
pondants. Il  faut  remarquer  tout  d'abord  la  parfaite 
réciprocité  qui  existe  entre  (M)  et  (M');  de  telle  sorte 
que,  (M')  étant  la  caustique  de  (IMo)  par  rapport  à  (M), 
(M)  est  la  caustique  de  (Mo)  par  rapport  à  (M'). 

Soient X  etj^  les  coordonnées  du  point  M  par  rapport 
à  la  tangente  et  à  la  normale  à  (Mo)  en  M^  (axes  mo- 
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biles).  Puisque  le  point  M  est  le  point  où  la  droite  MM„ 
touche  son  enveloppe,  on  a,  en  adoptant  les   notations 
de  M.  Cesaro, 

,  .  dx        y  —  po  dy  x 

Si  u  et  8  sont  les  coordonnées  polaires  de  M,  on  aura  de 
même  les  relations 

,   du 

\  -r-  =  —  cos9, 

)  dso 

(2  )  < 

'    ^e  I         sine 


dso  po    '       u 

Pour  le  point  M'  dont  l'angle  polaire  est  -  —  Q,  on  a 

1      ^'  =  cose, 

(3)  !        ^'" 

j  _  d^  __  _f_    ,    sine 

'         dso  ?o  ~^    "' 

Si  Ton  désigne  par  h  et  //  les  segments  déterminés 
par  les  normales  eu  M  et  M'  à  (M)  et  (M')  sur  la  nor- 
male en  Mo  à  (Mo),   on  déduit  des  formules  (2)  et  (3) 


I 

i 

rfO 

Ti  ~ 

po 

dso 

I 

I 

dd 

TT'  '' 

po 

dso 

et,  par  suite,  en  ajoutant 

c'est-tà-dire  que  les  normales  en  M  et  M'  divisent  liar- 
moniquement  le  rayon  de  courbure  de  (Mq)  en  Mo- 
Les  équations  (2)  et  (3)  nous  fournissent  ensuite 

(5)  du -\- du' =  o         ou         d(u-hu')=o. 

Pour  interpréter  cette  relation,  prenons  le  point  M, 
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symétrique  de  M  par  rapport  à  la  tangente.  On  vérifie 
bien   aisément   que  la  droite  Mo  M,   est  normale    à  la 
courbe  (M,).  La  relation  (5)  s'écrit  donc 

f/(:Mi:\r)=o, 

c'est-à-dire  que  Mt  M'  touche  son  enveloppe  au  point  M'. 

Ainsi  la  courbe  (M')  est  la  développée  de  la  courbe 
lieu  des  points  tels  que  M,.  C'est  la  généralisation  d'un 
théorème  énoncé  par  Quetelet  dans  le  cas  où  la  courbe 
(M)  se  réduit  à  un  point. 

Si  l'on  prend  le  point  M'j  symétrique  de  M'  par  rap- 
port à  la  tangente,  la  courbe  (M)  est  la  développée  de  la 
courbe  (M'j).  Puisque  les  courbes  (M)  et  (M')  sont  les 
développées  des  courbes  (M,)  et  (M'j)  et  que  l'on  a 
M,  M'  =  M'j  m,  les  arcs  élémentaires  ds,  ds'  des  courbes 
(M)  et  (M')  sont  égaux. 

Si  l'on  observe  que  les  angles  de  contingence  des 
courbes  (M)  et  (M')  sont 


on  en  déduit 

ds 


d'où 


dsQ 

ds  _  /  £o 
p'   ^  \dso 


-^dd, 

_rf9, 

dsi 

d(i\  _ 
dso/  " 

dsc 
17 

h 

h'' 

Cette  formule  permet,  connaissant  le  centre  de  cour- 
bure de  l'une  des  courbes  (M)  ou  (M'),  de  déterminer  le 
centre  de  courbure  de  l'autre.  Elle  nous  montre,  en 
effet,  que  les  parallèles,  menées  par  les  centres  de  cour- 
bure en  deux  points  correspondant  à  la  normale  à  (Mo), 
rencontrent  les  droites  MMo,  M' Mo  en  des  points  situés 
sur  une  droite  parallèle  à  MM'. 
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jNous   avons  supposé,   dans  ce  qui  précède,   que   les 
droites   Mo  M,  Mo  M'  faisaient  des  angles  égaux  avec  la 
normale  en  Mo-  Ou  peut  plus  généralement  prendre 

Q'  désignant  l'angle  de  M,,  M'  avec  la  normale. 
On  en  déduit 

Les  formules  (2)  et  (3)  nous  donnent  alors 

En  particulier,  prenons 

sinO  =  n  sin  6j. 
La  formule  (6)  devient 


.  /sin6        .    , 
coso  I ■  )  =  n  cosOi 


/sin 6'         I  \ 


XOTE  SUR  L'L\TÉGUALE  f  e-'clu- 

Par  m.  STIELTJES. 


M.  jMéray  a  montré  récemment  (^Bulletin  des  Sciences 
mathématiques,  1889)  qu'on  peut  obtenir  la  valeur 
de  celte  intégrale  à  l'aide  de  la  formule  de  Wallis.  La 
déduction  suivante  se  fonde  sur  la  même  idée,  mais  on 
la  trouvera  peut-être  un  peu  plus  simple. 

Soit 

1,1=  f     u'te-o'-  du: 

une  intégration  par  parties  donne 

I  -  ^i:^  I   ,• 
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d'où  l'on  conclut, 

r.3.ii...(2/.  -  i) 

i-îA         = T. lo) 

2'' 

1.2. 3... A 

2 

L'expression 

I„+i  H-  237  1,,  -+- j:-  I„_i  =   /      ««-i(?i-{-a^)2  e~"'du 
"-  0 

est  évidemment  positive  pour  toute  valeur  réelle  de  .r  ^ 

donc 

I«  <C  I«— 1 1/j+i 

ou,  à  cause  de  I//^i  =  -  I«_f , 

"^    2      "-'• 

On  a,  par  conséquent, 


^2A>    ^^  j    ^Ia  +  U  Ii/.-<  I2A-I   Ï-2AM-I, 


c'est-à-dire 

(1.2.3. ..A-)^                      (1.2. 3. ..X)^ 
''^•>        4A-h2      '         ^^''^ 4^ ' 

en  sorte  qu'on  peut  poser 

(  1 . 2 . 3 . . .  /  )2  T 

^^^=    4/^+.   ^'^'^'    "<^<^' 

ou,  en  exprimant  To/f  par  lo, 

__  [2.4.6. ..(2/-)]^ 

«  ~  [i.3.5...(2/.— i)]n2A-^i)^ 

En   faisant   croître  indéfiniment  l'entier  A,  il  vient, 
d'après  la  formule  de  Wallis, 
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ÉTUDE  GÉOUÉTRIOIE  DES  PUOPRIÉTÉS  DES  COMOIES 
D  APRÈS  LEIR  DEFI\ITIO\  C); 

Par  m.  L.  MALEYX. 


Théorème  de  Pappus. 

V.  Si  d'un  point  pris  sur  la  circonférence  d'un  cercle 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  d'un  qua- 
drilatère  inscrit,  le  produit  des  perpendiculaires 
abaissées  sur  deux  côtés  opposés  est  égal  ci  celui  des 
perpendiculaires  abaissées  sur  les  deux  autres. 

Soient 01a  circonfe'renco  considérée  (fg.  22),  ABCD 
le  quadrilatère   iiiscril,    MP,   MQ  les   perpendiculaires 


abaissées  du  point  M  sur  les  deux  côtés  opposés  AB,  CD- 
MR,  MS  les  perpendiculaiies  abaissées  du  même  point 
sur  les  deux  autres.  Joignons  le  point  M  aux  points 
A,  B,  C,  D,  par  des  lignes  droites  :  on  a,  d'après  un  théo- 
rème connu,  et  désignant  par  R  le  rayon  du  cercle  O, 

MA  X  MB  =  iMP  X  2R,        MD  x  MG  =  MQ  x  2R; 


(')   Voir  même  Tome.  p.  42^. 

Ann.  de  Mathemat..  3«  série,  t.  I\.  (Octolne  1890.) 


3i 
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d'<»ù,  iniillipliaiit  ces  égalités  mcniljie  à  nicmliic, 

ÎVIA  X  MB  X  MC  X  MD  =  4R2  x  I\IP  x  MQ; 
on  Irouvi;  encore  pai'  l'applicalion  du  même  lliéorèine 

MA  X  MB  X  MC  X  MD  =  4R^  x  MB  x  MS; 

de  là,  par  comparaison, 

MP  xMQ  =  MR  X  -M S. 

Ce  lliéoièine  s'applique  aux  sections  planes  d'un  cône 
à  base  circulaire  avec  une  légère  modification  d'énoncé  : 

Si  d'un  poinf  pris  sur  une  seclion  conique  on  abaisse 
des  j>er/)endiculaires  su?'  les  côtés  d'un  (jundrilatère 
inscrit ,  le  produit  des  perpendiculaires  abaissées  de  ce 
point  sur  deux  côtés  opposés  du  quadrilatère  est  au 
produit  des  perpendiculaires  abaissées  sur  les  deux 
autres  dans  un  rapport  constant. 

Si  l'on  unit  les  sommets  du  quadiilatère  inscrit  dans 
la  section  conique  au  sommet  du  cône,  auquel  elle  appar- 
tient, par  des  ligues  droites,  génératrices  du  cône,  ces 
droites  rencontrent  la  circonlérence  directrice  du  cône 
en  quatre  poiuts,  soniuiets  d'un  quadrilatère  inscrit  dans 
cette  circonférence  et  dont  le  quadrilatère  inscrit  dans 
la  conique;  peut  être  considéré  comme  la  perspective. 

Soient  S  le  sommet  du  cône,  ABCD  le  quadrilatère  in- 
scrit dans  la  conique,  et  perspective  du  quadrilatère 
A'B'C'D'  inscrit  dans  la  directrice  circulaire  {Jig.  23); 
soit  O  un  point  du  plan  ABCD,  tiaçons  la  droite  SO  et 
prolongeons-la  justju'à  sa  rencontre  en  O'  avec  le  plan 
A'B'C'D';  puis  des  points  O  et  O' abaissons  les  perpendi- 
culaires 0/>,  O'//  sur  le  plan  SAB,  et  /7P,  //P'  respec- 
livemeut  perpendiculaires  sur  AB,  A'B';  enfin  joignons 
par  des  lignes  droites  OP,  O'P'.  OP  cl  O'P'sont  respee- 
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livenuMit  perpendiculaires  A  ABet  A' H',  d'après  le  ihc-o- 
rèine    des    trois    perpendiculaires;  de    plus,    dans    les 
iriangles  rectangles  OP/;,  OT'/V,  les  angles  eu  P  et  F 


sont  hxes  coainie  angles  rectilignes  des  dièdres  aigus 
formés  par  le  plan  SAB  avec  les  plans  ABCD,  A'B'C'D'; 
il  en  résulte  que  dans  ces  triangles  les  rapports  des  hy- 
poténuses   OP,    O'P',    aux   côtés  0/7,   Oy,    sont    des 


nombres  fixes,  et  que  le  rapport  ^^  est  égal  au  produit 
07/ 


1  .  ^P 

an  rapport  ^y—,  par  un  nombre  constant,  soit  a, ,  d'où 


QP 
O'P' 


O'P' 


Comme,  du  reste,  les  triangles  SO'//,  SOp  sont  sem- 
blables, puisque  O/;,  O'//,  perpendiculaires  à  un  même 
plan,  sont  parallèles,  on  a  ^  =  ~  et,  en  consé- 
quence, 

OP  SO 


(0 


O'P'         '  SO'' 
On  trouverait  de  même,  désignant  par  Q,  Pi.  S  les 


(  4B4  ) 

pieds  des  pL-rpendiculaii-es  abaissées  du  point  O  sui  les 
droites  DC,  BC,  AD,  et  de  même  par  Q',  W,  S'  ceux 
des  perpendiculaires  abaissées  du  point  O'  sur  les 
droites  D'C,  B'C,  A'D',  respectivement  : 

OQ  SO 

OR  SO 

(3)  Ô^="^SÔ^' 

OS  SO 

(4)  Ô^^'^SÔ^' 

ao,  a^,  y.i  étant  des  coefticients  constants, 

'On  déduit   des   égalités  (i),  (2),  (3),  (4),  P^''  ""*^' 
transformation  évidente, 

OP  X  OQ  _  O'P'x  O'Q'       «1  ^2 
OR  X  OS   ~  O'R'x  O'S'        as  a. 

Si  nous  supposons  alors  le  point  O  placé  en  un  point 
de  la  section  conique,  le  point  O'  sera  placé  sur  la  cir- 
conférence directrice;  dès  lors  on  aura,  d'après  le  théo- 
rème précédent, 

'  O'P'x  0'Q'_ 


d'où 


O'R'x  O'S' 
OPxOQ       ai  22 


OR  X  OS       «3 ai 
qui  établit  le  théorème  énoncé. 

Théorème  et  application  à  la  construction  des  points 
communs  d'une  droite  quelconque  et  d'une  conique 
dont  on  donne  cinq  points. 

VI.  Si  l'on  considère  une  conique  circonscrite  à 
un  quadrilatère  et  que  par  un  quelconque  de  ses  points 
on  mène  une  parallèle  à  une  direction  fixe,  le  rapport 
involutif  de    ce  point,  par  rapport  aux  deux  couples 
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r/e  points  de  reiicoiiLre  de  la  sécante  auec  les  deux  sj  s- 
lèmes  de  côtés  opposés  du  (piudrilatère,  est  un  nombre 
constant. 

Soient  ABCD  le  quadrilatère  inscrit,  PS  la  sécante  pa- 
rallèle à  une  direction  fixe  menée  par  le  point  M  va- 


riable sur  la  conique  circonscrite,  et  coupant  les  couples 
de  côtés  opposés  du  quadrilatère  aux  points  P  et  Q,  R 
et  S  {fig-  24).  Abaissons  du  point  M  les  perpendicu- 
laires MP',  MQ',  MR',  MS',  sur  les  côtés  du  quadrilatère; 
les  triangles  rectangles  MP'P,  MQ'Q,  MR'R,  MS'S, 
restent  semblables  à  eux-mêmes  dans  le  déplacement 
de  la  sécante  :  il  en  résulte  qu'on  a  les  égalités 


MP  =  MP'.;3,, 


MR  =  MR'.3 


rs? 


.MS  =  MS'.Pi; 


Jji,   |j2î   ?:îi   ?4  étant  des  nombres  fixes;   et,  en  consé- 
(juence,  on  a 


MP  X  MQ  _  MP': 
MR  X  M  S  ~  MTV" 


MQ'       3,.  3., 

■VIS'  0.      ''J 


Or,  d'après  le  tbéorème  de  Pappus,  établi  au  numéro 
précédent,  le  second  membre  est  fixe. 

Le  second  membre  de  l'égalité  précédente  est  numé- 
riquement fixe  :  on  pourra  définir   son    signe,  d'après 
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ceux  des  segments  MP,  MQ,  ]MR,  MS,  pour  une  posi- 
tion particulière  du  point  M;  ce  signe,  une  fuis  déter- 
miné, restera  le  même  pour  tous  les  points  de  la  courbe, 
car  il  ne  peut  changer  que  tout  autant  que  Tun  des  seg- 
ments change  de  signe,  et  cela  ne  peut  arriver  que  tout 
autant  que  le  point  M,  dans  son  déplacement  continu, 
vient  passer  par  un  des  sommets  du  quadrilatère  inscrit; 
dans  ce  cas,  deux  des  segments  changent  à  la  fois  de 
signe,  et  le  rapport  involulif  conserve  le  sien. 

On  déduit  de  ce  théorème  une  construction,  relati- 
vement simple,  des  points  communs  d'une  conique, 
dont  on  donne  cinq  points,  et  d'une  droite  quelconque. 

Soient  A,  B,  C,  D,  E  cinq  points  d'une  conique,  RQ 
une  droite  donnée  {fig-  25);  construisons  le  quadrilatère 
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inscrit  ABCD,  et  menons  par  le  point  E  une  parallèle 
P'S'  à  RQ.  D'après  le  théorème  précédent  et  si  IM,  N 
sont  les  points  communs  de  la  conique  et  de  la  droite 
RQ,  les  trois  rapports  involutifs 


ER'x  ES' 
EP'x  EQ'' 


NRx  NS 
NF  X  .\Q' 


M  H  X  IMS 
Ml-  xMO 
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sont  égaux;  il  ci\   rcsullo   (|iir,    si    l'on    coiislriiil  doux 

cercles,  soil  O  passant   par  K  et  S,  et  O,  passant  par  P 

et  Q,  les  points  M  et  N  appartiennent  au  eeicK;  lieu  des 

points  dont  les  puissances  par  rapport  aux  cercles  O  et 

ER'  X  FS' 

0|  sont  dans  le  rapport -^777 p^,  n"  J,  Clian.  JI. 

^  '■         LP  X  L(j  '  ^ 

Ce  deiiiier  cercle,  dont  les    points  communs  avec  la 

droite  RQ  sont  les  points  clierchés,  peut  être  construit; 

en  effet,  on  sait  d'abord  (ju'il  a  même  axe  radical  avec 

les  deux  cercles  O  et  0|  et  qu'en  conséquence  il  passe 

par  leurs  points  communs  a  et  [3;  en   second   lieu,  on 

j)eut  en  déterminer  facilemejit  un  et  même  deux  autres 

points.  Si  nous  inscrivons  dans  les  cercles  O  et  Oj  deux 

cordes  RiS(,  PiQi   respectivement  égales  à  K'S',  P'Q', 

puis  que  nous  prenions  sur  elles  les  segments  R,  E|,P,  Eo. 

respectivement  égaux  à  R'E,  P'E,  le  cercle  décrit  de  O 

comme  centre  avec  OE,  pour  rajon  sera  le  lieu  des  points 

dont  les  puissances,  par  rapport  au  cercle  O,  sont  égales 

à  ER'x  ES',  et  celui  qui  est  décrit  de  0|  comme  (;eiitre 

avec  O1E2  pour  rayon  sera  le  lieu  des  points  dont  les 

puissances     j^ar     rapport    au   cercle   O,    sont   égales    à 

EP'xEQ';    les    points    communs    a',    p'   de    ces    deux 

cercles  appartiennent  au  cercle  cherché,  dont  on  connait 

ainsi  quatre  points,  ce  qui  permet  de  le  décrire. 

Remarque  I.  ■ —  Ou  peut  ainsi  lemplacer  les  deux 
points  communs,  réels  ou  imaginaires,  de  la  conique  et 
de  la  droite  par  ceux  de  la  droite  et  d'un  cercle  facile  à 
construire. 

Heniarijiie  II.  —  En  dehors  de  ses  autres  usages, 
cette  construction  peut  être  utilisée,  en  Géométrie 
descriptive,  pour  conslruiie  les  taiigcnirs  au  point 
double  eireclif  de  deux  quadriques  qui  ont  un  plan  tan- 
gent commun  et  même  point  de  contact. 
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^  II.  Théorème.  —  Si  li  ois  conii/ues  sont  circon- 
scrites à  un  même  quadrilatère,  et  que  par  un  point 
variable  de  l' une  d' elles  on  mène  une  sécante  rectiligne 
parallèle  à  une  direction  fixe,  le  rapport  involutif  de 
ce  point  par  rapport  aux  deux  couples  de  points  de 
rencontre  de  la  sécante  as^ec  les  deux  autres  coniques 
est  un  nombre  constant. 

Soient  ABCD  le  quadrilatère  inscrit   dans   les   trois 
coniques  (fig.  26),  PQ  la  sécante  parallèle  à  la  direc- 

Fig.  26. 


lion  donnée  menée  par  le  point  c  d'une  de  ces  courbes. 
Soient  P  et  Q,  R  et  S  les  points  de  rencontre  de  la  sé- 
cante avec  les  couples  de  côtés  opposés  du  quadrilatère, 
a  et  a\  b  et  b'  les  couples  de  points  de  rencontre  avec 
les  deux  autres  courbes. 

D'après  le   théorème  précédent,  on  a,  H,  ^|,  ^o  étant 
des  nombies  tixes, 

aV  X  «Q  _  f)  _  «'P  X  a'Q 
aKxaS  a'Rxa'S 

Ramenons  ces  dcnix  égalités  à  la  forme  entière;  en 
prenant  le  pointe  pour  origine  des  dislances,  nous  aurons 

( ca  —  cP )(ca  -;-cQ)=  9(cR —  ca){ca  -f-cS), 
(ca'-T-  cP)(ca'—  cQ)  =  6(ca'—  r?R)(cS  —  ca'). 

Ordonnons    ces    deux    égalités,    lues     aux    premiers 
membres,  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de 
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c<7,  ca',  respeclivemenl,  et  rciuarquant  que 

cP  X  cQ  =cH  X  cS  X  62, 
nous  aurons 

c«'(i-i-e)-^ca[cQ  — rP-i-e(cS  — cR)] 

—  cR  X  08(62 -Ke)=o, 
'cn''(^-^(i^—ca'[cQ  —  r F -^  SfcS  —  cR)] 

—  cR  X  cSfe2^6)=o. 

Multipliant  la  première  par  c«',  la    seconde  par  en 
el  ajoutant,  on  trouve 

{ca  —  ca'  )[ca  X  ca'(i  —  9)— cR  X  08(62—0)1=  o, 

égalité  qui  exige 

(i)  ca  X  ca'(i  ^  6)=  cR  X  08(62— 6). 

Par  un  calt'ul  analogue  el  parlant  des  égalités 

6Px  6Q  _      _  ^>'Px6'Q 
hRxbS  ~    '■"  6'R  X  6'S' 

on  trouve 

(2)  cb  X  c6'(i-+-  61)=  cR  X  08(82-^61); 

d'où,  divisant  membre  à  mend^re  les  égalités  (1)  el  (2), 

ca  X  ca   _  (i—  'Ji)(62— 6)^ 
cb  X  c6'  ~  (i-T-6)(6,— 6,) -" 

le  second  membre  étant  constant,  le  théorème  est  dé- 
montré. 

Théorème  de  Desargues  et  sa  généralisation. 

\  III.   Le  lliéorème  de  Dfsargves  consiste  en  ce  qui 
suit  : 

Une   sécante  recldigne    quelconque  détermine  par 
ses  rencontres  avec  une  conique  et  les  systèmes  de  côtés 
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opposés  d'an  (juadrilatève  inscrit  six  points  en  involii- 
tioti . 

La  déinonslralion  de  ce  théorème  se  déduit  immédia- 
tement du  théorème  qui  précède  àc  deux  rangs  •  en  etl'et, 
puisque,  conformément  à  ce  théorème,  le  rapport  invo- 
lutii"  du  point  M  par  rapport  aux  couples  de  points  P 
et  Q,  R  et  S,  est  le  même  pour  tous  les  points  de  la 
courbe,  quand  la  sécante  se  déplace  parallèlement  à  uin; 
direction  fixe,  il  aura  la  même  valeur  pour  le  second 
point  commun  INl' de  la  sécante  PR  avec  la  courbe;  en 
conséquence,  les  deux  points  ]M,  IM',  ayant  même  rap- 
port involutifpar  rapport  aux  deux  couples  de  points  P 
et  Q,  R  et  S,  forment  avec  eux  un  système  en  involu- 
tion  (n"  II,  Chap.  Il,  fin). 

La  généralisation  du  théorème  de  Desaugcks  par 
Stuum  consiste  en  ce  qui  suit  : 

iJne  sécante  rectiligne  iiaelconifue  détermine  par  ses 
rencontres  avec  trois  coniques  circonsciites  an  même 
(juadriuitère  un  système  de  six  points   en   involulion. 

Cette  généralisation  se  déduit  du  théorème  du  numéro 
précédent  par  le  raisonnement  au  moyen  duquel  nous 
avons  déduit  le  théorème  de  Desargues  de  celui  qui  pré- 
cède de  deux  rangs;  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

Conséquence  du  théorÏlme  nE  Desaugues.  —  Si  trois 
côtés  diin  cpiadrilatère  inscrit  dans  une  conique  tour- 
nent autour  de  trois  points  fixes  pris  sur  une  ligne 
droite,  la  quatrième  tourne  autour  d' un  point  fixe  de 
la  même  droite. 

En  effet,  le  point  où  le  quatrième  côté  rencontre  la 
droite  est  le  conjugué  du  point  de  rencontre  du  côté 
opposé  avec  la  même  droite,  dans  l'involution  détermi- 
née par  les  deux  autres  points  et  les  deux  points  deren- 
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coiilre  do  la  conique  avec  la  droite;  et  ceci  a  lieu  alors 
même  que  les  points  communs  de  la  conique  et  de  la 
droite  seraient  imaginaires,  puisqu'on  peut  toujours 
remplacer  les  points  communs  d'une  conique  et  d'une 
di'oite  par  ceux  d'un  cercle  et  de  la  même  droite  (n"  VI, 
Chap.  II). 

Note  sur  le  n"  17/  du  présent  Chapitre.  —  La  démonstration 
analytique  du  théorème  du  n"  VII,  dont  celui  du  n°  VI  n'est  qu'un 
cas  particulier,  est  presque  immédiate;  on  sait  en  effet  que,  si  les 
équations  de  deux  coniques,  rapportées  au  même  s}'stéme  d'axes  rec- 
tilignes,  sont  F(^,y)=^o,  F,( j;,;)')  =  o,  l'équation  générale  des 
coniques  passant  par  les  points  communs  des  deux  premières  est 
¥{x,y)  +  )v  F,  {x,y^  =  o,  X  étant  un  coefficient  constant  pour  cha- 
cune de  ces  courbes. 

On  sait  encore  que  les  distances  du  point  du  plan  dont  les  coor- 
données sont  37^,^0,  aux  points  où  une  droite  passant  par  {x^,y^')&X. 
dont  le  point  directeur  aj'ant  pour  coordonnées  a,  b  rencontre  la 
courbe  V{x,y)  =  o,  sont  les  racines  de  l'équation 

F  (:c,,,  yj  +  p  (a  F"^^  -t-  b  F^'.^  )  +  o-  o{a,  b)  =  o, 

■çi{x,y)  étant  l'ensemble  des  termes  du  second  degré  de  F{x,y). 

V{x    V  ) 

Il  en  résulte  que  le  produit  de  ces  distances  est  égal  à "'", °  ; 

9(a,6) 

de  même  le  produit  des  distances  du  point  (a:^,  j^,,)  aux  points  où  la 

F  (x  ,  V  ) 

même  droite  rencontre  la  courbe  F,  (x,  v)  =  o  est  égal  à  — ^^^-Vr-  • 

^,{a,b) 

Or  l'équation  F(;r„,  v„)  +  \¥^{x^, y^)  =  o,  qui  est  vérifiée  par  les 

coordonnées  de  tout  point,  {x^,  y^),  de  la  troisième  courbe,  peut  se 

mettre  sous  la  forme 


F.  ( x„,  y„ )  ^  C5(a,  b)  ' 

9,  (a,  6) 

et  sous  cette  forme  elle  exprime  que  le  rapport  involulif  du  point 
{x^,yj,  par  rapport  aux  couples  de  points  où  la  droite,  définie  de 
direction  par  le  point  {a,  b),  et  passant  par  le  point  {x^,y^),  ren- 
contre les  deux  autres  courbes,  est  constant. 

Cette  démonstration  est  sans  doute  très  simple;  mais  je  dois  à  la 
vérité  de  dire  que,  quoique  j'aie  eu  l'occasion  de  retourner  et  de  voir 
retourner  l'équation  F  (x,  y)  -h  lF^{x,y)  =  o  de  bien  des  manières, 
il  no  m'csl  jamais  venu  à  l'c-^prit  de  l'interpréter  ainsi;  et  que,  si  je 
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n'avais  été  conduil  par  les  considérations  géométriques  de  la  présente 
étude,  je  ne  l'aurais  probablement  jamais  connue.   . 


Théorème  corrélatif  de  celui  de  Desargues. 

IX.  SiTaji  cousidère  une  circonjérence  de  cercle  el 
un  f/uadrilalèie  circonscrit,  qu'on  joigne  un  point  de 
son  plan  aux  deux  couples  de  sommets  opposés  du  qua- 
drilatère, que  du  même  point  on  mène  les  deux  tan- 
gentes au  cercle,  ces  trois  couples  de  deux  droites 
font  partie  d'un  faisceau  en  involution. 

Soient  ahcd  Je  quadrilatère  circonscrit  à  la  circonfé- 
rence O  {Jig.  27),  S  le  point  de  son  plan,  Se,  Sf  les 

Fig.  27. 


deux  tangentes  issues  de  ce  point;  il  s'agit  de  démontrer 
que  les  trois  couples  de  droites  Sa  et  Se,  SeelSy,  S^  et 
Sd  forment  un  faisceau  en  involution. 

Construisons  le  quadrilatère  inscrit  dont  les  sommets 
M,  N,  P,  Q  sont  les  points  de  contact  des  côtés  du 
quadrilatère  circonscrit  et  prolongeons  ses  côtés  opposés 
jus(|u'à  leurs  points  de  rencontre  avec  la  polaire  ej  du 
point  S,  par  rapport  au  cercle  O,  en  A,  B,  C,  D. 

L'un  de  ces  points,  A  par  exemple,  étant  le  point 
commun  des  polaires  des  points  S  et  a  par  rapport  au 
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cercle  O,  esL  h;  pôle  de  la  droite  Sa  :  dès  lors  OAa  est 
perpendiculaire  sur  Sa-^  ou  voit  de  uièine  que  O^, 
Oj^B,  OyC,  0J\  ODô  sont  respectivement  perpendi- 
culaires sur  Se,  Se,  8c,  Sy,  Srf;  il  eu  résulte  que  le 
faisceau  des  droites  admettant  pour  rayons  associés  Sa 
et  Se,  Se  et  Sf^  Sb  et  Sr/,  est  superposable  sur  celui 
dont  les  rayons  correspondants  OA  et  OC,  Oe  et  O/, 
OB  et  OD,  leur  sont  respectivement  perpendiculaires; 
et,  comme  ces  derniers  forment  un  faisceau  en  involu- 
lion,  d'après  le  théorème  de  Desargues,  il  en  est  de 
même  des  premiers,  ce  qu'on  voulait  démontrer. 

Le  théorème  qu'on  vient  de  démontrer  pour  le 
cercle  s'applique  également  à  l'une  quelconque  des 
trois  sections  coniques  5  en  eilet,  une  quelconque  des 
trois  sections  coniques  est,  par  définition,  la  perspec- 
tive d'un  cercle  en  prenant  le  sommet  du  cône  pour 
point  de  vue-,  un  quadrilatère  circonscrit  à  la  conique 
est  celle  d'un  quadrilatère  circonscrit  au  cercle  ;  dès  lors, 
si  l'on  unit  un  point  du  plan  d'une  conique  aux  som- 
mets opposés  d'un  quadiilatère  circonscrit  à  cette 
conique,  et  que  du  même  plan  on  lui  mène  des  tan- 
gentes, ces  six  droites  seront  perspectives  de  six  droites 
du  plan  du  cercle  qui  font  partie  d'un  faisceau  en  invo- 
lution,  d'après  le  théorème  précédent 5  il  résulte  de  ce 
qui  a  été  dit  à  la  fin  du  n°  IV,  Ch.  JI,  que  ces  six  droites 
font  aussi  partie  d'un  faisceau  en  involution. 

X.  Théorème  de  Pascal.  —  Les  points  de  rencofitre 
des  trois  couples  de  côtés  opposés  d'un  hexagone  in- 
scrit dans  une  conique  sont  situés  en  ligne  droite. 

Soit  l'hexagone  ABCDEF  inscrit  dans  une  conique 
ijig-  28)  :  construisons  la  diagonale  AD,  unissant  deux 
sommets  opposés,  et  prenons  son  point  commun  P  avec 
la  droite  QH,  (]ui  joint  les  points  Q  et  R  où  se  coupent 
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deux  syslèmes  de  deux  côtés  opposés,  BC  et  FE,  DC  et 
AF.  Trois  côtés  AD,  DC,   CB  du  quadrilatère  inscrit 
ADCB  passent  par  les  trois  points  P,  Q,  R;  il  en  est  de 
même  des  trois  côtés  AD,  AF,  FE  du  quadrilatère  in- 
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scritAFED^  donc  les  quatrièmes  côtés  de  ces  quadrila- 
tères, AB  et  DE,  vont  se  couper  au  même  point  S  de  la 
droite  QR,  ce  qu'on  voulait  démontrer  (conséquence  du 
tliéorème  de  Desargues,  n°  \HI,  Chap.  II). 

Ce  théorème  continue  à  avoir  lieu  si  un  ou  plusieurs 
côtés  de  riiexagone  deviennent  nuls,  en  remplaçant 
chaque  côté  devenant  nul  par  la  tangente  qui  en  est 
la  limite  (M- 

XI.  Théouïîme  de  BtiiAJVCHOA.  —  Les  diagonales 
unissaiiL  deux  sommets  opposés  d' un  hexagone  circon- 
scrit à  une  conique  se  coupent  en  un  même  point. 

Soit  ABCDEF  un  hexagone  circonscrit  à  une  conique 


(')  Si  l'on  admet  le  théorème  de  Pascal  pour  le  cercle,  et  il  y  en 
a  plusieurs  démonstrations  élémentaires  que  nous  n'avons  pas  à  rap- 
porter, on  peut  en  déduire  que  ce  théorème  a  aussi  lieu  pour  une 
conique  quelconque,  considérée  comme  perspective  d'un  cercle,  ce 
qui  constitue  une  démonstration  simple  du  même  théorème. 
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{jig-  aç)),  Ai,  iN,  P,  (^,  K,  S  les  poiiiLs  cU;  contact  des 
côtés  (|ui  sont  les  soniinels  J  un  hexagone  inscrit;  consi- 
dérons la  diagonale  BE  qui  unit  deux  sommets  opposés 
(le  riicxagone  circonscrit.  La  droite  MN  passant  par  les 
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pôles  M  et  N  des  tangentes  AP),  RC,  par  rapport  à  la  co- 
nique, a  pour  pôle  leur  point  commun  B  (n°  XIX, 
Cliap.  I)  ;  de  même  la  droite  QR  a  pour  pôle  le  point  E 
où  se  coupent  les  tangentes  DE,  EF;  la  diagonale  BE 
passant  par  les  pôles  B  et  E  des  cordes  MX  et  QR,  le 
point  O  où  se  coupent  ces  cordes  est  le  pôle  de  la 
droite  BE. 

Or  ce  point  O  est  un  des  points  de  la  droite  de  Pascal 
relative  à  l'hexagone  inscrit  :  dès  lors  la  droite  BE  passe 
par  le  pôle  de  la  droite  de  Pascal;  il  en  est  de  même  des 
deux  autres  diagonales  AD,  CF  :  donc  ci-s  trois  diago- 
nales se  coupent  en  un  même  point. 

Ce  théorème  continue  encore  à  s'appliquer  si  deux 
côtés  consécutifs  viennent  se  placer  dans  le  prolonge- 
ment l'un  de  l'autre,  en  considérant  le  point  de  contact 
comme  le  sommet  commun  à  ces  deux  côtés;  il  s'applique 
encore  dans  ces  conditions  s'il  en  est  ainsi  pour  plusieurs 
couples  de  deux  côtés  consécntifs.  (^  suivre.) 


4i)6- 


RECHERCHE  DE  QliELQlIES  COIRRES  PLACES, 
PAR  L'I\'TER1IÉDIAIRE  DE  LEURS  DÉVELOPPÉES; 

Par  m.   V.  JAMET. 


1.  Théorème.  —  Si  le  rayon  de  courbiwe  fV une 
courbe  (C)  est,  en  chaque  point,  moyenne  harmonique 
entre  les  distances  du  pied  de  la  normale  aux  points 
oit  celle-ci  rencontre  une  courbe  algébrique  fixe  (S), 
la  développée  de  (C)  jouit  de  la  propriété  suivante, 
qui  est  caractéristique  :  son  arc,  augmenté  d'une  lon- 
gueur constante  et  élevé  à  une  puissance  égale  au 
degré  de  (S),  est  une  fonction  entière  et  rationnelle 
des  coordonnées  de  son  extréndté  mobile. 

En  efi'et,  soit  f(x,j):=o  l'équation  de  la  courbe 
(S);  on  peut  toujours  supposer  que  la  lettre  f  désigne 
une  fonction  entière  et  rationnelle  de  x^y  ;  soit  m  son 
degré.  Soient,  aussi,  x,y  les  coordonnées  d'un  point  de 
la  développée  de  (C),  X,  Y  les  coordonnées  du  point 
correspondant  situé  sur  (C),  p  le  rayon  de  courbure  de 
(C)ence  point,  s  l'arc  de  la  développée,  compté  sur 
cette  courbe  à  partir  d'un  point  fixe  jusqu'au  point  (a:,  r). 
On  connaît  les  relations 

dx  ,,  dy 

(2)  p  =  a  —  s, 

où  a  désigne  une  constante.  Pour  trouver  les  distances 
du  point  (a:,  j^^),  aux  points  où  la  normale  rencontre  la 
courbe  (S),  il  suffit  de  remplacer,  dans  son  équation, 


(  4y:  ) 

.i'i    )    pai'   les  seconds  membres  des  équatioïis  (^i].  On 
tronvc  ainsi  l'équation 


"^1.2  \  \  i)x  ds   ~^  ôy   ds  }  I 


M-  .  .  .  =  o, 


de  degré  ///  par  rapport  ;i  p.  Soient  p,,  Oo, 
racines. 

On  a,  par  livpotlièse, 


///         r  I 

P  ?1  P2 


^  clr^         df  dy 
m  ô.r  dx        dy  ds 

a  —  s 
ou  bien 

(3)  - 

s  —  a       Jix.y) 

On  trouve,  en  intégrant, 

Iog/(^,  r)— mlog(5  — r/)=  logC 
ou 

(4)  f(x,y)=Cis-ay", 

C  désignant  une  constante. 

Cette  équation  démontre  ia  proposition  directe  :  la 
réciproque  est  vraie,  parce  que  l'équation  (3)  peut  ètie 
legardée  comme  une  conséquence  de  l'équation  (4). 

2.  Celle-ci  permet  également  de  trouver  une  équation 
dillérentielle  du  premier  ordre,  contenant  une  constante 
arbitraire  et  devant  être  vérifiée  par  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  développée  :  il   suflit  d'éli- 
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miner  s  —  a  entre  l'équation  (4)  et  l'équation 

d/=  mC{s  —  a)'«-'  ds, 

qu'on  en  déduit  par  différentiation,  puis,  dans  l'équation 
obtenue,  de  remplacer  ds  par  yUljc- -\-  rlj-.  Mais  on 
conçoit  aussi  la  possibilité  de  vérifier  l'équation  (4)*-'" 
y  remplaçant  .r,  y^  s  par  des  fonctions  de  deux  para- 
mètres :  il  faudra  alors  établir,  entre  ces  deux  para- 
mètres, une  relation  équivalente  à  celle-ci 


ds  =  \/ax'--i-  dy'-. 

Comme  application  de  ce  qui  précède,  nous  traiterons 
le  cas  où  la  courbe  (S)  est  une  conique,  laissant  au  lec- 
teur le  soin  de  ramener  aux  éléments  du  Calcul  intégral 
les  cas  particuliers  où  cette  conicjue  dégénère  en  un 
cercle,  ou  en  une  couple  de  droites.  Nous  rappellerons  en 
outre  que  le  cas  du  cercle  a  été  traité  incidemment  {Nou- 
velles u4  nnales  de  Mathématiques,  -^.  lyS,  353;  i888) 
par  M.  Cesaro,  qui  vient  également  de  publier,  dans  le 
Journal  Mathesis  (octobre  1889),  une  étude  directe  de 
la  couibe  (C)  dans  le  cas  où  la  conique  se  compose  de 
deux  droites  parallèles. 

3.  Si  la  coni(|ue  donnée  possède  un  centre  à  distance 
finie,  nous  pourrons  écrire  l'équation  (4)  comme  il  suit 

.r-         y-        [s  —  a  )- 

^3  désignant  une  constante  arbitraire.  Cette  équation 
sera  vérifiée  si  l'on  y  remplace  a:,  j',  s  —  a  par  les  fonc- 
tions de  A,  u.,  qui  résultent  des  formules  suivantes 

^2  _    «l(«l-i-  >0(«l-f-  \>-)  2  ^    a2(CT2-i-X)(CT-2+-  jJL) 

~     («1—  «l)(«l—  «3)  '  («2—  «1)  («2—  «3)  ' 

«3  («3-^  ^0(«3+  [J-) 


—  {s  —  a)'^: 


(a^—  ai  )i  c/j  —  0.2) 


(  499  ) 
(Celles-ci  résultent  de  la  théorie  des  coordonnées  ellip- 
tiques, telle  que'Jacobi  l'a  exposée  dans  ses  Leçons  de 
Dynamicfue.  ) 

La  substitution  de  ces  expressions  dans  l'équation 

dx'^  -t-  flf  K^  —  ds'^  =  o 

conduit,  après  la  suppression   du  facteur  A —  |jl,  à  l'é- 
quation dillerentielle  suivante 

X  rfX2  ^  cl^2  ^ 


(ai-HX)(«2-+- '*0(«3-l-^)         («1-1-  [JL)(a2-+-  !Jt)(«3-^  IJ^) 
ou 


/  A  /■i_j_i/  t^ 

■  et  l'on  est  ramené  à  effectuer  deux  quadratures.  Les 
deux  intégrales  que  l'on  trouve  ainsi  se  transforment  en 
des  fonctions  qu'on  désigne,  d'après  Jacohi,  par  la  no- 
tation n(a:,  a).  En  ell'et,  posons 


«i-t-  X  '  '  «i-i-  [Jt 

Nous  tz'ouvons,  successivement, 
«i/tsu-cp 


dk  =^  ia.  Il 


(I  —  A  sn2  çp  )2 

«2  -H  /i (  a  1  —  «2 )  sn- o 
I  —  Il  sn^tp 

a3-f-/t(«i  —  «3)50-0 
^  I  — /?sn2çp  ' 

puis,  si  nous  faisons 


(  5oo  ) 
nous  trouverons  encore 

et  nous  en  conclurons  que  l'intégrale 


J      y    («i-H  A)  («2-1-^)1  as -H  a; 

ne  diffère  que  par  un  facteur  constant  de  l'intégrale  sui- 
vante : 

Soit  encore 

«s 
/i  =  A-2sn2a  ou  snîa=- —  • 

«3  —  «1 

L'équation  différentielle  (5),  transformée  comme  il  vient 
d'être  dit,  sera  équivalente  à  celle-ci 

C  désignant  une  constante  arbitraire;  ou  encore 

n(o,  a)d=n('^,  a)  =  C. 

4.   Si  la  conique  donnée  est  une  parabole,   l'équa- 
tion (4)  prend  la  forme 

y  2        (s  —  a  V^ 
P  'J 

OÙ  <7  désigne  une  constante  arbitraire.  Celle  relation  est 
telle  qui  existe  entre  les  limites  de  x,  y,  s,  si  l'on  sup- 
pose que  dans  l'équation 

.^2        y^        (s  —  a )-  _ 


Clo 


(  ^>"'  ) 

lorsque,  après  a\oir  remplacé  x  par  x  —  \  «,,  on  sup- 
pose que  a,,  a^,  di  deviennent  infinis,  avec  les  condi- 
tions suivantes 


(6)                        lim^=/,. 

1 1  m  — = 

=  9 

Si  l'on  suppose,  en  outre, 

(7)                      ''m   /—  =  "' 
v/rti 

1-        i-' 
1 1 III  — — 

=  ^- 

les  formules  qui  font  connaître  x^j,  s  —  a  en  fonction 
de  À,  'J.  se  transforment  comme  il  suit 


—  fi  — a)2  = 
Si,  dans  l'équation 


p( p  -^  u)( p  -^  v) 

'/  —p 

qiq  —  ll)(q  -\-  v'\ 


on  tient  compte  de  ces  relations,  ou,  si  l'on  fait,  dans 
l'équation  (5)  les  liypotlièses  (li  ).  (-),  on  trouve  l'équa- 
tion dillérentielle  suivante 

f  dv'  Il  du- 


(p  —  v)(q  ^v)        (p  —  u)(q-h  u) 


l/(^^.U2-^^/'''-l/( 


du 


ip-hU){q-r-U) 

dont  l'intégration  se  ramène  au  calcul  des  fonctions  dé- 
signées habituellement  par  la  notation  Z(x).  Il  suffit, 
en  elfct,  de  poser 


(     50'2    ) 

avec  la  condilioii 

P 
On  trouve  ainsi  ré(|ualion  clilFérenliell»^ 

sii^  'j  do  ±  ?n-  <l  f/i|  =  o, 
dont  l'intégi-ale  est 

Z(o)d=Z(4.)  =  G, 
C  désignant  une  constante  arbitraire. 


METHODE  ELEMENTAIRE  POUR   ÉTUDIER  LES  VARIATIONS 
DES  FONCTIONS  CONTINUES.  MAXIMUMS  ET  MINIMUMS; 

Par  m.  L.  MALEYX. 


1.  Soit  F(x)  une  fonction  continue  de  x  :  attribuant 
à  la  variable  une  valeur  quelconque  .r,,  la  différence 
F(^)  —  F(j:,  )  devient  nulle  quand  on  y  faitx  =  X4  et, 
généralement,  change  de  signe  quand  x  passe,  d'une  ma- 
nière continue,  d'une  valeur  un  peu  inférieure  à  x,  à 
une  valeur  un  peu  supérieure. 

Si  F(:r)  est  une  fonction  algébrique  entière,  on  peut 
mettre  x  —  X4  en  facteur  dans  la  diirérenceF(a:)  —  F  (a;,), 
puisqu'elle  est  divisible  par  x  —  Xs  et  puisque,  aussi, 
on  connaît  la  forme  du  quotient. 

On  le  peut  encore,  d'après  le  même  principe,  si 
F(j:)  est  rationnelle,  mais  fractionnaire.  Soit,  en  elfet. 


¥{x) 


oi x)  _ 


(     DOO     ) 

cl  le  uutnéralcur  conliciit  en  facteur  x  —  a'i  (ju'on  peut 
mettre  en  évidence. 

Si  F(j:)  est  irrationnelle,  ou  même  parfois  compli- 
quée d'expressions  trigononiélriques,  on  peut,  sans  sor- 
tir des  procédés  du  calcul  algébrique  élémentaire, 
mettre  en  évidence  le  facteur  x  —  x^   dans  la  diiïérence 

F(a:)-F(x,).   _ 

Supposons  qu'il  en  soit  ainsi,  et  que  nous  ayons  pu 
mettre  F(x)  —  F{x^  )  sous  la  forme 

(X  —  xi)  X  Fi(.r,  xi). 

Désignons    par   F,(j:,,a',)   ce  que   devient  F,(jr,  X)) 
quand  on  y  remplace  x  pai-  X),  nous  pouvons  poser 

Fi(ar,  xi)  =Fi(r,,  ar, )-+-£, 

£  tendant  vers  zéro  quand  x  tend  vers  o^,,  et  nous  au- 
rons 

F(:r)  —  F(a7i  )  =  (.r  — -Ti  j  [Fi  (a"i,  r,  ) -+- c]. 

Si  F,  (x,.  Xi)  est  un  nombre  différent  de  zéro, 
(piand  X  sera  très  voisin  de  Xj,  que  du  reste  il  lui  soit 
inférieur  ou  supérieur,  s  sera  très  petit  et  numérique- 
uient  inférieur  à  F»  (or, ,  x,  )  ;  dès  lors,  ce  sera  ce  terme 
F,(x4,Xi)  qui  donnera  son  signe  à  la  parenllièse,  et  la 
différence  F(x)  —  F(a:,  )  sera  du  signe  de  x  —  x,  ou  du 
signe  contraire,  suivant  que  F,  (x,,  Xi  )  sera  positif  ou 
négatif. 

Il  résulte  de  là  que,  si  F,  (ri,  x,)  est  positif  quand  x 
passera  d'une  valeur  un  peu  inférieure  à  X|  à  une  va- 
leur un  peu  supérieure,  la  dillérence  F(x)  —  F(X|  )  pas- 
sera d'une  valeur  négative  à  une  valeur  positive,  et 
qu'en  conséquence  F(x)  croîtra    avec  x;    qu'au   cou- 


(  ^M  ) 

traire,  si  F,  (x,,  x^)  est  négatif,  F(x)  décroîtra  dans  les 
inêtnes  conditions. 

Si,  actuellement,  nous  faisons  varier  x^  en  le  faisant 
croître  d'une  manière  continue,  tant  que  F,(j:,,a:() 
restera  positif,  F(x)  croîtra,  et,  tant  que  F|(^,,  X\) 
restera  négatif,  F(\r)  décroîtra. 

Dès  lors,  F(a:)  passera  par  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum quand  Fi  (x, ,  Xj  )  passera  du  positif  au  négatif, 
car  alors  F(x)  cessera  de  croître  pour  décroître,  ou  du 
négatif  au  positif,  car  alors  F(j:)  cessera  de  décroître 
pour  croître  5  et  l'on  voit  de  plus  queF(a:)  ne  peutpasser 
par  un  maximum  ou  un  minimum  que  dans  ces  condi- 
tions. 

On  n'aura  donc,  pour  trouver  les  maximums  ou  mini- 
mums de  la  fonction  F(x),  qu'à  chercher  les  valeurs 
de  X  pour  lesquelles  la  fonction  F|(x,  x)  change  de 
signe,  et  l'on  pourra  distinguer  les  maximums  des  mi- 
niums par  l'ordre  des  signes  que  prend  F,  (x,  x)  quand 
X  passe  d'une  valeur  un  peu  inférieure  à  une  valeur 
un  peu  supérieure  à  celle  pour  laquelle  ce  changement 
se  produit. 

2.  Prenons,  comme  premier  exemple,  la  recherche 
des  maximums  ou  minimums  de  la  fonction 

Yix)  =  (X  —  a)a  X  (x—b)?  X  (x  —  c)y. 

Supposons  a,  (î,  *'  entiers  et  positifs,  et  a  <C  b  <C  c. 
Nous  avons,  identiquement, 

F{x)  —  F(xi)~  (x  —  «)5'  x(^  —6)?  X  [(x-~c)-{  —  (xi  —  c)y] 
-i-(x  —  ayj-  X  (xi—  c)1'  X  [(x  —  èjP  —  (xi  —  6)PJ 
-i-{Xi—b)'^x(,ri  —  c\y  X  \(.r~ay^—(x,  —  a)^]. 


(   5o5   ) 
ou 

F(r)— F(^,)_=.     {x  —  a)^x{x~bp 

X  [(r  — c)Y-i  -+-(,r_c)Y-2(j:'i  — c)-f-..  . 

H-  (xi  —  c)Y-i  J  X  {x  —  Xx) 
-^{x  —  a)'^X  (.r,  ^c)1 

•x[{x  —  b)'^-'  -^  {x  —  b)^-^xi  —  b)  -^ .  . . 

-\-(xx  —  b )[^-' J  xix  —  Xi) 

-^  (a?!  —  c)?  X  (a^i  —  c)r 

X  [(37  —  a)a-ï  -I-  (a-  —  a)='-2  (a-,  —  a)  H- .  .  . 

-^{xi—a  yj--^  ]-x.{x  —  Xi). 

On  en  déduit,  conformément  à  la  notation  du  numéro 
précédent, 

F,(^,,^i)  =  (.r,  —a)^-'x{xi—b)'^-^  X  (:r,  — c)ï-i 

X  [y(-^i  —  (^){^\  —  b) -r-'àlxi  —a)(xi  —  c)-^a(ri  —  b){xi  —  c)]. 

Le  quatrième  facteur  de  F,  (x,,  X|  )  est  un  trinôme  du 
second  degré,  décomposable  en  deux  facteurs  réels  du 
premier,  car  il  prend  alternativement  les  signes  4-, 
— .  -h,  cpiand  on  y  remplace  X(  par  «,  Z>,  Cj  désignons 
par  .i'  et  x"  les  valeurs  de  a",  pour  lescjuelles  il  devient 
nul,   et  qui  satisfont  aux  inégalités 

«  <  a"'  <  i  <  5""  <  c, 
nous  aurons 

F,  (j7,  a")  =  (a  -T-  ^  -r-  Y)(.r  —  a)^-»{.r  —  .r') 
X  (x—b)?-^  (x  —  x")(x  —  c)-f-K 

Sous  celte  forme,  on  voit  immédiatement  quelles  sont 
toutes  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  F(x,  x)  change 
de  signe,  et  l'on  a  ainsi  une  solution  du  problème  (|ui 
nous  paraît  plus  simple  que  celle  qu'on  ol)ti(;nt  par  la 
méthode,  dite  des  mnltiplicateurs,  et  qui  en  tout  cas 
est  plus  complète. 

Ueviarqiic.  —  ()n   trouve   aussi    dune   manière   ana- 


(  5o6  ) 
logue,  et  encore  plus  simple,  la  solution  complète  du 
maximum  et  du  minimum  de  la  fonction  entière  du  troi- 
sième degré,  décomposée  ou  non  en  facteurs  du  premier 
degré;  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas,  laissant  aux  élèves 
le  soin  de  la  traiter. 

3.  Comme  deuxième  et  dernier  exemple,  considérons 
le  suivant  : 

Deux  points  A  et  B  sont  placés  de  part  et  d'autre 
d'une  droite  XY  située  avec  eux  dans  un  même  plan; 
un  point  mobile  doit  passer  de  A  en  B,  il  se  meut  d'un 
mouvement  uniforme  et  rectiligne  dont  la  vitesse  est  V 
dans  la  région  du  point  A.,  et  d'un  mouvement  uniforme 
et  rectiligne  dont  la  vitesse  est  V  dans  la  légion  du 
point  B  :  on  demande  la  propriété  caractéristique  du 
j)oint  M,  où  il  doit  traverser  XY,  pour  que  le  trajet 
s'effectue  dans  le  moindre  temps  possible. 

Soient  A'  et  B'  {^/ig.  i)  les  projections  orthogonales 
de  A  et  B  sur  XY,  d  la  distance  A'B',  «  et  Z>  les  distances 


AA'etBB';  soitiNl  le  point  de  passage.  Posons  xViM  =  j:,-, 
B'M=  j,  AM  =  /,  BM=  a;  j,  /  et  a  sont  des  fonc- 
tions continues  de  x  faciles  à  déterminer;  nous  désigne- 
rons ce  que  deviennent  _/,  /  et  ).  par  j',,  /,  et  A,, 
(juand  on  y  remplace  a:  par  Xt- 

D'après  ces  notations,  le   tenq)s  du  trajet  est  repré' 


(  ='"7  ) 
seule  par 


et  l'on  a 


F(^)-  F(^,)  =  vlT^)  ^  V'O^'L' 


ou  encore 


r--j'i 


_  (37  — a?i)(a?-+-a7i)      (r  —  ^r)(.r+j'i) 
V(/+/,)         ^'      V'(X  +  X,) 
Mais  on  a 

37  -I- r  =  ar,  H- jKi  =  rf 

et,  en  constiquence, 

r  — Ji  =-(a:  — a:,); 
d'où 

F(.)-F(.,)  =  (^-.r,)[^f^,-^f^,]. 

D'après  nos  notations, 


et 


J7    f  -37  ,1' 


ou,  en  conséquence  de  relations  géométriques  évidentes, 

¥i{x,x)  = 


V1/-I     V-l 


Quand  X  varie  de  zéro  à  r/ d'une  manière  continue,  le 
premier  terme  de  F(x,  x),  qui  est  additif,  croît  de  zéro 

à  ;  tandis  (fue  le  deuxième,  qui  est  soustrac- 
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Lif,    croît    de  -—=:^  à    zéro;    de    là    résulte    que 


V' 


d-^ 


F(x,  x)  croît  de  ■ à    ^  et   devient 

nul  une  et  une  seule  fois,  dans  l'intervalle,   en  passant 
du  négatif  au  positif:  c'est  pour  cette  valeur  de  x  que  le 
temps  du  trajet  est  niininiuni. 
Ce  minimum  a  lieu  quand 


X 

y 

l 

i 

"V  " 

v 

ou,  observantque  j  et  >-  sont  les  sinus  des  angles  i  et  i' 

formés  par  les  trajets   /  et  A  avec  la  normale  à  XY  en  M, 
le  niinimuiu  a  lieu  quand 
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14.  De  la  manière  la  plus  générale  dont  s'engen- 
drent les  périodes  correspondant  aux  parcours  des  an- 
neaux fermés  de  Vune  des  deux  enveloppes.  —  Il  n'est 
pas  nécessaire  que  le  point  décrivant  [x,  ^  ]  passe  même 

(')  Voir  nfième  tome,  p.  '|35. 


(  ■>«9  ) 
une  seule  fois  sur  l'un  de  ces  anneaux,  pour  que  s'en- 
gendre la  période  qui  correspondrait  à  son  parcours.  En 
effet,  soit  AMBNA  {Jig-  i6)  l'un  de  ces  anneaux  :  sup- 
posons que  les  deux  limites  [xo,  j'^o]?  [-^j  J  ]  *^^  l'inté- 
grale fy  dx  appartiennent  à  deux  conjuguées  CD,  CD\ 
tangentes  en  D  et  D'  à  l'anneau  AMBNA,  et  représen- 
tent les  points  C  et  C  des  deux  conjuguées  :  l'intégrale 
fy  dx^  à  la  différence  près  des  expressions  algébriques 
des  aires  des  triangles  introduits  par  les  changements  de 
direction  de  l'axe  des  y  en  C,  D,  D'  et  C,  se  composera 
de  l'aire,  en  partie  réelle  et  en  partie  imaginaire,  du 
segment  de  la  conjuguée  CD,  compris  entre  l'arc  CD, 
l'axe  des  x  et  les  cordes   réelles  de  la  conjuguée  CD, 


Fie.  i6. 


menées  en  C  et  en  D  ;  de  la  valeur  de  l'intégrale  fy  dx, 
prise  le  long  de  l'arc  DD' de  l'enveloppe;  enfin,  de  l'aire, 
en  partie  réelle  et  en  partie  imaginaire,  du  segment  de  la 
conjuguée  D'C,  compris  entre  l'arc  D'C,  l'axe  des  a:  et 
les  cordes  réelles  de  la  conjuguée  D'C,  menées  enD'etC 
Si,  la  limite  inférieuie  [^oO'o]  restant  fixe,  la  limite 
supérieure  [x,y]  se  transportait  de  C  en  C"  sur  la  con- 
juguée C"D",  la  première  partie  de  l'intégrale  resterait 
fixe,  la  seconde  s'accroîtrait  de  la  valeur  de  l'intégrale 
fydx^  prise  le  long  de  l'arc  D'D"de  l'anneau  considéré 
de  l'enveloppe,  enfin  la  troisième  varierait  en  raison  de 
la  substitution  de  l'are  I)"C"  à  l'arc  D'C. 


(   5^0   ) 

Supposons  maintenant  que,  la  limite  supérieure  con- 
tinuant à  se  mouvoir  dans  le  même  sens,  le  point  D" 
s'avance  sur  l'arc  DND'D"BMAD,  de  façon  à  rejoindre 
à  la  fin  le  point  D,  en  même  temps  que  le  point  C"  re- 
viendrait au  point  C,  l'accroissement  total  de  l'intégrale 
fy  dx  se  réduira  à  la  valeur  de  l'intégrale  prise  le  long 
de  l'anneau  DNBMAD  de  l'enveloppe. 

C'est  de  cette  façon,  en  général,  que  s'engendrent  les 
périodes  relatives  aux  parcours  des  anneaux  fermés  des 
deux  enveloppes. 

Au  reste,  le  multiple,  sous  letjuel  chaque  période  devra 
entrer  dans  la  valeur  de  l'intégrale,  sera  marqué  par  le 
nombre  de  fois  que  la  limite  supérieure  aura  passé  suc- 
cessivement et  dans  le  même  ordre  sur  toutes  les  conju- 
guées tangentes  à  l'anneau  correspondant. 

15.  De  la  manière  la  plus  générale  dont  s^engen- 
drenl  les  périodes  correspondant  aux  parcours  des  an- 
neaux fermés  des  conjuguées.  —  Nous  avons  vu  que  le 

produit  par  y  —  i  de  l'aire  enfermée  dans  un  anneau, 
composé  de  points  imaginaires  conjugués  deux  à  deux, 
qui  se  rejoignent  sur  les  deux  branches  de  la  courbe 
réelle  entre  lesquelles  sont  comprises  des  conjuguées 
fermées  d'une  môme  catégorie,  constitue  une  période 
égale  à  celle  qui  s'engendrerait  dans  le  parcours  d'une  de 
ces  conjuguées  fermées^  mais,  comme  nous  l'avons  éga- 
lement remarqué,  il  n'est  pas  nécessaire,  pour  que  la 
même  période  s'engendre,  que  les  deux  arcs  de  l'anneau 
fermé,  qui  ont  leui's  extrémités  sur  les  deux  branches  de 
la  courbe  réelle,  soient  composés  de  points  imaginaires 
conjugués  deux  à  deux.  En  effet,  si  AMBjNA  {Jig.  17) 
est  tel  que  les  points  de  AMB  et  de  ANB  soient  deux  à 
deux  imaginaires  conjugués,  on  pourra  toujours,  d'après 
le  théorème  de  Cauchy,  substituer  au  chemin  Bi\  A,  par 


(  5..  ) 
exemple,  un  autre  chemin  voisin  BN'A,  ce  (jiii  u'allé- 
rera  pas  l'intégrale,  et  le  chemin  AMBN'x\  ne  sera  plus 
composé  de  points  imaginaires  conjugués  deux  à  deux  ; 
la  valeur  de  l'intégrale,  le  long  de  ce  nouveau  parcours 
AMB^'A,  n'en  restera  pas  moins  égale  au  produit  par 
y''  —  I  de  l'aire  entourée  par  une  des  conjuguées  fermées; 


toute  la  différence  sera  que  celte  valeur  de  l'intégrale 
n'aura  plus  une  relation  simple  avec  les  aires  des  seg- 
ments correspondants  aux  arcs  AMB  et  AiN'B. 

C'est  ainsi,  généralement,  que  s'engendrent  les  pé- 
riodes qui  représentent  les  produits  par  ^  — i  des  aires 
enveloppées  par  les  anneaux  fermés  de  conjuguées. 

Quant  au  multiple  entier,  sous  lequel  cliacune  des 
périodes  de  ce  genre  devrait  entier  dans  la  valeur  de 


l'intégrale,  il  se  comptera  par  le  nombre  de  fois  que  le 
chemin  suivi  par  le  point  mobile  [jr,  y]  aura  successi- 
vement touché  les  deux  branches  de  la  courbe  réelle, 
sans  rebroussement  ;  cai-,  si  le  chemin  ne  se  fermait  pas, 
comme  dans  le  parcours  AMBjN'A'  {,f'g-  i8),  la  période 


(  ^^i^  ) 

imaginaire  n'en  serait  pas  moins  complète,  puisqu'en 
fermant  le  parcours,  par  l'addition  du  chemin  A'A,  on 
n'ajouterait  rien  à  la  partie  imaginaire  de  l'intégrale. 

16.  Sur  une  forme  géométrique  singulière  que  peu- 
vent affecter  les  périodes  engendrées  dans  le  parcours 
d'une  des  enveloppes.  —  Chacune  des  périodes  imagi- 
naires, engendrées  dans  le  parcours  des  conjuguées,  a 
toujours  une  infinité  de  représentations  géométriques, 
sous  la  forme  des  aires  des  anneaux  fermés  de  ces  con- 
juguées ;  tandis  que  les  périodes,  engendrées  dans  le  par- 
cours de  l'une  ou  l'autre  enveloppe,  n'en  ont  jamais 
qu'une  chacune;  d'où  il  résulte  que  les  premières  sont 
toujours  beaucoup  mieux  représentées  que  les  auti-es. 

Parmi  les  formes  géométriques  des  périodes  de  la  pre- 
mière espèce,  il  s'en  trouve  toujours  de  singulières  :  ce 
sont  celles  des  anneaux  qui  dégénèrent  en  branches  in- 
finies, lorsqu'on  fait  tendre  la  caractéristique  de  la  con- 
juguée vers  le  coefficient  angulaire  de  l'une  des  asym- 
ptoles  aux  branches  de  la  courbe  réelle  qui  comprennent 
entie  elles  un  anneau  de  la  conjuguée. 

On  pourrait  toujours  éviter  la  considération  d'une 
conjuguée  ainsi  déformée,  puisqu'on  aurait  à  sa  disposi- 
tion une  infinité  d'autres  anneaux  fermés  se  prêtant  beau- 
coup mieux,  par  exemple,  à  une  quadrature  approchée. 

Il  n'en  sera  naturellement  plus  de  même  si  c'est  l'une 
des  périodes  engendrées  dans  le  parcours  de  l'une  ou 
l'autre  enveloppe,  qui  se  présente  sous  une  forme  géo- 
métrique singulière,  puisqu'il  n'en  existera  pas  d'autre 
représentation.  Il  importe  donc  de  ])ouvoir  reconnaître 
ces  périodes  sous  leur  tîgure  exceptionnelle. 

Mais  nous  donnerons  d'abord  un  exemple  de  ce  qui 

-^=!=  qui 

v/.7-^  —  I 
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donne    Taire    de    la    courbe    )- 


i. 


■■>    figurée    en 


ABA'B'A"B"A'"IV";  cette  courbe  est  du  quatrième  degré, 
si  on  lui  mène  deux  tangentes  parallèles  en  M  et  en  M', 
une  droite  quelconque  parallèle  à  ces  deux  tangentes  et 
comprise  entre  elles,  ne  coupera  la  courbe  réelle  qu'en 
deux  points;  il  se  trouvera  donc,  entre  ces  deux  tan- 
gentes, un  anneau  fermé  de  la  conjuguée,  dont  la  carac- 
téristique serait  le  coefficient  angulaire  des  deux  taii- 


gentes.  Le  produit  par  ^  —  i  de  1  aire,  enfermée  dans 
cet  anneauM^S  M']\',  sera  une  période  de  l'intégrale. 

L'anneau  MXM'jN'  s'allongerait  indéfiniment  si  la 
direction  commune  des  deux  tangentes  tendait  à  de- 
venir parallèle  à  l'axe  des  y  et  à  la  limite,  cet  an- 
neau dégénérerait  dans  la  courbe  à  bi-anclies  infinies 
CDEE'D'C,    dont   l'équation    en  coordonnées    réelles 

serait 

I 

y=  , 7,' 

de  sorte  que  l'aire  M!N  M'iN'  se  transformerait  dans  l'aire 
égale,  comprise  entre  les  deux  branches  CDE,  C'D'E'  et 
leurs  asymptotes  CC  et  DD'. 
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Considérons    niainlenant   riiitéeralo 


'  J  v/r 


limites  étant  supposées  les  mêmes  de  part  et  d'autre,  les 
deux  intégrales  auront  les  mêmes  valeurs,  au  facteur 
y/ — I  près;  si  la  période  de  la  première  est  le  produit 
par  \J — I  de  l'aire  CDEE'D'C,  celle  de  l'autre  sera 
égale  à  cette  même  aire  considérée  comme  réelle. 

Mais  la  période  imaginaire  de  la  première  intégrale 
aura  une  infinité  de  représentations  géométriques, 
tandis  que  la  période  réelle  de  la  seconde  n'en  a  qu'une, 

exceptionnelle. 

/dx 
-—^=  est  arcsinx,  dont  la   période 
/i  — a?2 

est  2-;    et  27:   représente  l'aire  CDEE'D'C  ou   celle 

qu'enveloppe  l'anneau  M N M' ]N '  N . 

17.  Condition  pour  que  V aire  comprise  entre  une 
branche  de  courbe  et  son  asymptote  soit  Jinie.  —  Les 
considérations  précédentes  nous  amènent  à  rechercher 
la  condition  pour  que  l'aire  comprise  entre  une  courbe 
et  son  asymptote  soit  finie. 

Supposons  qu'on  ait  pris  l'asymptote  pour  axe  des  j^; 
l'équation  de  la  courbe,  supposée  résolue  par  rapport  à 
y,  sera 

(S>{x) 

cp(a;)  ne  devenant  ni  nul  ni  infini  pour  x  =  o. 
L'intégrale  quadratrice  de  la  couibe  sera 

'o{x)  dx 


r- 


x'J- 


et  l'aire  de  la  courbe,  comprise  entre  cette  courbe  et 
son  asymptote,  sera 

o  (  a"  )  dx 
x'J-       ' 


i 


z  étant  aussi  petit  (pi  on  le  voudra. 


(  ■>'•>  ) 

'^(.r)  ne  vaiiera  ([u'iMliiiimciit  pou  do  o  à  s  :  on  pourra 
donc  lo  roniplaoor  par  'i(o)  —  A,  par  oxoinplo;  l'inté- 
grale so  roduira  ainsi  à 

Si  I  —  a  osL  positif,  ou  si  a  est  moindre  quo  i,  l'inle- 


gralc  aura  pour  valeur 


P^ 


A  ~ o 


et  restera  finie,  tandis  quo  si    i  — -a  est  négatif",  ou  si  a 
est  plus  grand  que  i,  l'intégrale  acquerra  une  valcmr 


cl-X 

X- 


et  croîtra  indéliniinent. 

On  sait  du  reste,  par  l'exenq^le  de  riiyperbolo  du 
second  degré,  que,  si  a  =:  i ,  l'intégrale  prendra  une 
valeur  infinie. 

La  condition  pour  quo  l'aire  leste  finie  est  donc 

a<i. 

C'est  ce  qui  arrive  pour  chacune  des  asvmplotos  dos 
doux  courbes,  conjuguées  l'une  de  l'autre, 


ot  y 


/'  —  -'''''  /.r^  —  I 

La  condition  peut  s'exprimer  sous  une  forme  préfé- 
rable :  elle  signifie  que 

.r  cp  (  d:.'  I 

doit  tendre  vers  o  pour  x  ^=  o. 

Mais  .V,  dans  ce  qui   pré('èdc,  représente  la  dislance 
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i>  -11  1       '    I'  a(x)  ,         . 

d  un  point  de  la  courbe  a  1  asymptote  et  ^-^^ — -  représente 

l'ordonnée  de  la  courbe;  or,  si  l'on  fait  intervenir  un 
changement  d'axes,  la  distance  d'un  point  de  la  courbe 
à  son  asymptote  changera  simplement  d'expression,  et 
quant  à  l'ordonnée,  restée  infinie,  du  point  de  la  courbe, 
elle  sera  simplement  multipliée  par  un  rapport  de  sinus, 
de  sorte  que  si,  dans  un  système  d'axes,  le  produit  de 
l'ordonnée,  devenue  infinie,  d'un  point  d'une  branche 
indéfinie  d'une  courbe,  par  la  distance,  évanouissante, 
d'un  point  de  cette  brandie  à  son  asymptote,  tend  vers 
zéro  ou  croît  indéfiniment,  il  en  sera  de  même  dans  tout 
autre  système  d'axes. 

On  pourrait  donc,  les  axes  étant  quelconques  et 
l'équation  de  l'asymptote  à  la  branche  de  courbe  con- 
sidérée étant  y  —  ex  —  d^o,  se  borner  à  évaluer  la 
limite  yers  laquelle  tendrait  le  produit 

y{y—cx  —  cl), 

lorsque  x  croîtrait  indéfiniment  :  l'aire  comprise  entre 
la  courbe  et  son  asymptote  serait  finie  ou  infinie,  selon 
que  la  limite  trouvée  serait  nulle  ou  infinie. 

Mais,  lorsqu'il  s'agit  d'une  courbe  algébrique,  la  con- 
dition peut  recevoir  une  expression  géométrique  très 
simple  et  dont  l'existence  sera  toujours  facile  à  vérifier. 

L'équation  d'une  courbe  algébrique  ayant  pour  asym- 
ptote l'axe  des  y  est  de  la  forme 

xy"^-^  -h  ( ax-  A-  bx  ^  c )j'"~-  -T- .  .  •  =  o ; 

il  s'agit  d'exprimer  la  condition  pour  que  le  produit 
de  X  tendant  vers  zéro  par  y  devenu  infini  tende  vers 

zéro.  Posons  j"i' =  z,  d'où    }==:-■,  la  relation   entre  z 


el  .r  sera 

zf't-i-^  {ax^+  bx  +  c)z"'-^- 

Cette  équation,  pour  a:=io,  a  toujours  au  moins 
(//i  —  2)  raeines  nulles,  qui  sont  les  produites  des 
(m —  2)  valeurs  finies  de  y  par  x  devenu  nul:  la  der- 
nière est  c.  Ainsi,  pour  que  le  produit  de  a:  =  o  par 
y  =  00  soit  nul,  il  faut  que  c  =  o,  c'est-à-dire  que 
l'asymptote  coupe  la  courbe  en  trois  points  situés  à 
l'infini. 

Telle  est  la  condition  générale  pour  que  l'aire  com- 
prise entre  une  courbe  algébrique  et  son  asymptote  soit 
finie. 

Mais  cela  suppose  que  la  courbe  n'ait  pas  d'autres 
asymptotes  parallèles  à  celle  que  l'on  considère.  Dans 
le  cas  contraire,  on  trouverait  par  le  même  calcul  qu'il 
faudrait  que  l'asymptote  considérée  coupât  la  courbe  à 
l'infini  en  un  nombre  de  points  égal  à  3  -h  le  nombre 
des  asymptotes  parallèles  à  la  première. 

Corollaire.  —  Dans  l'exemple  qui  nous  a  servi  précé- 
demment, des  deux  couibes  )'=  —=z^  ctjK  = 


\l  \  —  X-  1^ X- —  l 

conjuguées  l'une  de  l'autre,  les  quadratrices  avaient  la 
même  période,  réelle  dans  l'une  et  affectée  du  signe 
\—-f-  dans  l'autre.  Le  fait  est  évidemment  général,  parce 
que  si  une  courbe  a  pour  conjuguée  une  autre  courbe, 
réciproquement,  la  seconde  a  pour  conjuguée  la  pre- 
mière, et  les  anneaux  fermés  réels  de  l'une  se  retrouvent 
imaginaires  dans  l'autre. 

Remarque.  —  11  n'y  aurait  pas  lieu  de  rechercher 
des  périodes  imaginaires  dans  les  aires  des  conjuguées 
qui  ne  toucheraient  que  l'enveloppe  imaginaire,  parce 
que  ces  conjuguées  ne  pourraient  pas  présenter  d'an- 


(  5.8  ) 
iieaux  fermés.  En  efl'et,  on  ne  pourrait  même  j)as  leur 
mener  de  tangentes  parallèles  à  leurs  cordes  réelles,  car 
le  point  de  contact  d'une  pareille  tangente  réunirait 
deux  points  imaginaires  conjugués  et  serait,  par  con- 
séquent, réel,  c'est-à-dire  appartiendrait  à  la  courbe 
réelle. 

18.  Des  périodes  cj  cliques  ou  logarithniiques.  —  11 
nous  reste  à  parler  d'une  classe  particulière  de  périodes, 
dont  la  théorie  et  la  génération  n'ont  rien  de  particu- 
lier, mais  qui  s'expi'iment,  dans  tous  les  lieux,  d'une 
façon  exceptionnelle  très  simple.  Ce  sont  les  produits 
par  y/ —  1  des  aires  d'anneaux  fermés  qui  se  séparent 
des  conjuguées  auxquelles  ils  appartiennent,  lorsque  les 
caractéristiques  de  ces  conjuguées  tendent  à  venir  se 
confondre  avec  les  cocflicients  angulaires  des  asymptotes 
du  lieu. 

Si  une  asvmptote  d'une  courbe 'algébrique  de  degré  m 
coupe  la  courbe  en  (m  —  2)  points  à  distance  finie,  les 
deux  branches  correspondantes  de  la  courbe  se  trouvent 
de  part  et  d'autre  de  l'asymptote  et  la  touchent  à  l'in- 
fini à  ses  deux  extrémités  opposées.  Ces  deux  branches 
présentent  chacune  un  certain  nombre  de  points  d'in- 
flexion, à  partir  du  dernier  desquels  chacune  des 
branches  ne  formera  plus  qu'un  arc  dont  les  points  se 
rapprocheront  de  plus  en  plus  de  l'asymptote.  Si  l'on 
conçoit  à  ces  deux  arcs  terminaux  deux  tangentes  paral- 
lèles, très  peu  inclinées  sur  la  direction  de  l'asymptote, 
une  parallèle  quelconque  à  ces  deux  tangentes,  et  com- 
prise entre  elles,  coupera  le  lieu,  à  distance  iînie,  en  des 
points  infiniment  peu  éloignés  de  ceux  où  l'asymptote 
elle-même  coupe  déjà  ce  lieu  à  distance  finie,  c'est-à-dire 
en  ui  —  2  points.  Mais  il  en  manquera  deux,  situés  à  des 
dislances  plus  ou  moins  grandes  :  d'tn'i  il  faut  conclure 


(  '"V)  ) 
que  les  deux  langeiiles  coinprendronl  entre  elles  un  an- 
neau de  la  eonjuguée  avant  pour  caractéristique  leur 
coeKîcient  angulaire  coniuiun,  anneau  d'ailleurs  com- 
plètement isolé  des  autres  branches  de  la  même  conju- 
guée. Le  produit  par  y —  i  de  l'aire  de  cet  anneau 
fermé  sera  une  des  périodes  de  la  quadralrice  de  la 
courbe;  c'en  sera  une  période  cyclique. 

Tous  ces  anneaux  ont  même  aire  :  le  fait  n'a  pas  be- 
soin d'une  nouvelle  démonstration;  mais  à  la  limite  ils 
deviennent  des  ellipses,  dont  1  aire  constante  peut  être 
évaluée.  Ces  ellipses  recouvrent  deux  fois  l'asymptote, 
comme  si  l'équation  de  la  courbe  était  du  second  degré 
et  représentait  une  livperbole. 

En  elïet,  si  l'asymptote  en  question  a  été  prise  pour 
axe  des  j' et  que  l'équation  de  la  courbe  soit 

xyiii-i^  (^ax'--\-  hx  -I-  c  )/'"-2  -1-.  .  .  =  o, 

on  a  vu  que  le  produit  de  a\  tendant  vers  zéro  par  y 
devenu  infini,  a  pour  limite  — c.  Cela  signifie  que  les 
deux  branches  de  la  courbe,  asymptotes  à  l'axe  des  y, 
tendent  à  se  confondre  avec  l'hyperbole  du  second 
. degré 

et,  par  conséquent,  que  l'une  des  conjuguées  du  lieu 
tend  à  se  confondre,  dans  une  de  ses  parties,  avec  une 
conjuguée  de  l'hyperbole  xy  =  —  c.  La  coïncidence  n'a 
lieu,  il  est  vrai,  que  lorsque  les  cordes  réelles  delà  con- 
juguée sont  devenues  parallèles  à  l'asymptote  ;  mais,  à 
ce  moment,  l'anneau  considéré  de  la  conjuguée  devient 
une  ellipse  indéfiniment  allongée  et  indéfiniment  apla- 
tie; d  un  autre  côté,  l'aire  enveloppée  par  cet  anneau, 
tout  en  changeant  de  figure,  a  conservé  la  même  valeur  ; 
on  peut  donc   prendre  pour  cette  valeur  celle  de  l'aire 
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de  l'ellipse,  laquelle  est  ±  ir^c,  de  sorte  que  la  période 
est 

±n~c  \J —  I . 

19.  Relation  entre  les  tu  périodes  cycliques  d\in  lieu 
de  degré  m.  —  La  quadratrice  d'une  courbe  de  degré  m 
a,  en  général,  m  périodes  cycliques;  mais  ces  périodes 
ne  sont  pas  indépendantes. 

En  eil'et,  soit 

(y  —  ai  X  —  bi){y  —  OiX  —  b,  ).  .  .iy  —  a,nX  —  b,„  ) 

l'équation  de  la  courbe. 

Si  l'on  voulait  rendre  nulle  la  période  cyclique  rela- 
tive à  l'asymptote  y  —  a^  x  —  è,  =  o,  il  faudrait  faire 
en  sorte  que  cette  asymptote  coupât  la  courbe  en  m  —  3 
points  seulement  à  distance  finie;  mais,  en  éliminant jy 
entre  l'équation  de  la  courbe  et  y  =  a^x-\-b^^  on 
trouverait 

/              *i\ 
x'n-1  o,„_2  I  I ,  a,  H 1-1-  x"^-^ . . .  =  o  ; 

de  sorte  que  pour  faire  disparaître  le  terme  en  x'""^,  il 
faudrait  faire  en  sorte  que  tpTO_o(i,  a^)  fût  nul. 

On  pourrait  bien  ainsi  faire  disparaître  m  —  2  pé- 
riodes c) cliques  en  posant 

o_,  (i,  ^)  =  A- (^  -  a,)  (I -«,)...  (^ -«„,_,): 

mais,   pour  en  faire  disparaître  encore  une,  il  faudrait 
faire  A'  =  o,  et  alors  la  dernière  disparaîtrait  aussi. 

Ainsi  les  în  périodes  cycliques  de  la  quadratrice  d'un 
lieu  de  degré  m  sont  nécessairement  liées  entre  elles 
par  une  relation  telle  que,  si  7??.  —  i  d'entre  elles  sont 
nulles,  la  dernière  l'est  aussi. 


(  ^'-^I  ) 

Celle  relation  consiste  en  ce  que  la  nomme  des 
périodes  cj cliques  est  toujours  nulle,  pourvu,  bien  en- 
tendu, qu'on  en  tire  les  expressions  d'une  même  for- 
mule générale  5  car,  autrement,  chacune  d'elles  pouvant 
recevoir  le  double  signe  ±  y/ —  i ,  la  somme  totale  ne 
serait  pas  déterminée. 

Remarquons  d'abord  que,  si  l'équation  de  la  courbe  a 
été  mise  sous  la  forme 

les  axes  faisant  entre  eux  un  angle  a,  la  période  cyclique 
relative  à  l'asymptote  x  =  h  sera  exprimée  par 


2'r:(MA2  +  NA-HP)sina 


/- 


L 
Cela  posé,  soit,  en  coordonnées  rectangulaires, 

(y  —  a^x  —  biMy  —  a.yX  —  b^)..  .{y  —  a,nX—  b„i) 


'?"-('•;)+••■=" 


l'équation  de  la  courbe  :  rendons  l'axe  desj  parallèle  à 
l'asymptote  r  =  a,  :c  H- Z>,,  sans  changer  l'origine,  ni 
l'axe  des  j:,  les  formules  de  transformation  seront 

X  =  x' -i-y  cosTLi         et        y^y's'inxi, 

a,  désignant  l'angle  dont  la  tangente  est  «|. 
La  substitution  donnera 

( —  Uix'  —  èi)[^'(sinai  —  a-iCOSOLi)  —  a.2x'  —  ^2].  .  . 
x[y'{sincci—a,„cos(Xi)~a,„x'—b„,] 

-^^,n-2{^'  -^y  cos'Xi,y'sinoci)-i-.  ..  =  0; 

en  conséquence,  le  coefficient  de  x'j''""'  sera 

L  =  —  ai  cos'"-'  ai  (ai  —  «2)  (ai  —  aj). .  .(ai  —  a,„). 
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Quant  au  ternie  en  7'"*^-,  qui  proviendrait  de 

( —  a^^x' —  bi)  [j>'(sinai  —  a^  cosai    —  a^x'  —  62].  .  . 
x[y(sina,  — flt„,cosai)  — a,„a?'—  6,„], 

il  disparaîtrait  de  lui-nième,  quand  on  y  ferait 

a^x'  -{-  bi  =  o, 

il  sera  done  inutile  de  le  transcrire. 

Il   reste   à   eliercher  la  partie  utile  du  coeflieieiit   de 

y"'~^  dans 

ç,,„_2  '  J"'  -^ y  cos  a,,  y  sin  a,  ). 

Ce  coefficient  est  simplement 

cp„,_2(cosai,  sinxi), 
ou,  à  cause  de  l 'homogénéité  de  cette  foiietion, 

COS'«-23(,Ç),„_2(l,  «1). 

La  période  cyclique  relative  à  l'asymptote 

y  —  aiX  —  bi  =0 
est  donc 

2r /— I  cos'>'-'^0LtO,n-:i{i,  «i  )  siiia, 
—  «1  cos'«-'ai(  ai —  «2)  («1  —  «3  ).  . .(  «1  —  a„i) 

ou,  simplement, 

■2T.  y/— I  tp/^-ali,  ('i  ) 


(ai  —  a2)(ai  —  as). .  .(a,  —  «,„) 

Les  autres  s'exprimeraient  de  la  même  manière. 

Mais  un  polynôme  de  degré  (m  —  -2)  est  déterminé 
par  (m  —  i  )  substitutions  et,  d'après  la  formule  de 
Lagrange, 

,  (a  —  a=>)(a  —  a^).  .  .(a  —  a„,_i) 

'       -     ■  *       ■  '^  (ai  — a2)(ai  — a3)...(ai  — a,„_i) 

_^^^  (g  —  ai)  (g  —  as).  .  .(a  —  a„i-i  ) 

r/K-2   I,  «2;  (^^^^_^j-,(^ff,„^,^,_  _,  ai  —  a,n-i) 

-+- 

(g  —  ai). ..(a  —  a,»-2  ) 

~T-  '~i  in  —  i^  '  )  (f  in-l  )  ,  „  ^    \         t  ^  ^  \' 


(  5^3  ) 
En   remplaçaiiL,    dans   celle    idcnlilé,   a    [)ar   «„,,    il 
vîenl 

(  a,„  —  «2  )  •  •  •  (  «w  —  O-in- 1  ) 


■?w-2(i>  «/«-l) 


(a,  —  a2)...(ai  —  a,„_i) 
(«/»  —  «i)-  •  -(q^/»  —  «w-l) 
(«2  —  «1)..  .(«2  — «/w-l) 

(  «,„  —  «!)...(  ani  —  «„i-2  ) 


(<^m-l  —  <^l)-  •  •(^/«  — 1  — ^/«— 2) 


ou,  en  nuilliplianl  les  deux  ternies  de  la  première  frac- 
tion du  second  membre  par  (a,  —  «/«),  les  deux  termes 
de  la  seconde  par  («o  —  'T'ni)i  ■•■■>  divisant  les  deux 
membres  par 

(Um  —  «1  )  (  a,n  --  «2  j  •  .  •  (,  «/«  —  «/«-l  ), 

et,  faisant  tout  passer  dans  le  premier  metnbre, 

?/«-2(i,ai)  _ 


2 


Cp,„-2(l.«l)      _ 


c.  Q.  F.  n. 

20.  Théorème.  —  Les  périodes  cj  cliques  de  la  qua- 
dralrice  d'une  courbe  algéhrique  de  degré  m  sont  les 
produits  par  îTîy/ —  i  des  racines  d'une  équation  algé- 
brique de  degré  ni^  manquant  de  second  ternie,  et  dont 
les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  ceux 
de  l'équation  de  la  courbe. 

En  ed'et,  soit  27ry/ —  i  R  Tune  des  périodes  cycliques, 
R  est  donné  par  la  formule 


a  désignant  lo  coefliciont  angulaire  de  l'une  des  asym- 
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ptotes,  racine  de  l'équation  C5,„(rt)=:  o,  de  sorte  que  les 
valeurs  de  R  seraient  les  racines  de  récjuation  qu'on  ob- 
tiendrait en  éliminant  a  entre  les  équations 

^—  - — -j—, — —  et         Q„,(rt)  =  o. 

Mais  les  coefficients  de  '-3„,_o(i,  a)  ne  sont  pas  expli- 
cités dans  l'équation  de  la  courbe  ;  car,  dans  ce  qui  pré- 
cède, o m-i{^x ,  y-')  désigne  la  diilérence  entre  l'ensemble 
des  termes  de  degré  (m —  2)  du  premier  membre  de 
l'équation  de  la  courbe,  lesquels  seuls  sont  connus 
d'avance,  et  l'ensemble  des  termes  de  degré  (m  —  2)  du 
produit 

{y  —  «1-^  —  ^i  )(7—  a-iX  —  bi). .  .(y  —  a,,,^—  b,n). 

Mais  l'expression  générale  d'un  terme  de  degré 
(m  —  2)  de  ce  produit  est 

biboiy  —  aiX){y  —  a'^x).  ..(y  —  a,ax) 
ou 

ç„,_,  Ci,  «i)'^/,,-,!"!,  «o) 

'(y—aiX\{y  —  a;X)...{y  —  a,nx), 


?'/«(l,«l)?'m(l>«2) 


o,„_,(x,j  )  désignant  l'ensemble  connu  des  termes  de 
degré  {m  —  i)  du  premier  membre  de  l'équation  de  la 
courbe,  telle  qu'elle  est  donnée,  de  sorte  qxie  l'ensemble 
des  termes  que  l'on  cherchait  est 

Or  les  coefficients  de  cette  fonction  de  x  et  àiQ. y  seront 
des  fonctions  symétriques  de  at,  an,  ...,  rt,,,;  ils  s'expri- 
meront donc  rationnellement  en  fonction  des  coefficients 
de  '^„i(a:,T);  par  conséquent,  les  coefficients  de  '^m^:>  (^, j) 
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ou  ceux  de  ',p,„_o(i,  a)  s'exprimeront  aussi  laliouuelle- 
ment  en  fonction  des  coelFicieuts  donnés  de  l'équation 
de  la  courbe. 

Donc  les  coefficients  de  l'équation  en  R  seront  des 
fonctions  rationnelles  des  coefficients  de  l'équation 
donnée  de  la  courbe  proposée. 

Ainsi,  la  théorie  des  périodes  cycliques  est  ramenée  à 
celle  des  équations  algébriques.  On  pourra  savoir  si  la 
quadratrice  d'une  courbe  a  des  périodes  cycliques  égales, 
si  les  quadralrices  de  deux  courbes  ont  des  périodes  cy- 
cliques communes,  etc.  ('). 

21.  Classijicntioii  des  (/iiadratrices  des  courbes  al- 
gébriques d'après  le  nombre  et  V espèce  de  leurs  pé- 
riodes. —  D'après  la  théorie  qui  a  été  exposée  dans  ce 
qui  précède,  les  périodes  de  l'intégrale  quadratrice  d'une 
courbe  algébrique  sont  représentées  par  les  aires  d'an- 
neaux fermés  de  la  courbe  réelle,  des  conjuguées  de 
cette  courbe  ou  de  l'enveloppe  imaginaire;  mais  les 
figures  géométriques  de  ces  anneaux  ne  dépendent  pas 
du  choix  des  axes  ;  les  périodes  de  l'intégrale  quadra- 
trice d'une  courbe  restent  donc  toujours  les  mêmes, 
quels  que  soient  les  axes  auxquels  celte  courbe  soit 
japportée. 

jNous  savons  dans  quelles  conditions  les  périodes  cy- 
cliques peuvent  disparaître. 

D'un  autre  côté,  si  un  anneau  fermé  de  la  courbe 
réelle  ou  dune  conjuguée  devient  accidentellement 
évanouissant,  Taire  qu'il  enveloppait  sera  nulle  et  la 
quadratrice  de  la    courljc  perdra  une  de  ses  périodes, 


(' )  Ce  dernier  théorème  ne  se  trouve  pas  dans  ma  Théorie  des 
fonctions  de  variables  imaginaires  ;  il  n'a  été  publié  qu'en  1876. 
dans  les  Comptes  rendits  des  séances  de  /'Académie  des  Sciences. 
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réelle  clans   le   pieniier  cas,   et  imaginaire  sans  partie 
réelle  dans  le  second. 

DaTis  l'un  et  l'autre  cas,  il  se  forme  dans  la  courbe 
un  point  double  réel.  C'est  évident  dans  le  premier  cas 
et  facile  à  voir  dans  le  second,  parce  qu'un  anneau 
fermé  de  conjuguée  est  toujours  tangent  à  la  courbe 
réelle  en  deux  points  appartenant  à  deux  branches  dis- 
tinctes et  que  ces  deux  points  doivent  forcément  se  réu- 
nir en  un  seul  pour  que  l'anneau  s'évanouisse.  Nous 
avons  démontré,  en  elïet,  que  les  conjuguées  qui  ne 
louclient  que  l'enveloppe  imaginaire  ne  peuvent  pas 
présenter  d'anneaux  fermés. 

Le  fait  est  encore  facile  à  constater  lorsqu'il  s'agit  d'un 
anneau  fermé'  de  l'enveloppe  imaginaire,  composé  de 
points  imaginaires  conjugués  deux  à  deux  :  lorsqu'un 
pareil  anneau  devient  évanouissant,  la  période  repré- 
sentée par  l'aire  qu'il  enveloppait  disparaît,  et  en  même 
temps  il  se  forme  un  point  double  réel,  léunion  de  deux 
séries  de  points  imaginaires  conjugués  deux  à  deux. 

Enfin,  le  cas,  plus  général,  où  deux  périodes  imagi- 
naires conjuguées  seraient  liées  à  l'existence  simultanée, 
dans  l'enveloppe  imaginaire,  de  deux  anneaux  composés 
chacun  des  points  imaginaires  conjugués  de  ceux  qui 
formeraient  l'autre,  rentre  encore  dans  les  précédents, 
mais  présente  une  particularité  qui  consiste  en  ce  que 
les  deux  périodes  ne  peuvent  disparaître  qu'en  même 
temps  et  par  la  formation  simultanée  de  deux  points 
doubles. 

Supposons,  s'il  s'agissait  d'une  équation  à  coefficients 
imaginaires, 

P  _L-  Q  sj^\    =  O, 

qu'on  l'ait  complétée  par  l'addition  du  facteur 
P  _  Q  y/zrr  =  o, 


s -S' 
S-S 
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de  lacoii  ;i  obtenir  1  ô(]uaLion 

Les  deux  périodes  imaginaires  conjuguées  seront  re- 
présentées par  les  formules 

S  +  S'        S-S'   /- 

et 

t'        s         S  +  S' 

I    =  '2  »  I 

■J,  1 

elles  s'évanouiront  en  même  temps  si  les  anneaux  dont 
les  aires  sont  S  et  S'  se  réduisent  à  deux  points  imagi- 
naires conjugués  parce  que  l'arc  dont  l'aire  est  Si  se 
réduira  alors  aussi  à  un  seul  point;  mais  les  deux  points 
imaginaires  conjugués  où  se  seront  concentrées  les 
deux  suites  de  points  imaginaires  conjugués  qui  con- 
stituaient les  deux  anneaux  seront  alors  deux  points 
doubles. 

C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  dans  le  système  des 
deux  cercles  imaginaires  conjugués,  représentés  par 
l'équation 

X  [(.T  —  a-i-ù\/—i)''  +  {y  —  a'-}-b'\/—iy  —  {r  —  r' ^ ^ \)']  =o, 
Les  deux  périodes  sont 

'7t(/-  +  /'' /— 1  )"     et     Tc (/•—/•'/ — i)"; 

elles  ne  s'annulent  ni  l'une  ni  l'autre  que  pour  /■  =  o  et 
/•'  =  G,  mais  alors  le  lieu  acquiert  deux  points  doubles, 

l  X  ^  a  -^b  y/—  I , 

(  y  —  a  -\'  b'sj —  1, 
et 

^  X  —  a  —  b  \J —  I , 

(  y  ^  a'  —  b'  /—  1 . 
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Remarque.  —  Les  Jeux    péi'iodes  I  el  F  s'évanoui- 
raient aritlimétiquenient  sans  disparaître  géométrique- 
ment si  S,  S'  et  S,  satisfaisaient  aux  conditions 


S  —  S'  =  o        et        2  S,  —  ■ — '- —  :=  o; 


mais  ces  deux  conditions,  foituitemcnt  satisfaites,   se- 
raient d'ordre  transcendant. 

Ces  périodes  peuvent  souvent  disparaître  dans  des 
conditions  analogues,  sans  que  leur  disparition  entraîne 
la  formation  de  points  doubles,  comme  nous  aurons 
occasion  de  le  dire  plus  loin;  mais  ce  n'est  pas  de  ce 
genre  de  réduction  dans  le  nombre  des  périodes  que 
nous  nous  o{;cupons  ici.  ^ous  cliei'chons  à  fixer  les  con- 
ditions dans  lesquelles  la  valeur  d'une  période  devient 
nulle  en  même  temps  que  sa  représentation  géomé- 
trique devient  évanouissante;  et  nous  trouvons  que, 
dans  tous  les  cas,  la  condition  consiste  en  ce  qu'il  se 
forme  dans  le  lieu  un  ou  deux  points  doubles,  selon 
qu'il  s'agit  de  faire  disparaître  une  période  réelle,  ou 
imaginaire  sans  partie  réelle,  ou  deux  périodes  imagi- 
naires conjuguées.  {A  suivre.) 


ERRATA. 


Page  355,  lisne  12,  au  lieu  de  — " ;  lire  — ^ »  el,  au  lieu  de 

7/i+i  '/«— V 

(  u  —  v)  lire  {n  —  v). 

Page  35G,  ligne  16,  remplacer  le  premier  signe —  par  —. 

Page  36o,  ligne  7,  au  lieu  de  1  +  h  lire  1  +  /.'. 

Page  36i,  ligne  3,  au  lieu  de  a^<3  lire  «„5„. 

Page  36i,  ligne  4,  remplacer  le  dernier  signe  =:  par  — . 

Page  365,  ligne  18,  au  lieu  de  (l'i)  lire  (i3). 


(  -'^9  ) 


DÉMO\STRATIO\   DES    TIIEORÈHES    l)E    IMSCAL    ET    DE 
ORIWCIIOA  SLR  LES  HE\AGO\ES  l.\SCRITS  ET  tlRCOX-'^ 

SCRITS; 

Par  m.  p.  SOULIER, 

Actuaire  de  la  C'"  le  Phénix. 


Il  esl  facile  de  construire  dans  l'espace  un  hexagone 
gauche  dont  les  côtés  opposés  i  et  f,  2  et  5,  3  et  6\se  ren- 
contrent deux  à  deux  en  trois  points  a,  h,  c. 

Par  les  six  sommets  de  riiexagoneon  peut  faire  passer 
une  double  iuiiiiiié  de  coiies  du  second  degré.  Le  lieu 
des  sommets  de  ces  cônes  est  une  surface  qui  rencontre 
le  plan  déterminé  par  les  trois  points  nhc  suivant  une 
courbe  s. 

Si,  d'un  point  de  la  courbe  ,s-  comme  point  de  vue,  on 
considère  la  perspective  de  l'hexagone  sur  un  plan  quel- 
conque, les  perspectives  des  six  sommets  seront  sur  une 
conique  et  les  perspectives  des  trois  points  a,  />,  c  seront 
en  ligne  droite. 

Ou  a  donc  ainsi  la  démonstration  de  ce  théorème  de 
Pascal  :  Les  points  cV intersection  des  côtés  opposés  i  et 
4,  "i  et  ô^Zet  ()  d'un  hexagone  inscrit  dans  une  conique 
sont  en  ligne  droite. 

Le  théorème  de  Brianchon  sur  l'hexagone  circonscrit 
peut  se  démontrer  d'une  façon  analogue. 

Jl  existe,  en  effet,  une  double  infinité  de  cônes  du 
second  degré  tangents  aux  six  côtés  d'un  hexagone 
gauche,  et  le  lieu  de  leurs  sommets  est  une  surface  S. 

Les  trois    diagonales  de  l'hexagone  déterminent  un 
hyperboloïde  qui   rencontre  la  surface   S  suivant  une 
certaine  courbe. 
Ann.  de  Mathémat.,  3-  série,  l.  I\.  (Novembre  1S90.)       o\ 


(  o6o  ) 
Si,  d'un  point  de  celte  courbe  comme  point  de  vue,  on 
met  l'hexagone  en  perspective,  sa  perspective  sera  un 
hexagone  circonscrit  à  une  conique,  dont  les  trois  dia- 
gonales  seront  concourantes;  ce  qui  démontre  le  iheo- 
lème  de  Brianchon. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  ^lATIlÉMATlQUES 

(coxcoi'KS  DE  mo). 


Mathématiques  élémentaires. 

On  donne  deux  droites  xOx',  yOy',  qui  se  coupent  en  un 
point  O,  et  sur  la  première  un  point  A,  sur  la  seconde  un 
point  B.  Une  droite  mobile  rencontre  xOx'  en  M  et  jOj'  en 
N,  et  l'on  suppose  que  la  longueur  MN  est  égale  à  la  somme  ou 
à  la  valeur  absolue  de  la  différence  des  longueurs  AM  et  BN  : 

1°  Démontrer  qu'il  y  a  deux  séries  de  droites  qui  satisfont  à 
cette  condition.  Trouver  combien  on  peut  faire  passer  de  ces 
droites  par  un  point  donné  P  du  plan.  Construire  ces  droites 
et  distinguer  parmi  ces  droites  celles  pour  lesquelles  la  lon- 
gueur MN  est  la  somme  des  longueurs  A  M  et  BN  de  celles 
pour  lesquelles  elle  en  est  la  différence; 

■}°  Soit  MN  une  droite  appartenant  à  l'une  des  deux  séries; 
démontrer  que  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  OMN  est  une  conique  qui  a  un  foyer  au  point  O,  et 
que  l'enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OMN  est  un 
cercle. 

Mathématiques  spéciales. 

On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  P  dans  son  plan  : 
t"  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  S  inscrites  dans 
le  triangle  ABC  et  qui  sont  vues   du   point  P   sous  un  angle 

donné  w; 

2°  Discuter  ce  lieu  en  supposant  que  le  point  P  se  déplace 
dans  le  plan  du  triangle; 

3°  Démontrer   que,  si   l'angle  donné  w  est  droit,   toutes  les 
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coniques  s  sont  aussi  vues  sous  un  angle  droit  d'un  auti  c;  poiiil 
P'.  Montrer  que,  dans  ce  cas,  si  le  point  P  se  déplace,  la  droite 
PP'  passe  par  un  point  fixe  I,  et  que  le  produit  IP.IP'  est 
constant. 


Composition  sur  l'A/uilysc  et  ses  applications 
géométriques. 

Théorie.  —  Définir  ce  qu'on  entend  par  un  sjstème  com- 
plet d'équations  linéaires  et  homogènes  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre. 

Exposer  la  méthode  d'intéi^ration  <le  Mayer. 

Application.  —  Intégrer  le  système  suivant 

■^1  A's  /^  1  -f-  (  3  a^i  n  —  2  ^1 3^6  —  2  ./-.i  -ys  )IH 

—  (aj-f —  xx^x^^  Sj'iJ-.î —  ■ix^X(,')p,^ 

■+"^1/^5  — (3 a-f  —  ■>. 3", a:-., -r-  3374375—  ■>.X„X(,)pz  =z  o 

a"2/>2— •2"3/'3-+-2(.r.  —  a"6)/Ji  — j-5/j5-f-3(.r4  — .rg)/?B=  o. 

où  l'on  a  posé 


Composition  de    Mécanique  rationnelle. 

On  donne  un  tétraèdre  non  pesant  OABG  dans  lequel 
l'angle  trièdre  O  est  trirectangle,  et  dont  les  arêtes  OA, 
OB,  OC  ont  respectivement  pour  longueurs  a,  b,  c  : 

1°  Déterminer  les  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  central 
d'inertie,  c'est-à-dire  de  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre 
de  gravité  G  du  tétraèdre,  dans  l'hypothèse  suivante 

a  —  ^i,         A  =  y/ 1  )         c  =  y' 3 ; 

1°  On  imprime  au  tétraèdre  une  rotation  initiale  autour 
d'un  diamètre  GD  de  l'ellipsoïde  central,  et  l'on  propose  d'é- 
tudier le  mouvement  de  ce  tétraèdre  autour  de  son  centre  de 
gravité  G.  On  déterminera  sa  position  dans  l'espace  à  une 
époque  quelconque.  Les  composantes /Jq)  Ço,  ''o  de  la  rotation 
initiale  |)ar  rapport  au   grand   axe,  à  l'axe   moyen  et  au  petit 


(  :>^2  ) 

axe  de   l'ellipsoïde   central  d'inertie   ont   respectivement  pour 
valeurs 

On  rappelle  que  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un 
point  fixe  peut  être  déterminé  par  les  équations 

A  -f-  -i-  (  (j  —  H  )qr  =  L,  p  =  sin  0  sin  o  -y-^  H-  cos'^  -;-  ? 

^  dfl       ,  K        r.  X  1.»  ■    r.  '''']'         •        d% 

B  — -  -i-  (  A  —  G  )  rp  —  M,  q  =  sin  0  cos  o  -^^  —  sin  es  -^-, 

dt        ^  '  '  ^  '  dt  '  dt 

r,  dr       ,^        .  .  „  ^  d'il        d^ 

C_+(B-A)/,.y=N,  .  =  eos6^-u-;. 


AGRÉfiATIOX  DES  SCIENCES  MATHÉMATIOIES 
(C0\C01RS  DE  1801). 


PROGRAMME    DES   QIESTICXS   D  ANALYSE    ET    DE    MECAMQIE 
d'où    SERA    TIRÉ    LE    SUJET    d'uNE    DES   COMPOSITIONS    ÉCRITES. 

Analyse. 

Etude  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre 

dans  laquelle  z  désigne  une  fonction   des  deux  variables  indé- 
pendantes X,  y,  et  où  l'on  a  posé 

ôz  ùz 

'         Ox  ■'        ()y 

Intégrale  complète.  Intégrale  générale.  Intégrale  singulière 
dans  le  cas  oîi  l'une  au  moins  des  intégrales  complètes  repré- 
sente une  surface  ayant  une  enveloppe. 

Surfaces  intégrales.  Caractéristiques. 

ISIéthode  d'intégration  de  Lagrangc  et  Charpit. 

Ouvrages  a  consulter  : 
Lagrange.    —   Mémoire    sur   l'intégration   des    équations   aux 
différences  partielles   du  premier   ordre  {Œuvres  de  Lagrange, 
t.  III,  p.  549). 
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D.vnnoux.  —  Mémoire  sur  les  solutions  si/iguliéres  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  (I"  Partie,  à  l'excep- 
tion des  S  8,  9  et  13). 

JouDAN.  —  Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique. 

Serret.  —  Cours  de  Calcul  différentiel  et  intégrcd. 

Picard.  —  Cours  d'Analyse  professé  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Paris. 

GouRSAT.  —  Leçons  sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre. 

Mécanique. 

Equations  de  Lagrange.  Equations  canoniques.  IVIctliode  de 
Jacobi  ramenant  l'intégration  d'un  système  canonique  à  la 
recherche  d'une  intégrale  complète  d'une  équation  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre. 

Ouvrages  a  consulter  : 

Lagrange.  —  Mécanique  analytique,  t.  I,    \ote  V^I  de  M.  Ber- 
trand. 
Jacobi.  —   Vorlesungen  iiber  Dynamik. 
Mathieu.  —  Dynamique  analytique. 
Despeyrous.  —  Cours  de  Mécanique. 
Appell.  —  Cours  de  Mécanique  rationnelle. 

SUJETS   DE   LEÇONS. 
Mathématiq nés  élémentaires . 

1.  Plus  grand  commiin  diviseur  et  plus  petit  multiple  com- 
mun de  deux  nombres  entiers.  (On  n'emploiera  pas  la  décom- 
position en  facteurs  premiers.) 

2.  Première  leçon  sur  les  nombres  premiers. 

3.  Conversion  d'une  fraction  ordinaire  en  fraction  décimale. 
Fractions  périodiques. 

4.  Racine  carrée  d'un  nombre  entier  à  moins  d'une  unité. 
Racine  carrée  d'un  nombre  quelconque  avec  une  approxima- 
tion donnée. 

T).   Fractions  continues  limitées.  Applications. 

6.  Notions  générales  sur  la  mesure  des  grandeurs.  Mesure 
du  fuseau,  mesure  de  l'aire  d'un  triangle  sphériquc. 

7.  Calcul  de  tt  par  la  méthode  des  isopérimètres.  Exposer 
sommairement  les  autres  méthodes  élémentaires  permettant  de 
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résoudre  la  même  question,  et  les  comj)arcr  à  la  méthode  des 
isopérimètres. 

8.  Transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Appli- 
cations. 

9.  Polyèdres  semblables. 

10.  Division  et  faisceaux  en  involution.  Applications. 

11.  Sphères  tangentes  à  quatre  sphères  données. 

12.  Sphères  tangentes  à  quatre  plans. 

13.  Triangles  sphériques.  Triangles  sphériques  polaires  réci- 
proques. Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'on 
puisse  construire  un  triangle  sphérique  avec  trois  côtés  don- 
nés, ou  avec  trois  angles  donnés.  (Pour  cette  leçon,  on  n'em- 
pruntera à  la  théorie  des  trièdres  que  la  propriété  suivante  : 
dans  un  trièdre  toute  face  est  moindre  que  la  somme  des  deux 
autres.) 

14.  Pôle  et  polaire  par  rapport  à  un  cercle  tracé  sur  une 
sphère.  Axe  radical  de  deux  cercles,  centre  radical  de  trois 
cercles  tracés  sur  une  sphère.  Applications. 

15.  Propriétés  générales  des  polyèdres.  Théorème  d'Euler; 
applications.  Nombre  des  conditions  nécessaires  pour  déter- 
miner un  polyèdre. 

16.  Démontrer  qu'une  ellipse  quelconque  peut  être  consi- 
dérée comme  la  projection  orthogonale  d'un  cercle.  Déduire 
de  là  les  principales  propriétés  de  l'ellipse. 

17.  Démontrer  que  toute  section  plane  d'un  cône  à  base 
circulaire  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  d'in- 
tersection des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  honio- 
graphiques.  Réciproque.  Application  à  la  démonstration  de 
quelques  propriétés  des  coniques.  (Consulter  les  Ouvrages 
suivants  :  Ciiaslks,  Traité  des  sections  coniques;  RoucuÉ  et 
DE  CoMBEROUSSE,   Traité  de  Géométrie.) 

18.  Di\ision  des  polynômes. 

19.  Décomposition  d'un  trinôme  du  second  degré  en  une 
somme  ou  en  une  difTérencc  de  deux  carrés.  Application  à  la 
résolution  de  l'équation  du  second  degré;  séparation  des 
racines  quand  elles  sont  réelles.  (On  ne  supposera  pas  que 
l'équation  du  second  degré  a  déjà  été  résolue  par  une  autre 
méthode.) 

20.  Décomposition  du  trinôme  x'* -\- p x- -^  rj  eu  un  produit 
de  facteurs  réels  du  second  degré:  application  à  la  résolution 
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(le  l'équation  Iticairco.  i  On  n»;  suj)[)oscra  pas  que  l'équalion  l)i- 
carrée  ait  été  déjà  résolue  par  une  autre  méthode.) 

21.  Théorème  des  projections.  Etablir  les  formules  relatives 
à  l'addition  des  arcs. 

2:2.  Vitesse  dans  le  mouvement  uniforme  et  dans  le  mouve- 
ment varié.  Elude  du  mouvement  uniformément  varié. 

23.  Composition  des  mouvements.  Composition  des  vitesses. 
Composition  de  deu\  mouvements  rectilignes  et  uniformément 
variés. 

2i.  Réduction  à  deux  forces  d'un  système  de  forces  appli- 
quées à  un  corps  solide.  Conditions  d'équilibre. 

2").  Définition  et  détermination  de  la  longitude  et  de  la  lati- 
tude d'un  point  du  globe  terrestre. 

26.  Méthode  des  rabattements,  des  changements  de  plan, 
des  rotations  en  Géométrie  descriptive.  Applications. 

27.  Résolution  des  angles  triédres.  (Géométrie  descriptive.) 

Mathématiques  spéciales. 

\.  Première  leçon  sur  les  déterminants. 

2.  Résolution  d'un  système  de  n  équations  du  premier  degré 
à/?  inconnues.  Cas  où  les  équations  sont  homogènes. 

3.  Décomposition  d'une  fonction  homogène  du  second  degré 
de  n  variables  en  une  somme  de  carrés  de  fonctions  linéaires 
homogènes  des  mêmes  variables.  En  supposant  ces  fonctions 
linéaires  indépendantes,  trouver  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  le  noml>re  des  carrés  se  réduise  an  —  p. 

4.  Fractions  continues  illiniilées;  fractions  continues  pério- 
diques; développement  des  irrationnelles  du  second  degré  en 
fractions  continues. 

5.  Première  leçon  sur  les  séries. 

6.  Expressions  imaginaires.  Calcul  de  ces  expressions. 

7.  Application  de  la  théorie  des  dérivées  à  l'étude  des  varia- 
tions d'une  fonction  d'une  seule  variable.  Exemples. 

8.  Définition  de  l'intégrale  définie.  Exemples. 

9.  Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  fonctions 
entières  d'une  même  variable  admettent  un  diviseur  commun. 
Application  à  l'élimination  d'une  inconnue  entre  deux  équa- 
tions algébriques  entières  et  rationnelles. 

10.  Calcul  des  fonctions  svnictriques  des  racines  d'une  équa- 
tion algébrique. 
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11.  Transformation  d'une  équation  alj;ébrique  dans  le  cas 
où  chaque  racine  de  l'équation  cherchée  doit  être  une  fonction 
rationnelle  d'une  ou  de  deux  racines  de  l'équation  donnée. 
Exemples. 

12.  Abaissement  des  équations  algébriques.  Exemples. 

13.  Théorème  de  Sturm.  Applications. 

li.  Méthode  de  M.  Ilermite  |)our  déterminer  le  nombre  des 
racines  réelles  d'une  équation  algébrique  qui  sont  comprises 
entre  deux  limites  données.  (Consulter  le  Cours  d'Algèbre 
supérieure  de  Serret,  t.  I,  4°  édition,  p.  g85.) 

15.  Résolution  algébrique  de  l'équation  du  troisième  degré. 

16.  Les  racines  d'une  équation  algéljrique  du  quatrième 
degré  étant  a,  h.  c,  cl,  on  pose 

y  =  ab  -î-  cd,         z  =  a  -i-  b  —  c  —  c?,         t  =  a  -^  b; 

montrer  qu'on  peut  résoudre  cette  équation  à  l'aide  des  trans- 
formées en  y,  en  z,  ou  en  /.  Comparer  ces  méthodes  de  réso- 
lution et  développer  l'une  d'elles. 

il.  Le  nombre  e  ne  peut  être  racine  d'aucune  équation  al- 
gébrique à  coefficients  entiers.  (On  pourra  consulter,  outre  le 
Mémoire  de  M.  Hermite  Sur  la  fonction  exponentielle. 
Comptes  rendus,  t.  LXXVII,  un  article  de  M.  Jules  Molk  in- 
séré au  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  2*  série, 
t.  XIV.) 

18.  Recherche  de  l'équation  d'un  lieu  géométrique  (Géomé- 
trie plane).  Exemples. 

19.  Étude  d'une  courbe  algébrique  dans  le  voisinage  d'un  de 
ses  points. 

20.  Recherche  des  sécantes  communes  à  deux  coniques. 
Application  à  la  détermination  du  nombre  de  points  réels  ou 
imaginaires  communs  à  ces  courbes. 

21.  Figures  polaires  réciproques.  Cas  où  la  conique  direc- 
trice est  un  cercle.  Applications. 

22.  Théorèmes  de  Desargues  et  de  Sturm.  Théorèmes  cor- 
rélatifs. Application  à  la  construction  des  coniques. 

23.  Équation  du  plan  tangent  à  une  surface  définie  par  les 
équations 

X  =  fiu.  ^■),         y  =  --^iu.  V).         z  =  'h{u.  v). 
Application  aux  surfaces  réglées. 


(  ^^7  ") 

:2i.  In  |ila[i  (l')c()U|)c  mu;  (jiiadriqiic  siiisant  iiru;  foniqiic 
à  centre:  furmcr  les  oqualions  des  axes  de  cette  conique  et 
calculer  les  longueurs  de  ces  axes.  (On  suppose  que  la  qua- 
drique  est  rapportée  à  des  axes  rectangulaires  quelconques.) 

25.  Foyers  dans  les  surfaces  de  second  degré. 

26.  Intersection  de  deux  quadriques  dans  le  cas  où  cette 
ligne  se  décompose. 

27.  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  dans  le  cas  où  la 
section  a  des  branches  infinies  (Géométrie  descriptive). 


C0\C01HS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLVTECII.MiilE  E\  1890. 


Composition  de  Géomt'trie  descriptive  (}). 

Une  sphère  pleine  ayant  été  percée  d'un  trou  conique,  repré- 
senter, par  ses  projections,  le  solide  restant. 

La  sphère  est  inscrite  dans  un  cube  de  o™,2  de  côté  dont 
une  des  trois  directions  d'arêtes  est  verticale,  et  une  autre 
perpendiculaire  au  plan  vertical. 

Le  cône  qui  traverse  la  sphère  a  pour  sommet  le  sommet 
du  cube  commun  à  la  face  supérieure,  à  la  face  postérieure  et 
à  la  face  de  gauche.  La  directrice  du  même  cône  est  la  circon- 
férence tangente,  en  leurs  milieux,  à  celle  des  diagonales  de 
cette  dernière  face  qui  ne  contient  pas  le  sommet  du  cône  et 
à  la  diagonale  parallèle  dans  la  face  opposée. 

On  placera  les  projections  du  centre  du  cube  à  o™,  9.1  de 
distance  l'une  de  l'autre,  de  manière  que  la  ligne  de  rappel 
ainsi  déterminée  ait  pour  milieu  le  centre  du  cadre  et  se 
trouve  parallèle  aux  grands  côtés. 

En  fait  de  constructions,  et  en  dehors  de  celles  qui  se  rap- 
portent aux  points  remarquables,  on  ne  laissera  subsister,  dans 
le  tracé  à  l'encre,  que  la  détermination  d'un  point  de  chaque 
courbe  et  celle  delà  tangente  en  ce  point. 


(  '  )  Deuxième  sujet. 
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CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  \OUHALE  SUPERIEURE 

m  1890. 


Ma  t  lié  mat  iq  u  es . 

1.  Entre  les  coordonnées  x,  y  d'un  point  A  et  les  coordon- 
nées u,  V  d'un  point  B,  on  établit  les  relations 


où  X  est  un  nombre  positif  donné. 

Après  avoir  déduit  de  ces  relations  l'équation  qui  relie  les 
coefficients  angulaires  a,  ^  des  droites  qui  joignent  l'origine 
aux  points  A,  B,  on  montrera  que,  en  général,  à  chaque  point 
A  correspondent  trois  positions  du  point  B  :  ces  points  Bi,  B.>, 
B3  peuvent-ils  être  réels  et  distincts?  Où  le  point  A  doit-il  se 
trouver  pour  qu'il  en  soit  ainsi?  Sur  quel  lieu  doit-il  être 
situé  pour  que  deux  de  ces  points,  Bj  et  B3,  par  exemple, 
soient  confondus?  Si  le  point  A  décrit  ce  lieu,  quels  sont  les 
lieux  décrits  par  les  points  confondus  B2,  B3  et  par  le  point  Bj? 

2.  Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  on  prend 
sur  l'axe  des  x  un  point  fixe  A,  sur  l'axe  des  j'  un  point  fixe  B, 
et  l'on  mène  par  le  point  0  une  parallèle  à  la  droite  AB.  On 
considère  un  système  de  trois  cercles  assujettis  à  avoir  même 
axe  radical  et  à  être  tangents,  le  premier  en  A  à  l'axe  des  x, 
le  second  en  B  à  l'axe  des  y,  le  troisième  en  O  à  la  parallèle 
à  AB. 

Démontrer  que  l'axe  radical  des  trois  cercles  passe  par  un 
point  fixe. 

Trouver  le  lieu  des  points  communs  à  ces  trois  cercles  :  on 
indiquera  quelle  est  en  général  la  forme  de  cette  courbe,  et  l'on 
examinera  en  particulier  le  cas  où  l'angle  en  A  du  triangle  OAB 

est  égal  à  —' 

Physique. 

1.  Montrer  que  la  din'creiice  constatée  par  Regnault    entre 
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les  lieux  coeflicients  de  ililalalion  d'un  même  gaz  est  d'accorti 
avec  la  manière  dont  le  gaz  s'écarle  <le  la  loi  de  iMariotte. 

2.  Etudier  la  marche  des  rayons  qui,  partis  d'un  point  lumi- 
neux, ont  traversé  une  lentille,  de  faible  ouverture  et  d'épais- 
seur négligeable,  dont  l'une  des  faces  est  taillée  suivant  un 
cylindre  circulaire  droit  convexe,  la  deuxième  face  étant  plane 
et  parallèle  à  l'axe  du  cylindre.  Passer  de  là  au  cas  où  la 
source  de  lumière  est  une  petite  droite  perpendiculaire  à  l'axe 
principal.  Examiner  enfin  ce  qui  se  passe  quand  la  lentille  plan- 
cylindrique  est  immédiatement  suivie  d'une  lentille  sphérique 
convergente  infiniment  mince. 


COXCOIJRS  D'ADMISSIOX'  A  L'ECOLE  CENTRALE  Ei\  1890. 


PREMIERE   SESSION. 


Géométrie  analytique. 

On  donne  deux  axes  rectangulaires  x'Ojr,yOy,  et  deux 
points  A,  B  symétriques  par  rapport  au  point  O. 

1°  On  prend,  sur  l'^xe  des  x,  un  point  quelconque  P,  et  l'on 
considère  la  parabole  (P)  qui  est  tangente  aux  droites  PA,PB 
au  point  A  et  au  point  B.  Lieu  du  sommet  et  lieu  du  foyer  de 
cette  parabole  quand  le  point  P  parcourt  l'axe  x' Ox. 

1°  On  prend,  sur  l'axe  des  y,  un  point  Q  quelconque,  et 
l'on  considère  la  parabole  (Q)  qui  est  tangente  aux  droites 
QA,  QB,  au  point  A  et  au  point  B.  Les  deux  paraboles  (P)  et 
(Q)  qui  correspondent  ainsi  à  un  point  P  pris  sur  x'Ox  et  à 
un  point  Q  pris  sur  y'Oy,  se  coupent  aux  points  A,  B  et 
en  deux  autres  points  C,  D.  Former  l'équation  de  la  droite 
CD,  et  trouver  le  lieu  décrit  par  les  points  C  et  D  quand  les 
deux  points  P  et  Q  se  déplacent  l'un  sur  x'Ox,  l'autre  sur 
y'Oy,  de  façon  que  l'abscisse  du  premier  soit  toujours  égale  à 
l'ordonnée  du  second. 
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Calcul  trigonoiné trique. 
i"  Calculer  les  angles  d'un  triangle  dans  lequel 

a  _     6     _      c 
I         1 ,5o        1 ,7a  ^ 

1°  Calculer  la  surface  et  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans 
un  triangle  semblable  au  précédent  et  dans  lequel 

a  =  25675"',  24. 

Epure. 

Intersection  de  deux  cônes. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du 
cadre,  à  255"""  du  petit  côté  supérieur. 

Les  bases  des  cônes  sont  des  cercles  dont  les  rayons  sont 
égaux  à  80"""  et  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  à  la 
droite  {ab,  a'b')  qui  joint  leurs  centres  (a,  a')  et  (6,  b' ). 

La  ligne  de  rappel  aa'  est  à  120"""  du  grand  côté  gauche  du 
cadre  et  la  ligne  de  rappel  bb'  à  i45"'"'  du  même  grand  côté. 
La  cote  et  l'éloignement  du  point  (a,  a')  sont  égaux  à  80™'";  la 
cote  du  point  (6,  b' )  est  de  145'""*  et  son  éloignement  de  io5'""'. 

On  prend  les  diamètres  horizontaux  des  cercles  de  base,  on 
joint  les  extrémités  de  ces  diamètres  voisines  du  grand  côté 
gauche  du  cadre  et,  sur  la  droite  ainsi  obtenue,  on  prend  le 
point  dont  la  cote  est  égale  à  248"'""  :  c'est  le  sommet  du  cône 
qui  a  pour  base  le  cercle  («,a').  On  joint  les  secondes  extré- 
mités des  diamètres  horizontaux  des  cercles  de  base,  et,  sur  la 
droite  ainsi  obtenue,  on  prend  le  point  dont  la  cote  est  égale 
à  3"'"'  :  c'est  le  sommet  du  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  {b,  b'). 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  le 
corps  solide  formé  par  l'ensemble  des  deux  cônes  supposés 
pleins  et  limités  chacun  à  son  sommet  et  à  sa  base. 

On  indiquera  à  Vencre  rouge  les  constructions  employées 
pour  placer  les  données  et  pour  déterminer  : 

i"  Un  point  quelconque  de  cliacune  des  bases  et  les  tan- 
gentes en  ces  points; 

2"  Un  point  quelconque  de  la  trace  de  chaque  cône  sur  le 
plan  de  base  de  l'autre  et  les  tangentes  en  ces  points; 
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3"  Un  point  quelconque  de  riiitorscction  des  deux  cônes  el 
la  tangente  en  ce  point; 

i"  Les  génératrices  de  contour  apparent  des  deu\  cônes  et 
les  points  des  i)ases,  des  traces  sur  les  plans  de  hase  et  de 
l'intersection,  situés  sur  ces  génératrices. 

On  n'indiquera  pas  d'autre  construction. 

Une  légende  sur  une  feuille  à  part  fera  connaître  succincte- 
ment le  procédé  suivi  pour  chacune  des  déterminations  précé- 
dentes. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  deux  cônes.  Ce  titre,  en 
lettres  dessinées,  est  de  rigueur. 

Physique. 

Une  houteille  en  fer  munie  d'un  rohinet  contient  un  gaz 
liquéfié;  on  en  laisse  échapper  par  éhullilion  un  poids/). 

On  demande  : 

i"  De  calculer  le  volume  V  occupé  par  le  gaz  50/'/f  sous  la 
pression  H  et  à  la  température  t°,  dg  étant  sa  densité  à  o°  et 
à  760°; 

2°  D'exprimer  le  poids  m  de  gaz  formé  tant  à  l'intérieur 
qu'à  l'extérieur  de  la  houteille;  on  désignera  par  d^,  et  di  les 
poids  spécifiques  du  gaz  et  du  liquide  dans  les  conditions  oîi 
ils  se  trouvent  dans  le  récipient; 

3°  Quelle  sera  la  température  finale  x  de  l'appareil,  son 
équivalent  en  eau  étant  P,  sa  température  initiale  ^,  si  l'on 
suppose  qu'il  n'emprunte  pas  de  chaleur  au  milieu  ambiant  et 
si  l'on  représente  par  l  la  chaleur  latente  de  vaporisation  dans 
les  conditions  de  l'expérience  : 

p  =    65"-,         H  =  754""",         /  =  90-',         di  ^  1 ,43, 
P  =  125°'',  f=i5°,  f/g-=  2,234, 

rf^=  o,ooî4- 
a  poids  du  litre  d'air  à  o"  et  760  égale  1^,293. 

Chimie. 

1.  Donner,  sous  forme  de  Tableau,  les  formules  chimiques 
qui  expriment  les  propriétés  comparatives  du  gaz  des  marais 
et  du  craz  défiant. 
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Chaque  formule  devra  èlre  écrite  : 
1°  En  notation  en  équivalents; 
2**  En  notation  atomique. 

2.  Un  gaz,  composé  oxygéné  de  l'azote,  possède  une  den- 
sité égale  à  i jOSg. 

On  fait  passer  i'"  de  ce  gaz  sur  du  sulfure  de  baryum 
chauffé  au  rouge. 

On  recueille  i'"  de  gaz  azote  pur,  dont  la  densité  est  égale 
à  0,972. 

Etablir  d'après  cela  : 

1°  La  composition  en  volume  du  gaz  donné; 

a"  La  formule  de  ce  gaz,  sachant  que  la  densité  de  l'oxygène 
est  I , io56. 

SECONDE   SESSION. 


Géométrie  analytique. 

On  donne  une  parabole  rapportée  à  deux  axes  rectangu- 
laires Oa:  et  Oy;  cette  parabole  a  son  axe  parallèle  à  l'axe  des 
>',  elle  passe  par  l'origine  et  le  point  de  l'axe  des  x  dont  l'ab- 
scisse est  /,  enfin  elle  admet  une  ordonnée  maxima  égale  à  f. 

On  donne  en  outre  une  droite  passant  par  l'origine  et  un 
point  i\.{x  =  l,  y  =  h)  : 

1°  Démontrer  que,  si,  j)0ur  une  abscisse  déterminée,  on 
porte  en  ordonnée  la  somme  algébrique  de  l'ordonnée  de  la 
droite  et  de  celle  de  la  parabole  correspondant  à  cette  abscisse, 
l'extrémité  de  cette  ordonnée  est  sur  une  parabole  (P)  égale 
à  la  première  ; 

■1°  Démontrer  que  les  axes  des  coniques  qui  passent  par  l'in- 
tersection d'un  cercle  et  d'une  conique  sont  parallèles  aux  axes 
de  celle-ci; 

3°  Une  circonférence  de  cercle  décrite  sur  OA  comme  dia- 
mètre coupant  la  parabole  (P)  en  quatre  points  O,  A,  B,  G, 
chercher  le  lieu  du  point  d'intersection  des  sécantes  communes 
OA,  BG  quand  on  fait  varier  h  et  construire  ce  lieu  qui  n'est 
pas  du  deuxième  degré; 

4°  Ghercher  la    \aleur   du  rapport  —.  ])our  laquelle  le  cercle 


mm 
mm 
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ilécM'it    sur    ()A    conimo    (liiinu''tii'    est    tanj;L"iit    à    la    piiiahole 
quel  fjuo  soil  h. 

Calcul  trigoaométrique. 
On  ilonno 

a  =  3450,74'^, 

b  =  5264,823, 

G  =  II 8"  37' 4-}",  4. 

Calculor  les  angles  A,  B,  et  le  eôlc  c,  et  le  rayon  du  cercle 
inscrit. 

£pnre. 

Intersection  de  deux  cônes  de  révolution. 

Placer  la  lij;ne  parallèlement  aux  petits  eûtes  du  cadre,  à 
o"',2d5  du  |)etit  côté  supérieur. 

La  ligne  de  rappel  00'  du  centre  du  cercle  de  base  du  pre- 
mier cône  est  à  égale  distance  des  grands  côtés  du  cadre.  La 
cote  du  point  (o,  o')est  de  100"""  et  son  éloignement  de  93 
La  ligne  de  rappel  ss'  du  sommet  du  premier  cône  est  à  87 
de  00'  vers  la  droite.  La  cote  du  point  (ss' )  est  de  210"""  et 
son  éloignement  de  1G2""".  Le  rayon  du  cercle  de  base  est 
de  80""". 

On  prend  le  diamètre  horizontal  de  ce  cercle  de  base  et  l'on 
fait  tourner  de  90°  le  premier  cône  autour  de  cette  horizon- 
tale, de  manière  que  la  cote  du  sommet  reste  supérieure  à  celle 
du  centre  de  la  base;  on  a  ainsi  le  second  cône. 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  le 
corps  solide  formé  par  l'ensemble  des  deux  cônes  supposés 
pleins  et  limités  chac»n  à  son  sommet  et  à  sa  base. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées 
pour  placer  les  données  et  pour  déterminer  ; 

1°  Un  point  quelconque  de  cliacune  des  bases  et  les  tan- 
gentes en  ces  points; 

2°  Un  point  quelconque  de  l'intersection  des  deux  cônes  et 
la  tangente  en  ce  point; 

3°  Les  génératrices  de  contour  apparent  des  deux  cônes  et 
les  points  des  bases  et  de  l'intersection  situés  sur  ces  généra- 
trices. 

On  n'indiquera  pas   d'autre   construction. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  surfaces.  Titre  intérieur  : 
Assemblage  de  deux  cônes. 
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Ces  titres,  en  lettres  dessinées,  sont  de  rigueur. 

Une  légende,  sur  une  feuille  à  part,  fera  connaître  succine- 
tement  le  procédé  suivi  pour  chacune  des  déterminations  pré- 
cédentes. 

Physique. 

1.  Un  récipient  de  volume  invariable  renferme,  à  la  tempé- 
rature de  o",  ro''^  de  gaz  comprimé. 

On  fait  sortir  du  récipient  3''^  du  gaz  qu'il  contient  et  l'on 
chauffe  pour  rétablir  dans  l'appareil  la  même  pression  qu'au 
début. 

A  quelle  température  faut-il  chaulTer? 

On  donne 

a  =  o,oo3(")7. 

2.  De  l'influence  électrique,  électroscope. 


Chimie. 

1.  Comment  liquéfie-t-on  dans  un  tube  de  Faraday  le  gaz 
ammoniac,  l'acide  sulfhydrique  et  le  chlore?  et  comment  pré- 
pare-t-on  les  substances  destinées  à  ces  liquéfactions? 

2.  Déterminer  la  composition  de  l'oxyde  de  carbone  à  l'aide 
de  l'eudiométre  à  mercure. 


COXCOiaS  D  ADMISSION  A  L'ECOLE  SPECIALE  MILITAIRE 

(1890). 


Mathénialiques  (3''). 

1.  Calcul  logarithmique   (obligatoire).    On    donne  les  côtés 
d'un  triangle 

a  =  89-3839,         h  =  7S9858,         c  =  6o3649; 

calculer  l'angle  A  (celui-là  seulement). 


I 
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2.  Discuter  les  racines  de  réqiiation 

{m  —  'î)x'*—{m  —  i)(a2_|_^2)j:4_  nta^b^  =  o. 
lorsque  m  varie. 

3.  On  donne  dans  un  triangle  l'angle  A,  un  côté  adjacent  b 
et  le  rapport  du  côté  a  à  la  médiane  issue  de  A.  Calculer  le 
côté  c.  Discuter. 

4.  On  donne  dans  l'espace  deux  droites  orthogonales  X  et  Y 
et  leur  perpendiculaire  commune,  qui  rencontre  X  en  I  et  Y 
en  K.  Une  droite  AB  de  longueur  constante  se  meut  en  ap- 
puyant ses  extrémités  A  et  C,  respectivement,  sur  X  et  sur  Y. 
On  joint  AK  et  IB,  ce  qui    forme   le  tétraèdre  variable  ABIK. 

1°  Démontrer  que  la  somme  des  carrés  des  six  arêtes  est 
constante,  que  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite  est  constant, 
et  que  les  trois  droites  joignant  les  milieux  des  arêtes  oppo- 
sées ont  aussi  des  longueurs  constantes. 

2"  On  sait  que  ces  trois  dernières  droites  se  coupent  au 
même  point  qui  est  le  milieu  de  chacune  d'elles;  trouver  le 
lieu  géométrique  de  ce  point. 

Géométrie  descriptive  (2''3o'"). 

Un  cône  de  révolution  a  pour  base  sur  le  plan  horizontal 
un  cercle  O  de  5o'""'  de  rayon,  tangent  à  la  ligne  de  terre,  et 
il  a  une  hauteur  de  112'"'".  On  mène  : 

1°  Par  le  milieu  A  de  la  génératrice  de  front  (celle  de 
gauche),  le  plan  parallèle  au  plan  tangent  au  cône  suivant  la 
génératrice  opposée  ; 

2°  La  normale  au  cône  en  A  qui  rencontre  le  plan  horizon- 
tal en  B,  les  tangentes  BG  et  BD  au  cercle  O,  et  enfin  les 
plans  ABC  et  ABD. 

On  demande  de  représenter  par  ses  projections  le  solide 
<ommun  au  cône  et  au  tétraèdre  que  forment  le  plan  hori- 
zontal et  les  trois  plans  précédents. 
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NOTE  SUR  LE  PROBLÈME  DE  MÉCANIQIIE  PROPOSÉ 

AU  CONCOURS  D'AGRÉGATION  EN  1890. 

(Extrait  d'une  lettre  de  M.  de  Saint-Germain  à  M.  Rouché; 


Je  vais  encore  indiquer,  pour  quelques  lecteurs  des 
Nouvelles  annales,  une  solution  du  problème  de  Mé- 
canique proposé  en  1890  au  concours  d'agrégation  des 
Sciences  mathématiques  :  la  question  est  classique;  les 
calculs  seuls  exigent  un  peu  d'attention. 

Il  s'agit,  en  premier  lieu,  de  trouver  la  grandeur  et 
la  direction  des  axes  de  l'ellipsoïde  d'inertie  P,  relatif 
au  centre  de  gravité  G  d'un  tétraèdre  homogène  OABC 
dont  le  trièdre  en  O  est  trirectangle,  et  où  l'on  a 

0A  =  a  =  /2,         0B  =  6  =  i,         0G=c  =  v/3; 

on  propose  ensuite  de  déterminer  le  mouvement  du  té- 
traèdre, en  supposantqu'il  ne  soit  pas  pesant  et  que  son 
mouvement  initial  se  réduise  à  une  rotation  dont  l'axe 
passe  au  point  G  et  dont  les  composantes,  suivant  l'axe 
majeur,  l'axe  moyen  et  l'axe  mineur  de  P,  soient 


/?o  =  v^6  +  \/5 ,       ^0  =  o,       /'o  =  y/e  —  \/5  . 

1°  Soient  £  la  densité  du  tétraèdre,  m  sa  masse.  Pre- 
nons d'abord  les  droites  OA,  OB,  OC  pour  axes  des  a:, 
des^%  des  z  et  cherchons  les  intégrales  de  la  forme 

U  =1  I   I   I  tx-  dx  dy  dz,  ^  ^  I   I    1  -J^  dx  dy  dz, 

étendues  à  tout  le  volume  du  tétraèdre  :  un  calcul  très 
simple,  que  des  considérations   géométriques   peuvent 


I 
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encore  abréger,  donne 

a^bct        ma''-  ab^c^z  _  mbc 

Go  lo  J20  20 

ces  résultats  se  déduiraient  immédiatement  de  Ja  for- 
mule, bonne  à  retenir, 

r  r  fxP-^y^-^zr-^  dxdy  dz  =  avbncr    i;(/^)r(?)r(/-)    ^ 

l'intégrale  s'étendant  à  la  partie  de  l'espace  où  x,  y^  z 
sont  positifs  et  satisfont  à  l'inégalité 

X        y        z   . 
abc 

Par  le  point  G,  dont  les  coordonnées  sont--?  -■>  -, 
'  4    4    4 

menons  des  axes  G.x',  Gj^,  Gz' parallèles  aux  premiers  : 
l'équation  de  l'ellipsoïde  central  P  sera  de  la  forme 

(  i)     rXx"^-^  llî>_y'2-i-  Z  z'- —  i&y'z'—  iC z  x'  —  i4x'y'=  i, 

et  l'on  a,  d'après  des  théorèmes  bien  connus  et  d'après 
les  valeurs  des  intégrales  analogues  à  U  et  à  \ ', 

V^       ,         „ ,    ,  b--{-  c'^  ^  b'^-\-  c- 

--Zir-  +  <-)  dm  -  —^  m  =  3  -^—  m, 

C^=.'^y'z'd,n  =i;{r-^)(^--  -!)  ^^-  =-  ^'- 

A.vec  les  valeurs  numériques  attribuées  à  a,  b,  c,  on  a 

_  12»?  ,   _   i5/»  ^  _  gm 

So  '  <^f)  80 

_        m  v/o  ,.  _       m  y/C  ^  _       m  s/ 1 

~  Ho     '  ^  So  "  80 

Rapporté  à  ses  axes  principaux  Gç,  Gr,,  G(i^,  P  aurait 
pour  équation 
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A,  B,  C  étant  égaux  aux  moments  principaux  d'inertie 
rel/tifs   au  point  G,  et  aussi   aux  racines  de  l'équation 
en  S  pour  la  surface  (i)  :  écrivons  cette  équation  sous 
la  forme,  dite  de  Jacobi, 


''"'          ©2(8— À) 

i:2(S- 

-f^) 

en  posant 

A  =  JLh = 

Ctc) 

5  m 

4o' 

I^  = 

^2(s_v)     {Qc:^ 


']  m  3  m 

4o  4o 


Pour  simplifier  l'écriture,  faisons  vi  =  4o»  puis,  dans 
l'équation  (2),  remplaçons  les  lettres  par  leurs  valeurs 
et  réduisons  :  il  vient 

S3_i8S2-f-io3S  — 186  =  0; 

on  trouve  que  cette  équation  a  pour  racines  6  et  6  ±  ^/5. 
Nous  poserons 

A  =  6  — v/5,         B  =  6,        G  =  6  +  /5; 

le  moment  d'inertie  minimum  A  correspond  à  l'axe  ma- 
jeur G^  de  P,  B  à  l'axe  moyen,  C  à  l'axe  mineur. 

Les  cosinus  directeurs  de  ces  axes  sont,  on  le  sait, 
proportionnels  aux  inverses  de  (©(S  —  )v),  C(S  —  p.), 
^(S  —  v)  en  faisant  S  égal  à  A  pour  Gç,  à  B  pour  Gf\, 
à  C  pour  G^  :  on  trouve  pour  ces  trois  axes  respectifs, 
après  quelques  réductions  simples, 

a  p  y  __  ±1 


v/'I(v/5  +  i)        v/5  — I        —  v/3(3-l-\/î)        y/60  -+-  20  v/5 

—  -      P'      _  .'_  zLL 

v/6  "  —  v/3  ~  /ÎP  ' 

a"  _        P"  7"  ±1 


/^(/S  — i)        /5  +  1        /3(3  — /s)        y/60  — 20/5 
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2"  La  rccherclie  du  mouvement  du  tétraèdre  revient 
à  celle  du  mouvement  de  l'ellipsoïde  P  qui  lui  est  lié 
d'une  manière  fixe  et  connue,  sinon  simple.  Le  centre  G 
reste  immobile  etP  est  animé  d'uniyiouuement  de  Poin- 
sot.  Pour  déterminer  ce  mouvement,  on  calcule  d'abord, 
en  fonction  du  temps,  les  composantes  /-?,  </,  /•  de  la  ro- 
tation instantanée  suivant  G^,  G*/],  Gî^.  A  cet  elïet,  j'as- 
socie la  seconde  équation  d'Euler  à  celles  qui  expriment 
la  conservation  de  la  force  vive  et  du  couple  résultant 
des  quantités  de  mouvement  :  j'ai  trois  équations  de  la 
forme 

qui,  eu  égard  aux  valeurs  de  A,  B,  C,  /j>o,  <7o,  /'o,  de- 
viennent 

(3)  (6  — v/5)/?2-|-6<72_^(G-^v/5)r2  =  3iX2, 

(4)  (6  — v/5)2/>^-^3672  +  (r, +  /5)2/-2=  3IXI2. 

L'élimination   de   q    entre   les   équations  (3)  et   (4) 
donne 


(6)  ^=±./'^;; 

le  signe  +,  qui  convient  d'abord,  doit  être  conservé 
jusqu'à  ce  que  p  et  ;•  s'annulent,  ce  qui,  on  le  verra,  ne 
se  produira  jamais.  Le  lieu  de  l'axe  instantané  dans  le 
solide  est  un  plan.  On  est  dans  le  cas  simple  où  la  dis- 
tance ^-TT-  du  centre  G  au  plan  sur  lequel  P  doit  rouler 
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est  égale  au  demi-axe  moyen  de  l'ellipsoïde.  Des  équa- 
tions (3)  et  (6)  on  déduit 

.    ,                    ,        /3i-3^2                     ,        /3i-3y2 
(7)  p=±k/ -2^,  r=z±i/ ^ 

on  prendra  les  signes  +   qui  conviennent  à  l'état  ini- 
tial. L'équation  (5)  donne  alors 

dq        v^S  3i  —  3^2 


dt  3         ^3 I 

ou,  en  posant,  pour  abréger, 

4  /  X  =  n,  v/3i  =10/3, 

,  oj  dq 

n  dt  =  i—  ■ 

w-  —  q- 

Intégrons,  en  nous  rappelant  que  q^  est  nul,  et  résol- 
vons par  rapport  'a  q  :  W  vient 


q  =  OJ  -—- =  w  — ; ; 


les  équations  (7)  donnent,  après  des  réductions  simples, 


_  2  y/e  -t-  v/5  _  2\/6  — v/5 

J  pnt_i_f>-rit   '  pnt<.  p-fit 


Rien  de  plus  facile  que  de  discuter  les  valeurs  de  p, 
q,  r.  L'axe  de  la  rotation  instantanée,  d'abord  égal   à 

y^3i,  tend,  pour  t  infini,  à  devenir  égal  à  to  ou  à  \/-;r 

et  à  prendre  la  direction  de  G  y,. 

Reste  à  déterminer,  pour  chaque  instant,  la  position 
de  P  par  rapport  à  un  système  d'axes  fixes  Ga:,j>^,z,; 
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G::(  coïncide  av(;c  l'axe  du  couple  K  des  quantités  de 
niouvenieiit,  Gj  (  avec  la  position  initiale  de  G'i],  Cr» 
forme  avec  Gj^Zt  un  trièdre  superposable  à  G^r,^.  La 
position  de  ce  dernier  irièdre  par  rapporta  Gx^J^^z^ 
sera  définie  par  les  trois  angles  d'Eulcr  <l.  f),  cp  et  il  suffit 
de  faire  la  figure  pour  voir  qu'à  l'instant  initial  on  a 


iL       —  »  (5  =  -  »  0  =  Oo  =  arc  cos 

'  -2  '2 


\/"^' 


Les  angles  0  et  o  sont  donnés  par  les  équations  bien 
connues 


sinO  sin  o  = 
sinO  coso  = 


kp  _         V^6  —  y/S 


pour  f  infini,  0  tend  vers  -•.  9  vers  zéro;  à  la  limite,  (jw 

et  G  ^  sont  dans  le  planGj'i  l'i  etGr,  coïncide  avec  Gsi 
ou  K. 

La  détermination  de  6   exige  une  quadrature  :  on  a 

d'\t  _   p  s'ino  -h  (j  coso 
dt  siiiO 


A2/?2-^B2^2  3g2«f_y/5_|_3e-2«f  ' 

l'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 


(6e2"/— /5)" 


3i  J 

L'intégration     introduit    un     arc    tang,    qu'on    sup- 
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posera  compris  entre  o  et  -  et  dont  la  valeur  initiale 
est  60  5  on  aura 

<ii  =  (itt  -h  arc  tanfï  ^i h  ■ oo- 

v/3i  -^ 

Il  est  sans  doute  inutile  d'insister  sur  l'interprétation 
bien  connue  des  résultats  précédents,  ni  sur  la  recherche 
de  l'herpolhodie,  la  polhodie  étant  une  ellipse. 


RECHERCHE  D'l\E  ÉQUATION  DES  SIRFACES  MOIILIRES; 

Par  m.  p.  DE  SANCTIS, 
Docteur  es  Sciences  de  la  Faculté  de  Rome. 


On  sait  que  les  surfaces  moulures  peuvent  être  en- 
gendrées par  une  courbe  tracée  sur  un  plan  qui  se  meut 
perpendiculairement  à  une  autre  courbe  dans  l'espace 
en  ne  roulant  jamais  autour  de  la  tangente  à  cette  se- 
conde courbe. 

En  partant  de  cette  définition,  on  peut  trouver  l'équa- 
tion d'une  surface  moulure  quelconque. 

Soient 

II)  ^  =  ?(•;),      j  =  <l^(7).       -  =  7 

les  équations  d'une  courbe  dans  l'espace,  y  étant  le  para- 
mètre fondamental,  l'équation 

(2)  (^-?)  V;^-(jK-'i')^-^-  — T  =  o 

représente,  pour  les  diiïérentes  valeurs  de  y,  les  difïe- 
rentes  positions  du  plan  normal  à  la  courbe  (i).   Cette 
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courbe  rencontre  le  plan   normal  qui  correspond  à  la 
valeur  quelconque 

du  paramètre,  dans  le  point 

Si  l'on  appelle  s  l'arc  de  la  courbe  dans  l'espace  et  p 
son  rayon  de  courbure,  les  cosinus  de  direction  de  la 
normale  principale  à  la  courbe  (i)  sont 


\  d-x        I  d-y        I   d'-z  ^ 

p   ds-  '      p  ds-  '      p  ds-  ' 

en  outre, 

dx 

dx  d'[            dy        dy  d-[            dz        dy 

ds 

d'(  ds             ds        d'(  ds             ds         ds 

et,  puisque 

(Mhm'HIiï-' 

en  posant 

,      do 

?  =  -y- 

,,       d<b              „       d^o             ,„        d^i> 
^        d-(            '         d'(^-             ^         d-(^ 

on  aura 

^  = 

I                                          I 

ds 

^   /         /dxY       /dvY         \/i-ho'-^-^-<h'-' 

De  là  on 

tire,  au  moyen  d'une  dérivation, 

^2  y                        Ci'o" +(!;'(];" 

d<t^    ~~                                                » 

Or  on  a 

d-'x       d^-x  /dyy      dx  d'-y 
ds^-        d-C-  \ds)     '    ^Y   ds^' 

d-'y  _  d^-y  / dyy ^  dy  d-^-{ 
ds-        d'(-  \ds  /         dy    ds- 

d^z        d^y 

ds-        ds- 
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et,  par  conséquent,  en  substituant, 

dP-X  _   <f"(H-  tp'2-H4;'2)2  —   cp' (  cp' cp"  H-  (|/' 4/"  ) 

i 
d'^y    ^   t{;"(i4-  çp'2_(_,^'2)2  _  ^'(çp'çç"  _(_  (^'tj;") 

~ds^  'i  ' 

(l  +  Cf'2-1-   ^'^Y 

ds^    ~  i  ' 

,  .  .    ,     d^x    d^y     d'^z 

Les  trois  quantités  -^-y ,  -j^ ,  -j-j  sont  proportion- 
nelles aux  cosinus  des  angles  que  la  normale  principale 
à  la  courbe  (i)  fait  avec  les  axes  ;  par  conséquent,  l'équa- 
tion du  plan  de  la  tangente  et  de  la  binormale  à  la  même 
courbe  est  la  suivante  : 

+  (JK  —  4/ )  [-y  (  r  +  o'2  H- (|;'2  )^  —  (!;' (  o' cp" -h  <];' 4>"  )  I 

—  (^— Y)(cp'(p"+4;'4;")=  o. 

Pour  les  différentes  valeurs  de  y  l'équation  précé- 
dente donne  les  différentes  positions  du  plan  de  la  tan- 
gente et  de  la  binormale. 

Divisons  le  premier  membre  de  l'équation  (3)  par  le 
coefficient  du  dernier  terme  et  écrivons  les  équations  (2) 
et  (3)  symboliquement  de  la  façon  suivante  : 

Z  =  Ai(a7  — cp)-+-A2(jK  — <]^)-)--— Y  =  o, 
X  =  Bi(a;  — cp)  +  B2(7  — 4^)+^  — Y  =  o- 

L'équation  du  plan  de  la  tangente  et  de  la  normale 
principale  à  la  courbe  (i)  sera  alors 

(A,-  B,)(.r  _  cp)  +  (B,  -  A,)  O-  -  <» 

-4-(A,B,  —  A2Bi)(^  — y)  =  o. 
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(|ue  nous  écrirons  brièvement 

Y  =  o. 

Aux  plans  coordonnés  fixes  substituons  les  plans  coor- 
donnés mobiles 

X  =  o,        Y  =  o,        Z  =  o. 

Les  formules  de  transformation  des  coordonnées, 
comme  on  le  voit  facilement,  sont 

■^^  H-(A,B2-A,Bi)(x^-Y). 

(   Z=Ai(^-cp)-|-A,0.--4;)+^-Y. 

Sur  le  plan  normal  à  la  courbe  (i)  et  dont  l'équation 
dans  le  nouveau  système  d'axes  mobiles  est 

(5)  Z  =  o, 
soit  située  une  courbe 

(6)  /(X,  Y)  =  o. 

Si  nous  substituons  à  X,  Y  leurs  valeurs  (4),  nous 
aurons  une  équation  contenant  or,  y,  z,  y,  et  cette 
équation  avec  l'équation  (5)  nous  représente,  pour  les 
valeurs  successives  de  y,  les  positions  successives  de  la 
courbe  plane.  Il  est  sous-entendu  que  la  substitution 
voulue  par  les  équations  (4)  doit  aussi  être  faite  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  (5). 

Si  nous  éliminons  y  dans  les  deux  équations  (  5)  et  (  6  ) 
transformées,  nous  obtiendrons  une  équation  résultante 
qui  nous  donnera  la  position  générique  de  la  courbe 
plane  :   c'est-à-dire  la  surface  engendrée  par  son  mou- 
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venient,  qui  n'est  autre  que  la  surface  moulure  dont  elle 
est  le  profil.  Comme  on  le  voit,  cette  équation  contient 
les  diliérences  partielles  du  second  ordre  des  fonctions 
cp  et  '}. 

En  faisant  varier  les  fonctions^,  cp,  '1»,  on  a  toutes  les 
surfaces  moulures. 


GÉMÉRALISATIOA'  ET  SOLITIO^  DE  LA  QlESTIO\  159^; 

Par  m.  Louis  BOSI, 
Professeur  de  Mathématiques  au  lycée  de  Chiavari  (Italie). 


On  donne  un  triangle  abc  et  deux  points  arbitraires 
p,  q  sur  le  plan  abc.  On  trace  une  conique  qui  passe  par 
/7,  <7,  rt,  elle  coupe  ab  en  c'  et  ac  en  b' .  On  trace  une  co- 
nique qui  passe  par  p.,  q,  è,  c',  elle  coupe  bc  en  a'  et  la 
première  conique  en  i  :  les  points  /j>,  </,  c,  «',  b' ,  i  sont 
sur  une  même  conique. 

On  prend  un  troisième  point  arbitraire  O  sur  le 
plan  abc.  La  droite  Oa  coupe  en  a  la  conique  qui  passe 
par  a.  La  droite  Ob  coupe  en  [i  la  conique  qui  passe 
par  b.  Enfin,  sur  la  troisième  conique  on  a  ^  à  sa  ren- 
contre ai^ec  Oc. 

Démontrer  que  les  points  />,</,  O,  a,  ^,  y,  i  sont  sur 
une  même  conique. 

Soient  A  =  o,  B  =  o,  C  =  o  les  équations  (en  coo)"- 
données  cartésiennes  ou  en  coordonnées  homogènes) 
des  droites  ba'c,  cb' a^  adb\  A'=  o,  B'=o,  C':=:o 
celles  des  droites  a' p,  b' p^  c' p^  et  A^,  B^,  C^,  A' ,  B' ,  C 
ce  que  deviennent  les  expressions  A,  B,  C,  A',  B',  C, 
quand  on  y  remplace  les  coordonnées  courantes  par 
(telles  du  point  q  :    appelons  X  la    conique  (jiii  passe 
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par  rt,  Y  celle  qui  passe  par  />,  Z  la  conique  déterminée 
par  les  points  p^  q^  c,  a' ,  h' . 

La  conique  X  appartient  au  faisceau  déterminé  par  les 
points /J,  rt,  h',  c'  et  passe  par  le  point  q-^  par  conséquent 
son  équation  est 

(i)  BB;/.C'C^-B'B,.GC:7=o  : 

de  même  les  coniques  ^  ,  Z  qui  appartiennent  aux  fais- 
ceaux déterminés  par  les  points  p,  b^  c',  a'  et  />,  c,  a\  h\ 
et  passent  par  le  point  q,  auront  pour  équations 

(2)  CG^.A'Aç— G'G,/.AA:,=  o, 

(3)  AA'^.B'B^-A'A^.BB;/=o. 

La  forme  des  équations  (i),  (2),  (3)  nous  montre  que 
la  conique  Z  passe  par  le  point  i  commun  aux  X,  Y. 
Donc  les  points  p,  q^c^  a',  b',  i  sont  sur  une  même  co- 
nique. 

Considérons  maintenant  le  triangle  Oab  :  la  conique 
X  passe  par  p,  y,  a  et  coupe  aO  en  a  et  ab  en  c';  Y 
passe  par  p,  q^  b,  c'  et  coupe  0^  en  ^3  et  la  première  co- 
nique en  i  :  il  en  résulte  que  les  points  p,  q,  O,  a,  |j,  i 
sont  sur  une  même  conique  T.  De  même,  en  considé- 
rant le  triangle  0«c,  on  démontre  que  les  points^,  y, 
0,a,  V,  zsont  sur  une  même  conique.  Cette  dernière 
conique  rencontre  T  dans  les  cinq  points  /?,  </,  O,  a,  /  et 
par  là  elle  doit  coïncider  avec  T.  Donc  les  points  /?,  y, 
O,  a,  3,  ",  i  sont  sur  une  même  conique  T. 

Si  nous  supposons,  en  particulier,  que  /j,  q  soient  les- 
points  cycliques,  les  coniques  X,  Y.  Z,  T  seront  des  cir-' 
conférences  :  c'est  le  cas  considéré  dans  la  question  lo9^( 

Si  le  point  O  est  sur  la  droite  pq,  les  points  a,  !i,  y,  i 
seront  sur  une  même  droite. 

Supposons,  en  particulier,  que  p,  q  soient  les  points 
cycliques,  c'est-à-dire  que  X,  \  ,  Z  soient  trois  circonfé- 
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ronces  :  nous  trouverons  que  trois  droites  parallèhîs  quel- 
conques tracées  par  les  points  a,  b,c  rencontrent  respec- 
tivement les  circonférences  X,  Y,  Z  en  trois  points  a,  [^, 
V  qui  sont  sur  une  même  droite  avec  /. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Jean  Dewulf, 
élève  du  lycée  de  Marseille;  par  M.  Francisque  Sondât,  élève  du 
Ij'cée  d'Annecy 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M.  d'Ocagne. 

...  La  solution,  insérée  aux  Nouvelles  Annales 
(1890,  p.  loy),  de  la  question  I066  est  inexacte  pour 
ce  qui  est  de  la  seconde  partie.  Lorsque  l'hyperbole  est 
équilatère,  le  segment  Mi  Mo  ne  se  réduit  nullement  à 
zéro,  mais  devient  égal  à  l'axe  Irausverse  de  l'hyper- 
bole. 

L'erreur  où  est  tombé  l'auteur  de    la  solution   tient 

1  r'Mi  j     .         ,     , 

a  ce  que,  en  remarquant  que  Je  rapport  pTT-  devient  égal 

à  I  dans  le  cas  de  l'hvperbole  équilatère,  il  n'a  pas  pris 
garde  que  le  point  P  étant  alors  rejeté  à  l'infini  on 
ne  pouvait  conclure  de  là  PM,  =:  PMo,  mais  bien 
PMi  —  PM2=  quantité  finie.  Un  calcul  facile  jnontre 
que  cette  différence  est  égale,  comme  nous  venons  de  le 
dire,  à  l'ax'^  transverse  de  l'hyperbole  équilatère. 
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DEMOXSTRATION  DES  FOIUILLES  HE  FI{E\ET; 

Par  m.  J.-B.  POMEY, 
Ingénieur  des  Télégraphes,  à  Tours. 


Les  formules  de  Frenet  relatives  aux  ditrérentielles 
des  cosinus  directeurs  de  la  tangente,  de  la  normale  et 
de  la  binormale  en  un  point  d'une  courbe  gauche  peu- 
vent s'obtenir  aisément  par  les  projections,  de  la  ma- 
nière suivante,  qui  n'a  peut-être  pas  été  publiée. 

Soit 

I  a     b     c 

(')  <^     ?     Y 

le  tableau  des  cosinus  direcleurs  de  la  tangente,  de  la 
binormale  et  de  la  normale  principale  eu  un  point  M 
d'une  courbe  gauche.  Prenons  pour  direction  positive 
de  la  tangenle  celle  des  arcs  s  croissants,  pour  direction 
positive  de  la  normale  principale  celle  de  la  droite  MO 
menée  du  point  M  au  centre  de  courbure  O,  et  pour  di- 
rection positive  de  la  binormale  le  sens  tel  t[ue  le  déter- 
minant formé  par  le  tableau  (i)  soit  égal  à  +  i . 

Soit  A-  la  courbure,  s  l'angle  de  contingence,  on  aura 

z  =  Â:  ds 

et  A'  sera  considéré  comme  une  grandeur  absolue. 

Soit  -:  la  torsion.  7,  l'angle  de  deux  plans  osculateurs 
infiniment  voisins,  on  aura 

r,  =  -.  ds  ; 

-  et  r,  seront  considérés  comme  positifs  si  la  rotation 
d'un  angle  r,  autour  de  la  tangente  ^IT  fait  décrire  au 
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point  O  un  élément  de  cliomin  00,   dans  la  direction 
positive  de  la  binormalc. 

Soit  M' un  point  infiniment  voisin  de  M.  Négligeons 
les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au  premier.  La 
tangente  MT  étant  la  caractéristique  du  plan  osculateur, 
le  plan  osculateur  en  M'  est  le  plan  mené  par  MT  qui 
fait  avec  le  plan  OMT  un  angle  r;.  Soit  OC  l'axe  du  plan 
osculateur,  le  plan  normal  a  OC  pour  caractéristique; 
donc  le  plan  normal  en  M'  est  le  plan  mené  par  OC  qui 
fait  avec  le  plan  COM  un  angle  égal  à  e.  L'intersection 
du  plan  osculateur  et  du  nouveau  plan  normal  est  la 
nouvelle  normale  principale  M'O'  qui  coupe  OC  en  un 
point  O,.  Soit  A  l'origine  des  trois  axes  rectangulaires 
Aj:,  Ay,  Az.  Soient  în,  m  les  points  dont  les  coordon- 
nées sont  «,  ^,  c  et  rt  -f-  da^  h  +  dh^  c  -h  cd.  On  a 
mm'=^t  et  mm'  est  parallèle  à  la  normale  principale 
MO  et  de  même  sens.  En  projetant  sur  A.x  le  contour 

A  mm',  on  a 

da  =  \k  ds. 

Soient  c  et  c'  les  points  dont  les  coordonnées  sont  a,  p, 
Y  et  a  4-  dx,  ^  +  <i|j,  y  ■+-  dy.  On  a  ce'  =  raodr,,  et  c' c 
est  parallèle  à  la  normale  principale  MO;  c'c  est  dirigé 
suivant  MO  ou  en  sens  contraire,  suivant  que  f\  est  positif 
ou  négatif.  En  projetant  sur  Ax  le  contour  Ace',  on  a 
d'x  =  —  l-z  ds. 

Projetons  sur  Ax  le  contour  MOO,M'  et  remar- 
quons que  00)  est  dirigé  suivant  la  binormalc  ou  en 
sens  contraire,  selon  que  r,  est  positif  ou  négatif,  et  il 

vient 

dl  =1  ot.-ds  —  ak  ds. 

Les  autres  formules  de  Frenet  s'obtiennent  en  pro- 
jetant les  mêmes  contours  sur  les  autres  axes  de  coor- 
données. 


(  ^<^'  ) 


FORMILE  DE  WAUIXG; 

Pau  m.  AURIC, 

Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Rochefort. 


La  formule  de  Waring  exprime  une  fonclioii  svmé- 
Irifiue  de  la  forme 

^^'i'Tf^  .  ..  r'^r 

en  fonction  des  sommes  des  2>uissances  semblables  des 
éléments  constituants,  ces  puissances  étant  elles-mêmes 
des  sommes  exclusives  des  exposants  primitifs 

a,,      a.,      ....      a„. 
Soient 

des  nombres  entiers  positifs  ou  nuls,  tels  que 

/.  I  -f-  2X3-!-.  .  .  —  /?  X  „  =  n. 

Partageons  les  n  exposants  en 

Ài  groupes  de  i  exposant, 
X2  groupes  de  2  exposants. 


X„  groupes  de  /i  exposants. 
Posons 

X,-4-  X,-i-..  .4-  X„  =  v 
et  soient 


les  sommes  des  exposants  dans  chaque  groupe. 
Considérons  le  produit 

•S(7|  <j.  ■■•  1„ 

Atin.de  Mathemat.,  3' série,  t.  I\.  (Novembre  1890.  )         3() 
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l't  faisons  toutes  les  permutations  des  e- posants  entre 
eux  qui  font  acquérir  à  ce  produit  une  valeur  distincte, 
additionnons-les  toutes  et  soit 

T(X„X2,...,A„) 

la  fonction  des  5,   ainsi  obtenue,  qui   est  cvidenitucnt 
symétrique  par  rapport  aux  exposants. 
Nous  écrirons 

(i)  y^x'^'xf- . . .  xl"  =  2!^T(}.„/2,  . . .,  X„), 

jj.  étant  un  coefficient  fonction  de 

A  ] ,      À  2 ,      .  .  . ,     A  „ , 

qu'il  s'agit  de  déterminer.  Nous  nous  appuierons  sur  la 
formule  évidente,  identique, 


N^a-f  '  x\- .  .  .  xf,"  =  Sa,,  2_i ^V ■^2 ' 


-     V     '^x-'...xf'^^'-...xJi'^ 


i  —  l 


En  adoptant  la  formule  de  représentation  (i) 

l  2 ;^T(À,,A2, . . . , A„)=  -îa,, ^ a'T(A',, a;, . . . , a;,_, ) 

I  1  =  1 


(2) 


ceci  est  une  identité;  il  n'y  a  aucune  léduction  possible 
dans  le  second  membre,  car  le  premier  terme  renferme 
toujours  s^,^  et  le  deuxième  toujours  ^a,+a„j  donc  un  terme 
quelconque  dans  le  second  membre  doit  trouver  son 
égal  dans  le  premier,  et  réciproquement. 
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11  faut  toutefois  reniai (jucr  (juc  si,  dans   la   foncliou 
symétrique 


E 


développée  suivant  (i),  on  considère  un  groupe  de  j 
exposants  (il  s'en  trouve  Xy),  quand  on  changera  eha- 
cnn  de  ces  y  exposants  en 

'X,  -^  oc„,     a,+i  —  a,,.      .  .  . ,     a,-Hy-i  H-  a„, 

on  aura  toujours  le  même  résuhat,  c'est-à-dire  (ju'il 
sera  répété  jf  fois. 

D'ailleurs   pour  égalisi-r   terme  à   terme   dans  (2),  il 
laut  évidemment  prendre  poui-les  valeurs  de 

X'i,     X'2,    À'j.     ....    X^j_j, 
soit 

dans  le  [)remier  terme;  soit 

Xi-     À,,     I3 >w-^i.     XiVi  — I,     ■..,     À«-i 

dans  le  deuxième  terme. 
Nous  avons  alors 


(3)       ,ii.(X,,  X, ,X„_,.X„  1=  ;a(X,  — I,  X,, ...,  X„_,), 

;ji(X,.  X.,,  ....X„_,.X„) 
=  — i>(X,,  X, ,  X,  — I.  X,-^i  — I X„-,). 


(4) 


C'est  de  ces  deux  formules  fondamentales  que  nous 
allons  déduire  la  foVme  de  'j..  Suivons  les  transformations 

[i(Xi.X2,.--.X„)=(— Oi^I/m-X-2,  . ..,  X,-m.  X,+i  — k.  . .,  X„_,), 

={—i)[—ii—f)][^{^uh'---Ai-i-^i-'>^/Ài+i—i----.'>^n-i) 
={—ïi^i)lx(li-hi,  Xo,  . . . ,  X,-,  X,^.i  -I,  . . . ,  X„_,  ) 
=(— i''i)\-+,[j.(Xi-t-  X/+1.  X.2, ....  X/,  o,  X/+2,. . .,  X„_,) 
=(_iiii)).3(-j2ii)>.,...(-,«->iiy.,.(;t(X,+X2-^...--X„,o,o,...,o)(i). 

(')  Nous  adoptons  la  notation  connue 

rt  (  a  -t-  /•  )  (  «  ^-  2  /■  ) . . .  [  a  —  (  «  —  I  )  r]  =«"■'', 
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Mais 

IJi(X,o,o,  o,  ,..,  0)==  [i(X  —  i,o,  o,  ...,o)=;x(i,o,o,  . .  .,o)=:i; 

donc 

[jl(Xj,X2,  ...,X„)  =  (-l"')^^-^^'0^-.•.(-I«-»'^)^". 
On   met   généralement   ce  résultat    sous    une    autre 
forme.  Le  signe  de  [x  est  celui  de 

mais 

Il  -!-  2  X2  -(-  3  X3  .  .  .  +  71  X„  =  X, 

.Xi+    Xo-i-    Xj...-}-     X„=v: 
c'est  donc  le  signe  de 

(-  l)«-v. 

D'ailleurs,  en  groupant  les  facteurs,  on  a 

fi  =(—  l)«-V(2)>-3+>..---+>.„(3))>,+)>s-H---+>^„.  .  . 

(,i_2)>v.-,+X„(„_i)X„. 

C'est  d'ailleurs  la  forme  à  laquelle  on  arriverait  en 
généralisant  la  formule  fondamentale  qui  nous  a  servi 
de  point  de  départ. 


QUELQUES  THEOREMES  SUR  LES  COEFFICIENTS  BmOMIAUX; 

Par  m.  J.  TANO,  à  Rome. 


J'indique  par  p  une  racine  primitive  de  l'équation 


X"  — 1  =  0, 


et  je  considère  la  somme 

n  —  l 

2  ('-p')'"' 
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dans  laquelle  m  est  un  enlicr   positif  quelconque;   si, 
comme  d'ordinaire,  nous  mettons 

m{tn  —  i)(m  —  2). .  .(m  —  q  -^  i) 

m„= , 

'  1 . 2 . 3 . . .  <7 

il  est  facile  de  voir  qu'on  a  la  relation  suivante 

n—\ 

\    (r  — p'^j"'  =  n  —  /?!iSi  -\-  7??2S2—  /«3S3  +.  . . 

0  . 

ayant  posé 

S,.  =  1-4-  p''-f-p2'-4-  f  -^.  .  .H-  p(«-l''\ 

Or,  il  est  connu  que,  si  /■  ^  o(mod  /i),  nous  aurons 
S,-  =  n,  et  si  /'  n'est  pas  ^  o(modn),  alors  S,.  =  o;  par 
conséquent,  si  nous  posons 


c'est-à-dire,  si  [a  indique  le  plus  grand  entier  contenu 
dans  le  quotient  —  »  nous  aurons 

n  -1 

V  (i—  f)'"  =  n{i  -A-  tn„-i-  ni2n-^  m^n^-  •  •+  rn^n) 
0 

si  Ti  esl  pair '^  tandis  qu'on  obtiendra 

n— 1 

0 

si  n  est  impair. 

Cela  étant,  considérons  l'équation 

x^ —  1  =  0, 


(  566  ) 
par  elle  on  aura 


I  —  p  =  \/'o  (  cos  TT  -4-  <  sin  -p  j  > 
1  —  p-  =  v/3  I  co«  '^  —  i  sin  p  j  » 
et,  par  le  théorème  de  Moivre,  on  a 

(I  —  p)'«-i-  (i  —  p2)/«  =  -2.32  cos/n  ^• 

Supposons    en    premier   lieu  //i  ^  ±:  i  (inod  i  2),    on 
aura  évidemment 


2.3^  cos  m  ;^  =  +  3 
o 


lu  contraire,  in  ^  zh  a  (mod  i  2),  on  a 


•jt.32  cos  m  -  =  —  3    ^ 
G 


de  manière  que,  en  supposant  que  le  symbole  (  — )  ait 
le  même  sens  que  lui  a  attribué  Jacobi,  on  pourra  poser 

(1)  /«u— '«3-^  »îa—  "Ï9-!--  •  •  +  (—  l)"''"3!J.  =    (  —  j    3      2     . 

Supposons   maintenant  ?n  pair;  dans  ce  cas,  si  nous 
avons  m  ^  o(mod  6),  nous  aurons 

m      m  —  2 

(2)  -  [mo  — m3-i-/«6  — /?i9-)-...  +  (— i)!J-m3!J.]  =  (  — 0"  3    ^    , 
et  si  m  n'est  pas  ;e£  o(mod  6),  on  a  évidemment 

)    nio  —  nis  -+-  mfi  —  mg  -h .  . .  -h  (—  1  )!^ /; 
Considérons  à  présent  l'équation 


m  —  2    «  — 

(3)     mo  — /n3-l- mfi  — mg-h.  .  .-h(— Ol^msa  =<'— i^    ■     3    ^ 


^+  — 1  =  0. 


(  ^>67  ) 
MOUS  aurons 

1  —  i  =  Y'i  l  eus  y  —  t  sin  -^ 


I  —  t"  =  \/-j.  (  cos  7  -h  t  si  M   ,   )  ) 

\        4  4  / 

par  (•oiisé(jiu'nt, 

'"  _ 

(  I  —  i  }'"■+■  (i  —  i>  )'"  —  •'. .  2  -  cos  m  y  ; 

-I 

si  donc  nous  supposons  w  ^  2(inocl  4)..  on  aura 

m  —  2 

(  4  )  '»o  +  "*i  -+-  '"8  -H  /"i5  + .  .  .  -i-  ni,x,.  =  42. 

Enfin,  observant  que  les  nombres  gaussiens,  c'est- 
à-dire  les  nombres  premiers  de  la  forme  2^  H-  1 ,  ne  peu- 
vent être  que  delà  forme  laK-f-j,  si  nous  indiquons 
par  /;  un  nombre  gaussien,  nous  avons  de  l'expression 
(i)  la  eongruence 

Cette  eongruence  démontre  très  simplement  le  tliéo- 
rème  suivant  du  à  Ricbelot  :  Le  fiouibre  3  est  racine 
priniitwe  des  nombres  gaussiens  ('  ). 


SIR  LA  METHODE  D'APPROXIMATION  DE  IVEWTON'; 

Par  m.  g.  FOURET, 

Examinateur  d'iul mission  à  l'Ecole  r<)lylechni([ue. 


1.    L'application  de   la   méthode  si    ingénieuse   et  si 
simple,  imaginée  par  Newton,  pour  calculer  par  approxi- 


(  '  )  RiCHELOT,  De  resolutione  algebraica  œqiiationis  x-'''  =  1  (  Jour- 
nal de  C relie,  t .  iM  . 
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mations  successives  les  racines  des  équations,  s'est  pen- 
dant longtemps  heurtée  à  une  sérieuse  difficulté,  con- 
sistant en  ce  que  les  résultats  qu'on  en  déduisait  pou- 
vaient, suivant  les  cas,  s'approcher  ou  s'éloigner  de  la 
racine  cherchée.  Il  était  donc  indispensable  d'en  régu- 
lariserl'usage,en  précisant  les  conditions  dans  lesquelles 
on  peut  l'employer  utilement  et  à  coup  sûr.  Fourier  (^  ) 
a  résolu  la  question,  en  indiquant  un  ensemble  de  ca- 
ractères auxquels,  dans  chaque  cas,  on  reconnait  d'a- 
vance que  la  méthode  de  Newton  fournira  une  suite  de 
valeurs  s'approchant  de  plusenplus.de  la  racine  et  dans 
le  même  sens.  La  règle  de  Fourier  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Etant  donnée  une  équation 

(I)  /('^)  =  o, 

dont  une  racine  réelle  et  une  seule  est  conijtrise  entie 
les  deux  nombres  réels  a  et  /?,  ])our  que  la  méthode  de 
New  ton  permette  de  calculer  sûrement  et  régulièrement 
cette  racine  par  approximations  successives,  il  suffit  que 
les  deux  premières  dérivées  def(x)  ne  s' annulent  pour 
aucune  valeur  de  x^  dans  V intervalle  limité  par  a  et  h. 
La  formule  de  correction  s' applique  alors  à  celle  des 
deux  limites  qui,  substituée  à  x  dans  f{x)  et  f"{x), 
donne  des  résultats  de  même  signe. 

2.  Celte  règle  est  précise,  mais  elle  a  l'inconvénient 
d'être  trop  restrictive.  La  condition  qu'elle  impose  à 
f'{x)  de  ne  pas  s'annuler,  dans  l'intervalle  cjui  comprend 
la  racine,  n'a  pas  sa  raison  d'être,  et  a  disparu  de  l'ex- 
posé que  l'on  donne  généralement  aujourd'hui  delamé- 


(')  Bulletin  delà  Société  philoinathi  que  de  Paris,   année  1818, 
p.  61  à  67.  Analyse  des  équations  déterminées  (i83i),  p.  167  3220. 


(  ^6ç)  ) 
ihode  de  Nowloii  (  '  ).  Celte  restriction  n'eslpas d'ailleurs 
la  seule  (|ui  soit  superflue,  et  couinie  il  importe  de  lais- 
ser à  un  procédé  de  calcul  aussi  précieux  le  plus  vaste 
champ  d'applications  possible,  nous  allons  chercher 
quelles  sont,  les  concluions  slriclenient  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que,  en  /)artanl  d'une  ^>aleur  plus  ou 
moins  approchée  d'une  racine  d'une  équation,  on  ob- 
tienne, par  l'application  répétée  de  laniéthode  de  New- 
ton, une  suite  de  valeurs  s' approchant  de  plus  en  plus 
de  cette  racine,  et  toujours  dans  le  même  sens. 

Nous  arriverons  à  cette  conclusion  :  L'équation  à  ré- 
soudre étant  écrite  sous  Informe  de  l'équation  (i), 
il  faut  et  il  suffit  que  la  substitution  de  la  valeur  initiale 
dans  f(x)  et  f"  (^x)  donne  des  résultats  de  même  signe, 
et  quef"[x)  ne  change  pas  de  signe,  lorsque  x  varie  de 
cette  valeur  à  la  racine  cherchée  (-). 

Si  donc,  a  el  b  étant  deux  limites  qui  comprennent  la 
racine  cherchée  a,  les  conditions  que  nous  venons  d'in- 
diquer sont  remplies  pour  l'une  des  limites  «,  la  correc- 
tion de  JNewton  sera  applicable  aux  valeurs  de  x  com- 
prises entrer  et  a,  lors  même  que  f[x)^f'{x)  ouf"(x) 
s'annuleraient,  quand  x  varie  de  a  à  b.  On  remarquera 
notamment  que  la  racine  cherchée  peut  être  inditlérem- 
inent  simple  ou  multiple,  et  qu'il  n'est  pas  absolument 
indispensable  d'en  avoir  opéré  préalablement  la  sépara- 


(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  i"  série,  t. VIII  (1869), 
p.  17  à  27  :  Sur  la  métliode  d'approximation  de  Newton,  par  M.  Dar- 
1)0  ux . 

(^)  En  publiant  la  présente  Note,  je  n'ai  aucunement  la  préten- 
tion de  revendiquer  la  priorité  des  idées  qui  j  sont  exposées.  Mon 
seul  but  est  de  contribuer  à  répandre,  au  sujet  de  la  méthode  d'ap- 
proximation de  Newton,  des  notions  plus  larges,  et  d'ailleurs  tout 
aussi  précises  que  celles  qui  ont  généralement  cours  dans  rensei- 
gnement. 


tion.  En  écartant  ces  reslrictions  tliéoriqucMiCMt  inutiles, 
on  évitera,  dans  bien  des  cas,  des  difficultés  souvent  in- 
surmontables au  point  de  vue  pratique,  consistant  à  dé- 
barrasser une  équation  telle  que  (i)  deses  racines  mul- 
tiples, et  de  trouver,  pour  chaque  racine  simple  de  cette 
équation,  un  intervalle  qui  nim  renferme  pas  d'autre,  et 
dans  lequel  /"(a:)  ne  change  pas  désigne. 

l^.   Soit 

(i)  /(.r)  =  o, 

uneécjuation,  algébrique  ou  transcendante,  à  coefficients 
réels. 

Supposons  que,  pour  les  valeurs  de  x  variant  de  a  à  a 
inclusivement,  la  fonction /^(x)  et  ses  deux  premières 
dérivéesy'(j:)  et/^"(a:)  soient  bien  déterminées,  et  qu'en 
outre  fix)  etf'(x)  soient  continues.  On  a,  d'après  la 
formule  de  Taylor,  pour  toute  valeur  de  a:  comprise  dans 
cet  intervalle 

/(■r)^/(rr.)-i-(:f-a)/Xa-)+^'"~''^'/"(^). 

z  désignant  un  nombre,  variable  avec  x,  compris  entre 
a  et  X,  On  conclut  de  là^/X  y-)  étant  nul  par  hypothèse, 

/(«)  -^  (a  -  a)  fia)  +  ^''~"''  /"(  r  )  =  o, 


'l  étant  un  nombre  compris  entre  a  et  a,  mais  dont 
lore  la 
Supposons 


ignore  la  valeur 


f(a)  ^  o. 
De  la  dernière  relation  on  déduit 


I 
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La  inélhode  trapproxiinaLioii   de.  JNewloii  consisle  à 
prendre  pour  nouvelle  valeur  aj)proeliée   de  la   racine 
cherchée 

(3)  ai=a 

J  v«j 

Ch('rclions  à  quelles  conditions  le  nombre  tif  sera  plus 
approché  que  a  de  la  racine  a. 

Deux  hypothèses  sont  à  distinguer  :  a  peut  être  infé- 
rieur ou  supérieur  à  a.  ]Nous  raisonnerons,  en  suppo- 
sant a<^0L.  Le  cas  où  l'on  aurait  <7  ^  a  se  traiterait  d'une 
manière  toute  semblable  et  conduirait  aux  mêmes  con- 
clusions. iNous  montrerons  d'ailleurs  comment,  par  un  ar- 
tifice bien  simple,  on  ramène  ce  second  cas  au  premier. 

Pour  que  «,  diffère  moins  de  a  que  a,  il  faut  évidem- 
ment tout  d'aboid  que  «,  soit  supérieur  à  a,  etparcon- 
séquent,  d'après  la  relation  (3),  quey(a)  et /'(«)  aient 
des  signes  contraires,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

(4)  /(«)/'(«,)<  o. 

Cette  condition  est  nécessaire;  mais  elle  ne  suffit 
pas  pour  que  la  méthode  de  ^Newton  s'emploie  avec 
avantage.  Il  pouriait  airiver  en  etlét,  la  condition  (4) 
étant  cependant  remplie,  que  «,  surpassât  a,  et  à  tel 
point   que    «,  —  a  fût   supérieur  à  a  —  a.  C'est   ce  qui 

aurait   lieu  si,  dans  la   relation  (2),  la  valeur  de  -,., 

était  positive  et  sutiisamment  grande.  En  pareil  cas  <7| 

serait  moins  approché  de  a  par  excès  que  ne  l'est  a  par 

défaut,   et,   en  appliquant  la   méthode  de  jNewton,  on 

s'éloignerait  du  but  k  atteindre.  D'ailleurs,   en  raison 

de  l'incertitude  relative  à    la   valeur  absolue  de  f"ÇÇ)^ 

fit) 
on  ne  voit  pas.  dans  le  cas  ou  '  ,     :  serait  positif,  com- 
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A       •               I              i         (a  — «)î    fil) 
nient   on    reconnaîtrait  que  le  nombre  ■ ~  '',., ,    ' 

est  assez  petit  pour  que  «,  —  a  soit  inférieur  à  a  —  a. 
Il   s'ensuit  que  l'on  ne  pourra   employer  la   méthode 

f"(r) 
de  Newton  en  toute  sûreté  qu'autant  que  •^.,,    ,  sera  né- 

gatif.  Mais  le  signe  àe  f" {X^)  sera  inconnu,  toutes  les 
fois  que  f'\x)  changera  de  signe  pour  une  ou  plu- 
sieurs valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  a.  De  là  résulte 
la  nécessité  de  limiter  l'usage  de  la  méthode  aux  cas  où 
f"{x)  conserve  le  même  signe  dans  l'intervalle  de  a  à  a, 
c'est-à-dire  au  cas  où  cet  intervalle  ne  comprend  aucune 
racine,  ou  tout  au  moins  ne  renferme  que  des  ra- 
cines d'un  ordre  pair  de  multiplicité  de  l'équation 

/"(r)=o. 

Dans  cette  hypothèse,  y"((!^)  ayant  le  même  signe  que 

f"(ir\ 
f"(a),  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  •\, 

soit  négatif  peut  s'écrire 

(5)  /'(«)/"(«)<  o. 

Comparons  les  inégalités  (4)  et  (o  )  :  on  voit  que,  pour 
qu'elles  soient  vérifiées,  il  faut  et  il  suffit  :  i°  quey"(a) 
elf"(a)  aient  le  même  signe;  a"  que /' (a)  ne  soit  pas 
nul  et  ait  un  signe  différent. 

â.  On  peut  voir  d'ailleurs  que  les  conditions  relatives 
kf'(x)  sont  une  conséquence  de  celles  qui  doivent  être 
remplies  par  /{x)  eif"{x).  C'est  ce  qui  résultera  de  la 
proposition  suivante  que  nous  allons  démontrer  : 

Sif"{x)  a  le  même  signe  que  f{x)^  pour  x  =  a,  et 
conserve  ce  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com.prises 
entre  a  et  a,  la  dérivée  f  {x)  ne  s' annule  pour  aucune 
de  CCS  valeurs  i?itrrniêdiaires.  fii  pour  .r  =  a,  et  le  signe 
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constant,  dont  aile  est  affectée  dans  Vintervalle,  est 
différent  du  signe  def[x)  et  de  f'"[x). 

En  effet,  quand  x  croÎL  de  a  à  a,  la  fonction  f'{x) 
varie  constamment  dans  le  même  sens,  puisque  sa  dé- 
rivée f" {oc)  ne  change  pas  de  signe.  Il  ne  saurait  en 
conséquence  exister  entre  a  et  a  plus  d'une  valeur  de  x 
annulant  y  (j^).  D'ailleurs,  on  peut  toujours  choisir  un 
nombre  r,  assez  petit,  pour  que  l'équation 

(6)  /'(^)=o 

n'ait  pas  de  racine  entre  x  =  a  —  tj  et  x  =  a,  et  pour 
que  l'on  ait  par  conséquent  (  '  ) 

(7)  f{^--Of\y--r,)<o, 

Maisy"(a  —  y,)  et  f[y. —  y,)  ayant,  par  hypothèse,  le 
même  signe,  on  déduit  de  l'inégalité  précédente 

et  cette  inégalité  indique  qu'il  ne  saurait  y  avoir  de  ra- 
cine de  l'équation  (6)  entre  a  —  7]  et  la  plus  grande  des 
racines  simples,  ou  d'un  ordre  impair  de  multiplicité, 
inférieures  à  ce  nombre,  que  peut  admettre  l'équation 
f"(^x)^  o,  c'est-à-dire,  en  définitive  et  a  fortiori,  entre 
a  —  ri  et  rt  inclusivement. 

La  dérivée^  (x)  na s'annule  donc  ni  pour  x  =  a,  ni 
pour  aucune  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  a.  Par 


(')  Nous  avons  recours  ici  à  une  double  propriété  bien  connue  et 
souvent  utilisée  des  fonctions,  qui  consiste  en  ce  que,  dans  les  inter- 
valles pour  lesquels  une  fonction  est  continue  et  bien  déterminée 
ainsi  que  sa  dérivée  f'{x),  un  nombre  substitué  à  x  dans  /{x) 
etf'i^x)  donne  des  résultats  de  signes  contraires  {de  même  signe), 
si  entre  ce  nombre  et  la  racine  de  f{x)  =  o,  qui  lui  est  iw.médiate- 
ment  supérieure  {inférieure),  il  n'y  a  pas  de  racine  de  f  {  x)  =  o, 
ou  s'il  en  existe  un  nombre  pair. 
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suile/'(x)  a  un  signe  invariable,  pour  toutes  ces  valeurs 
t]cx,  et  ce  signe,  d'après  l'inégalité  (7),  est  difïéreiit  de 
celui  diiJ\oi.  —  7,),  c'est-à-dire  du  signe  commun  a  J[a) 
et  ii  f"[a).  C'est  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

o.  JXous  avons  raisonné  dans  l'hypotlièse  où  a  est  in- 
férieur à  a.  Jl  est  facile  d'étendre  les  conclusions  de 
notre  raisonnement  au  cas  où  a  serait  supérieur  à  a. 
Considérons  dans  ce  but  l'équation 

Elle  admet  la  racine  1=  —  '^■1  et  comme,  par  liypo- 
tlièse,  —  a  est  inférieur  à  —  a,  nous  pouvons  appliquer 
à  la  nouvelle  équation  les  conclusions  auxquelles  nous 
sommes  arrivés  précédement,  c'est-à-dire  que  l'on  pourra 
appliquer  avantageusement,  et  en  toute  sûreté,  la  cor- 
rection de  Newton  à  la  valeur  approchée  —  «,  si  ^( —  a) 
etg"( — a)  ont  le  même  sigiie,  et  si  g{y)  ne  change 
pas  de  signe,  quand  y  varie  de  —  a  à  —  a.  On  ob- 
tiendra ainsi  une  nouvelle  valeur  de  la  racine  —  «,,  plus 
approchée  que  - —  a,  cl  dans  le  même  sens,  à  savoir 


Or  on  déduit  de  là 

(3)  «1=  (7  —  ■^, -, 

en  remarquant  que  l'on  a 

s-(—a)  =  f{a),         g\-a)  =  -f{a). 

Par  suite  le  nombre  «i,  donné  par  la  formule  (3),  et 
comprisentreaet  a,  puisque  —  <:/<  est  compris  entre — a 
et  —  a,  sera  une  valeur  approximative  de  la  racine  a  de 
l'équation  (i),  plus  approchée  que  a  et  dans  le  même 
sens. 


(  '^T^  ) 
D'ailleurs,  eu  rciuarquanl  cjue  l'on  a 

on  voit  que  daus  le  second  cas  («^'  a)  comme  dans  le 
premier  («  <^  a),  les  conditions  d'application  de  la  mé- 
thode d'approximation  sont  quey(«)  L'lf"{a)  aient  le 
même  signe,  et  que  f"{x)  ne  change  pas  de  signe, 
(juand  X  variera  de  a  à  a. 

6.   Nous  pouvons  donc-  énoncer,  dans  toute  sa  généra- 
lité, la  l'ègle  suivante  (')  : 

Si  le  nombre  a  est  une  première  valeur    approxi- 
matii^e  d  une  racine  a  de  Véquat.ion 

(•)  /(^)=o, 

le  nombre 

(3)  rtj  =  a  - 

sera  une  nouvelle  valeur  approximative  de  la  même  ra- 
cine, plus  approchée  que  la  première,  et  dans  le  même 
sens,  toutes  les  fois  que  f  [a)  et  J" (^a)  auront  le  même 
signe,  etque  f" (^x)  ne  changera  pas  de  signe,  quand  x 
t'ariera  de  a  à  la  racine  cherchée  a  (-). 

Après  avoir  calculé  le   nombre  a^  par  défaut,  on  en 
déduira,  par  la  même,  méthode,  un  nouveau  nombre 

fia,) 


«2  z=  «j 


/'(«!)• 


(')  Il  est  facile  d'interpréter  géométriquement  le  résultat  auquel 
nous  sommes  parvenu  :  nous  laissons  ce  détail  de  côté. 

(-)  Il  est  bien  clair  que  nous  aurions  pu  établir  cette  règle  par 
une  voie  plus  courte;  mais  nous  n'aurions  pas  atteint  le  but  que  nous 
nous  étions  fixé,  qui  était  de  trouver  quelles  sont  les  conditions, 
aussi  peu  restrictives  que  possible,  dans  lesquelles  la  méthode  de 
Newton  peut  s'appliquer. 
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plus  approché  que  «i  de  la  racine  thercliée,  et  dans  le 
même  sens,  et,  en  continuant  ainsi,  on  obtiendra  une 
suite  de  nombres  «,  ,ao,  a-^,  .  .  .  s'approchant  de  plus  en 
plus,  et  dans  le  même  sens,  de  la  racine  cliercliée. 

Remarquons  en  effet  que  les  résultats  de  la  substitution 
de  l'un  quelconque  de  ces  nombres  dans /(x)  et /"(.r) 
ont  le  même  signe,  à  savoir  le  signe  commun  à  f{(i) 
et  af"{a).  D'ailleurs /"(x)  conservant  le  même  signe, 
ciuand  x  varie  de  ce  nombre  à  a,  chacun  des  nombres 
«I,  rto,  «3,  ...  remplit  bien  les  conditions  requises  pour 
s'approcher  de  la  racine  cherchée  plus  que  celui  qui  le 
précède,  et  dans  le  même  sens  que  lui. 

7.  Convergence  des  résultats  obtejius.  —  11  est  facile 
de  démontrer  que  la  suite  des  nombres  a,  «,,  «o,  .  .  . , 
rt„,  ««+1,  .  .  .  obtenus  au  moyen  de  la  formule(3)  a  pour 
limite  la  racine  a,  et  que  l'on  peut,  en  conséquence,  par 
la  méthode  de  Newton,  approcher,  autant  qu'on  le  veut, 
de  la  valeur  exacte  de  cette  racine. 

En  effet,  les  nombres  <7,  rt,,  a.,^  .  .  .  a,i,  cin+\i  ■  •  •• 
forment  une  suite  dénombres  croissants  et  inférieurs  à  a, 
ou  bien  une  suite  de  nombres  décroissants  et  supérieurs 
à  a.  Par  suite,  dans  un  cas  comme  dans  l'autre,  ils 
tendent  vers  une  limite  X. 

On  a  d'ailleurs,  d'une  manière  générale, 

f(an) 
On  tire  de  là 

—/(««)  =  (««+1— ««)/'(««)• 

La  valeur  absolue  de  J'(afi)  sera  moindre  qu'un  nombre 
positif  ù,  choisi  aussi  petit  que  l'on  veut,  si  l'on  a 

rnotl/'  (  a,i  )  mod  (  a,,-^  i  —  a„  )<i  rj, 
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(>t,  a  fortiori, 

[^mod(a„+i  — «„)<o, 

u  désignant  la  plus  grande  valeur  absolue  que  prenne 
J' {x),  quand  x  varie  de  a  à  a,  c'est-à-dire  la  valeur  ab- 
solue def'(a),  puisque,  en  vertu  des  hypothèses,  la  va- 
leur absolue  def'(x)  décroît  constamment  dans  l'inter- 
valle considéré. 

Or  la  dernière  inégalité  peut  s'écrire 

mod(a„_,  —  «„)<  -  , 

et,  en  raison  même  de  l'existence  de  Ja  limite  A,  on  peut 
choisir  l'entier  /;,  de  façon  que  la  valeur  absolue  de  la 
différence  a„^,  —  «„  soit  moindre  que  toute  quantité 
donnée.  La  suite  des  nombres/'(a),y(rt,),y(rt2),  .  .  ., 
/"(«/,),  f(a,i^f  )i  '  '  '  a  donc  pour  limite  zéro,  et  par  con- 
séquent la  suite  «,  «,,  «o,  .  .  .,  «„,  a,/_^i,  ...  a  pour 
limite  la  racine  cherchée  a. 

8.  Limite  de   f  erreur  ajfférenle  à  la  correction   de 
Newton.  —  D'après  la  relation  (2),  on  a 

'C,i  étant  un  nombre  compris  entre  a,j  et  a. 

Pour  avoir  une  limite  supérieure  de  l'erreur  commise, 
en  prenant  rt/,^,  comme  valeur  approchée  de  la  racine  a, 

remplaçons,  clans ^. — ->/  i^anJGij    {  L„)res- 

1  j  (  0,11  ) 

pectivement  par  un  nombre  ni  inférieur  à  la  plus  petite 
des  valeurs  absolues   que  prend  J'(a:)   ('),    et  par   un 


(  '  )  La  plus  petite   de  ces  valeurs  absolues   correspond,  en    vertu 
des  hypothèses,  à  a;  =  a. 
Ann.  de  Mathéniat.,  ?,'  série,  t.  IX.  (Décembre  1890.)  3j 
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nombre  INI  égal  ou  supérieur  à  la  plus  grande  des  va- 
leurs absolues  que  prend  f"  {x),  quand  x  varie  de  a  à  a 
inelusivement.  Pour  obtenir  des  limites  supérieures 
£,,  £0,  ...,  £„,  £«+1,  ..•  des  erreurs  commises  en  pre- 
nant respectivement  «,,  <7o,  ...,  a,i^  ««+1,  ...  comme 
valeurs  approchées  de  la  racine  a,  on  fera  usage  de  la 
relation 

_    ^^     - 

■i  m 

que  l'on  peut  écrire 

(9'  £«+i  =  /^"£^, 

en  désignant  par  I:  un  nombre  positif,  que  l'on  calcu- 
lera une  lois  pour  toutes,  et  qui  ne  changera  pas,  quand 
on  évaluera  successivement  £),  £0,  ...,  £«,  e«+t,  —  On 
aura  en  particuliei"  pour  commencei- 

(10)  E,:=A-S 

£  étant  une  limite  supérieure  de  l'erreur  commise,  en 
considérant  a  comme  valeur  approchée  de  a. 

9.  On  n'applique  habituellement  la  luétliode  d'ap- 
proximation de  ISewton  au  calcul  d'une  racine  a  d'une 
é(juation  f{x)  =  o  qu'après  avoir  séj)aré  cette  racine, 
c'est-à-dire  après  avoir  trouvé  deux  nombres  a  et  b  qui 
la  comprennent  et  n'en  comprennent  pas  d'autre.  Sup- 
posons cette  opération  préliminaire  eilectuée.  Si  l'on  a 
constaté  de  plus  cpie  f" (x)  ne  change  pas  de  signe, 
quand  x  varie  d'une  manière  continue  de  a  à  Z?,  il  est 
évident  (|u'il  y  aura  nécessairement  une  de  ces  valeurs 
limites  qui,  substituée  à  x  dans/(.r  )  et/"(jr),  donnera 
des  résultats  de  même  signe.  Les  conditions  précédem- 
ment établies  (§  6)  étant  remplies,  en  aj)pliquant  la 
correclion  de  Ne\vton  à  cette  limite,  on  sera  certain  d'en 


I 
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déduire  une  nouvtdle  valeur  de  la  racine,  plus  appro- 
tîhée,  et  dans  le  même  sens,  que  celle  doul  ou  sera  parli. 
Telles  sont  les  circouslanccs  les  plus  ordinaires  dans 
lesquelles  on  emploie  la  mélliode  de  Newton.  Voyons 
comment  ou  peut  en  étendre  l'usage. 

i"  Supposons  que  l'on  sache  qu'entre  deux  nombres 
a  et  h  se  trouvent  deux  racines  a  et  (5  de  l'écjuation  à 
résoudre.  Il  sera  souvent  difficile,  dans  le  cas  où  a  et  ^ 
dilléreront  très  peu,  de  séparer  ces  racines.  Mais,  en  pa- 
reil cas,  on  pourra  sans  inconvénient  se  dis])enscr  de  cette 
recherche.  Supposons  que  les  nombres  a,  a,  [î,  b  se  suc- 
cèdent par  ordre  de  grandeurs  croissantes.  Après  avoir 
reconnu,  par  exemple,  que  f{a)  elf"(a)  ont  le  même 
signe,  il  suffira  de  constater  que  /""(x)  ne  change  pas  de 
signe,  lorsque  x  varie  de  a  à  a.  En  etlet,  on  pourra  dès 
lors  appliquer,  en  toute  siireté,  la  correction  de  Newton 
à  la  limite  a  (§  6)  et  approcher  autant  qu'on  le  voudra  de 
la  racine  a,  en  se  rendant  compte  du  degré  d'approxima- 
tion obtenu,  à  l'aide  des  formules  (9)  et  (10).  Il  pourra 
même  arriver  fréquemment  que,  pour  des  raisons  ana- 
logues à  celles  que  nous  venons  d'indiquer,  la  méthode 
de  Newton  soit  en  même  temps  applicable  à  la  seconde 
limite  Z»,  et  permette  de  calculer  la  racine  j3  par  ap- 
proximations successives. 

2"  Il  n'est  pas  nécj^ssaire  que  la  racine,  pour  laquelle 
on  applique  la  méthode  de  JNewtoii,  soit  simple  :  elle 
peut  être  double,  triple,  et  généralement  d'un  ordre  de 
multiplicité  quelconque,  pourvu  que  les  conditions  énon- 
cées plus  haut  (§6)  soient  remplies  relativement  à  la 
valeur  approciiée  de  cette  racine,  qui  sert  de  point  de 
dépait  dans  le  calcul.  Il  arrivera  même  souvent,  lors- 
qu'une pareille  racine  sera  séparée,  que  l'on  pourra  ap- 
pliquer la  correction  de  Newton  à  chacune  des  deux  li- 
mites. 
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10.  En  un  mot,  étant  donnée  une  équationy(a')  =  o, 
pour  appliquer  utilement  et  sûrement  la  méthode  d'ap- 
proximation de  Newton  au  ealcul  d'une  de  ses  racines, 
que  l'on  sait  être  comprise  entre  deux  nombres  a  et  è, 
]ion  seulement  il  sera  toujours  inutile,  contrairement  à 
ce  qui  est  encore  prescrit  par  quelques  auteurs,  de  con- 
stater préalablement  qnej'  (x)  ne  change  pas  de  signe 
dans  l'intervalle;  mais,  toutes  les  fois  que  l'on  pourra 
s'assurer  que  les  conditions  énoncées  plus  haut  (§  6) 
sont  remplies  pour  l'une  des  limites  a  et  b,  il  sera  ab- 
solument indiflérent  que  la  racine  cliercliée  soit  simple 
ou  multiple,  que  l'intervalle  (a,  b)  contienne  une  ou 
plusieurs  autres  racines,  enfin  que  la  dérivée  seconde 
s'annule  pour  une  ou  plusieurs  valeurs  de  x  comprises 
entre  la  racine  cliercliée  et  celle  des  deux  limites  à  la- 
quelle on  n'applique  pas  la  correction  de  Newton.  Cette 
correction,  appliquée  à  l'autre  limite,  donnera,  avec 
l'approximation  que  l'on  voudra,  celle  des  racines,  con- 
tenues dans  l'intervalle  (a,  ^),  qui  ditïère  le  moins  de 
cette  limite. 

Il  ne  faut  pas  se  dissimuler  toutefois  que  l'emploi  de 
la  méthode  de  Newton,  dans  les  conditions  que  nous 
avons  fait  connaître  (§6),  pourra,  dans  certains  cas, 
rencontrer  une  difficulté  sérieuse,  provenant  de  la  néces- 
sité de  s'assurer  quey^"(x)  ne  change  pas  de  signe,  pour 
les  valeurs  comprises  entre  la  racine  que  Ton  ne  connaît 
pas  et  la  valeur  approchée  de  cette  racine,  qui  doit  ser- 
vir de  point  de  départ  au  calcul.  Nous  allons  montrer, 
sur  quelques  exemples,  comment  on  pourra,  dans  bien 
des  cas,  résoudre  la  difficulté  que  nous  venons  de  signaler. 

[\.  Premier  exemple.  —  Lorsqu'une  équation  algé- 
brique entière  a  toutes  ses  racines  réelles,  on  peut  ap- 
pliquer en  toute  sûreté  la  correction  de  Newton  à  une 


(  ^>^'  ) 

limite  supérieure  des  racines,  pour  calculer  la  plus 
grande  de  ces  racines  (').  Les  approximalions  pourront 
d'ailleurs  converger  aussi  rapidement  (jue  l'on  voudra, 
puisque  l'on  peut  dans  ce  cas,  comme  ciiacun  sait,  dé- 
terminer, d'après  une  rc-gle  due  à  Newton,  une  limite 
supérieure  des  racines,  dillérant,  aussi  peu  qu'on  le  veut, 
de  la  plus  grande  d'entre;  elles. 

Lorsqu'une  équation  algébrique  entière  a  toutes  ses 
racines  réelles,  on  peut  également  appliquer,  avec  un 
avantage  certain,  la  méthode  d'approximation  de  Newton 
au  calcul  de  la  plus  petite  racine,  en  partant  d'une  li- 
mite inférieure  des  racines  ('  ). 

12.  Second  exemple.  —  Soit 

(II)  /(^)  =  o. 

une  équation  algébrique  entière,  dont  le  premier 
membre,  supposé  ordonné,  est  de  la  forme 

f{x)  =  o(x)  —  'l{x); 

C5(jr)  et  '^{x)  désignent  des  polynômes  entiers,  dont 
tous  les  ternies  sont  positifs. 

L'équation  (i  i),  ainsi  écrite,  ne  présentant  qu'une  va- 
riation, n'admet  qu'une  racine  positive.  Soit  a  cette  ra- 
cine. Lorsque  x  croit  à  partir  de  a,  la  fonction  f{x) 
est  constamment  croissante,  et  sa  dérivée 

f'{x)  =  o'{x)  —  'li'icr), 

estpar  suite  constamment  positive.  Comme  d'ailleurs  cette 
dérivée  ordonnée  ne  présente  qu'une  variation,  elle  ne 


(')On  trouvera  la  démonstration  de  cette  question  de  Lagucrre 
dans  les  Leçons  d'Algèbre  de  M.  Amigues,  p.  5i5. 
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peut  s'annuler  pour  plus  d'une  valeur  positive  a'  (  '  )  de 
X,  qui  est  nécessaiiement  inférieure  à  a. 
Un  raisonnement  identicpie  montre  que 

ne  peut  s'annuler  pour  plus  d'une  valeur  positive  a"(') 
de  X,  qui  est  inférieure  à  a',  et  à  plus  forte  raison  à  a. 

On  conclut  de  là  que  les  conditions  strictement  néces- 
saires et  suffisantes,  pour  l'application  de  la  méthode  de 
Newton  (§  6),  se  trouveront  remplies  pour  tout  nombre 
supérieur  à  la  plus  grande  racine  de  l'équation  (i  i),  et 
si  ce  nombre  ne  diffère  pas  trop  de  cette  racine,  on  pourra, 
en  le  prenant  comme  premier  terme  d'une  série  d'ap- 
proximations successives,  s'approcher  rapidement,  et 
aussi  près  qu'on  le  voudra,  de  la  racine  cherchée. 

Cet  exemple  d'un  cas,  qui  se  présente  souvent  dans 
la  pratique,  nous  parait  très  propre  à  montrer  l'intérêt 
qui  s'attache  à  laisser  à  la  méthode  d'approximation  de 
jNewtonla  plus  grande  portée  |)Ossible.  Dans  bien  des  cas, 
en  effet,  a  et  a",  tout  en  étant  inférieurs  à  a,  pourront 
en  différer  tellement  peu  qu'il  serait  extrêmement  diffi- 
cile, pour  ne  pas  dire  impossible,  de  trouver  une  limite 
inférieure  de  la  racine  cherchée  a  qui  fût  supérieure  à 
a".  Or  en  s'assujettissant  en  pareil  cas  à  la  règle  de  Fou- 
rier,  on  se  priverait,  souvent  bien  à  tort,  de  l'approxi- 
mation que  donne  alors  avec  certitude  la  méthode  de 
xSewton.  La  même  observation  s'applique  à  l'exemple 
suivant. 

13,   Troisième  exemple.  —  Soit  à  résoudre  l'équa- 


(')  Celle  racine  positive  a'  exisle,  si  'Y {x)  ne  se  réduil  pas  iden- 
tiquenienl  à  zéro.  Une  observation  analogue  s'applique  plus  loin  à  %". 


lion 

(ri  )  e'J-^ -    X.-é?-?-f  =  o, 

a.   j  et  h  claiit  des  iioinbrcs  posilils. 

Posons 

/(.r)=-  e-'-x  —  ke   ?■<•. 
On  en  (It'-dniL 

L'équation  (12)  a  luu;  racine  réelle  et  une  senic.  Eu 
ellét /( — 00)  est  négatif,  yi-i- x)  est  positif,  el,y'(x) 
étant  eonstanmien t  ])Ositif,  J{-^')  croît  constanmieut, 
ouand  .r  varie  de  —  ce  à  +  x. 

L'équation 

(  I  ')  )  a-  e ■-'■■''  —  /.-  3 -  e-?-^  =  o , 

étant  de  même  forme  que  l'équation  (12),  a  comme  elle 
une  racine  réelle  et  une  seule.  Or  il  peut  ariiver  que 
les  racines  des  équations  (12)  et  (i3j  dillèrent  très 
peu.  On  pourrait  même  choisir  a  et  [i,  de  manière 
(|ue  ces  deux  racines  dillèrent  aussi  peu  qu'on  le  vou- 
diait  :  la  racine  de  l'équation  (i3)  se  rapproche  en 
ellet  indéfiniment  de  celle   de  l'équation  (12),  lorsque 

le  rapport  „  tend  v'crs  l'unité.  11  sera  donc  impraticable, 

dans  bien  des  cas,  de  trouver  denx  nondjres  qui  com- 
prennent la  racine  de  l'équation  (12)  sans  comprendre 
cellederéquation  (i3)  ;  et  cepentlant,  contrairement  à  la 
stricte  interprétation  de  la  règle  de  Fourier,  il  sera 
possible  de  faire  subii-  la  correction  de  ^icvvton  k  l'un  de 
ces  nombres,  et  il  sera  toujours  facile,  comme  ou  va  le 
voir,  de  recounailre  celui  de  ces  nombres  aurjucl  il  (-on- 
vicndra  de  l'appliquer. 
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Soient  a  el  b  '^  a  deux  nombres  comprenant  la  racine 
p  de  l'equalion  (12)  et  la  racine  g  de  l'équation  (i3),  de 
telle  sorte  que  l'on  ait 

/(a)<o,        /"(«)<  o,        /(6)>o,        /"(6)>o. 

De  l'identité 

e^P  —  ke-t^P  =  o 

tirons  la  valeur  de  e~^P  et  portons-la  dans  /"(/7).  On  ob- 
tient 

Dans  le  cas  où  a  est  inférieur  à  [3,  f"{p)  est  négatif, 
q  est  par  suite  compris  entre  p  et  Z>,  et  la  correction  de 
Newton  s'applique  à  la  limite  a. 

On  voit  de  même  que,  quand  a  e^t  supérieur  à  [3,  la  mé- 
thode de  New^ton  est  applicable  à  la  limite  b. 

14.    Quatrième  exemple.  —  Considérons  l'équation 

(i4)  37 -i- sin:r-f- tangar  =  o, 

qui  a  une  racine  nulle,  et  dont  toutes  les  autres  sont 
deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires.  Occupons- 
nous  exclusivement  des  racines  positives  et  posons 

f{x)  ^  X  -^  sina7  -t-  tangar. 
On  déduit  de  là 

/'(or)  s=  I  -i-  cosa: 

■^"••^^~  cos2:p 

La  première  dérivée /'(.r)  est  toujours  positive,  car 

I  -] ;;—  étant  toujours  supérieur  à  l'unité  est,  à  plus 

forte  raison,  supérieur  en  valeur  absolue  à  cosx. La  fonc- 
tion/(a)  est  par  suite  constamment  croissante.  D'ail- 
leurs, en  désignant  par  h  un  entier  quelconque   et  par 


cos^a; 
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r,   un  iiomhri!   posilit   sudisainniciiL  polît,  on   voit  que, 
pour  X  =  [ih  —  i)  '-'  -f-  •/],  /'(,r)  aura  le  signe  de  tango: 
et  sera  négatif,  tandis  que  pour  x  =^  {•i.  h  ->r  \)  -  —  •/], 

f{x)^  ayant  encore  le  signe  de  tango:,  sera  positif.  On 
conclut  de  là  que  l'équation  (r4)  a  une  racine  réelle 
et  une  seule  dans   cliacun   des  intervalles  limités  par 

(a/i  —  I)  -  et  (2//  +  i)  ->  que  l'on  obtient  en  rempla- 
çant successivement  h  par  tous  les  nombres  entiers  po- 
sitifs. 

On  voit  de  plus  que  la  racine  a,  correspondant  à  une 
valeui'  déterminée  et  positive  de  A,  est  comprise  entre 

(aA  —  1)  -  et  Atz,  car /[h~)  est  égal  à  hr.  et  par  consé- 

(juent  positif,  alors  quiij\:c),  pour  x={'j.h — i)  -  -|-7\, 
est  négatif. 

D'autre  \isn-lf"(x)  ne  s'annule,  dans  l'intervalle  con- 
sidéré, que  pour  x  =  Jit^^  et  est  négative  comme  tangx, 

quand  o:  varie  de  (2//  —  1)  -  -i-r,  à  hr^.  Par  conséquent 

(^6),  c'est  à  une  limite  inférieure  de  chacune  des  ra- 
cines cherchées  qu'il  conviendra  d'appliquer  la  correc- 
tion de  Newton.  On  voit  aisément  d'ailleurs  que  la  ra- 
cine cherchée,  pour  chaque  valeur  de  h,  diffère  peu  de 

[ih  —  i)  -  et  en  diffère  d'autant  moins  que  h  est  plus 

grand.  La  limite  inférieure,  à  laquelle  on  appliquera  la 
correction  de  Newton,  devra  donc  être  prise  peu  supé- 
rieure à  {\ih  —  1)  -• 
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CONTACT  DE  DEUX  (iUADRIQlJES; 

Pau  m.  E.  GARVALLO, 
Examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique  ('). 


I.   —   Conditions   de   simple   contact. 

Je  considère  deux  quadriques  dont  les  équations  ho- 
mogènes sont 

f  o  —-/{■>•,}',  Z,  f) 

(  -~iC.Tt-h'i.C'yl~2C"zl-hDt'^, 

i  o  =  '^(cr,  y,  z,  f  I 
( 9.)  =  'xx-^  -^  'u'y^  —  oc" z"- -^  ■}.  3jz  -T-  'i  3' z.r  +  9.  pVj- 

V  -+-  ■>.  Y-r  f  -i-  •■'.  y'.)'  if  -+-  a  y"  -  f  -i-  oi!2 . 

Pour  qu'elles  soient  tangentes  au  point  (r,  )',  -,  ^),  il 
faut  et  il  suffit  que  ce  point  appartienne  aux  deux  surfaces 
et  qu'en  ce  point  les  plans  tangents  coïncident,  c'est- 
à-ciire  cjue  les  Variables  x,  y,  c,  t  satisfassent  aux  équa- 
tions (i),  (2)  et  aux  équations 

(3)  /ii  =  4^:^  4^  =  ^=->>- 

o  j.  Oy  O-  Of 

Je  puis  stip[)riiner  l'équation  (1)  qui  est  une  conséquence 
des  équations  (2)  et  (3)  et  chasser  les  dénominateurs 
des  équations  (3).  Ainsi,  pour  que  les  quadriques  soient 
tangentes  en  un  point,  il  faut  et  il  suflitque,  pour  une 
valeur  convenable  de  A,  les  coordonnées  de  ce  })oint  sa- 


(')  La  méthode  suivie  est  inspirée  par  la  très  intéressante  riiscns 
sion  de  l'intersection  des  coniques  par  M.  Darboux. 


(  ''S-  ) 

lisfassciil  aux  ('(juations 

(2)  o(a-.  y,  z.  /)  =  o. 

fx  —  ^'x—  <>• 
,   /V-i-  À'i',.  —  o. 

f't  -^  ^■?';  ^  •'• 

Les  équations  (3)  soiii  linéaires  homogènes  en  >r,  j  , 
~,  t.  Pour  qu'elles  admettent  une  solution  unique  poui' 
les  rapports  Je  ces  variables,  il  faut  que  A  soit  racine  de 
l'équation 

.   , ,       ]  A  -^  'XL     B"  —  3" À     R'  —  B' À     (•  +  -'À  ! 
(4)        o=^A(A)=                               '                                      '      ;  =  o, 
I 1 

et  que  les  déterminants  mineurs  de  A  ne  soient  pas  tous 
nuls.  Dès  lors,  des  équations  ('!^>)  on  tire  pour  .r,  7  ,  ~-i  t 
des  valeurs  proportionnelles  à  ces  déterminants  mineurs, 

savoir 

^  _  y  _  z  _  t 
a       b"       h'        c 


(5) 


X 

T 

z           t 

17' 

^^ 

a' 

""  6  ^  ? 

X 

y 

^        t 

b' 

^^ 

% 

a         c" 

X 

y 

z         t 

c 

^= 

c' 

~  ?"  ~d 

d'où  l'on  déduit,  en  multipliant  les  quatre  lignes  respec- 
tivement para",  7  ,  ",  t, 


1-- 

z''-          yz 

zx       X  y 

xt 

vt 

zt 

r- 

a' 

a            b 

'  /y  ""  b" 

c 

c' 

c 

~  d 

Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2),  il  ^ient 

10  —  y.  a  -^  7.'  d  -^  a"  a  —  2  ^  6  -i-  2  p'  6'  -;-  2  S  "  i  " 
-^  ■}.  Y  c  -;-  2  Y  c  -1-2  Y  <'  —  *>«  =  -r-  • 
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Ainsi,  pour  que  les  deux  quadriques  soient  tangenles, 
il  faut  que  V équation  (4)  ait  une  racine  double;  on 
portera  cette  racine  dans  les  équations  (3),  d^oii  Von 
tirera  les  coordonnées  du  point  de  contact. 

Interprétation  géométrique.  —  Les  équalioiis  (3) 
déterminent  le  sommet  du  cône  dont  l'équation  est 

(7)  /-f-).cp=o, 

et  qui  par  suite  passe  parrinterseclion  des  quadiiquesy"et 
'j.  11  y  a  quatre  solutions  fournies  par  l'équation  (4).  Le 
point  de  contact  est  forcément  l'un  de  ces  sommets; 
mais,  à  cause  de  l'équation  (5),  il  faut  de  plus  que  ce 
sommet  soit  celui  de  deux  cônes  confondus.  Comme  le 
système  (3),  (5)  est  équivalent  au  système  (3),  ('î),  il 
revient  au  même  de  dire  que  ce  sommet  est  sur  la  sur- 
face o\  il  est  dès  lors  sur  la  surface  /  et,  par  suite,  sur 
l'intersection  des  deux  quadriques. 

Ces  résultats  sont  assez  évidents  a  priori  :  en  effet,  le 
point  de  contact  est  un  point  double  de  rinterseclion  ; 
si  Ton  prend  ce  point  pour  sommet  d'un  cône  ayant  pour 
directrice  l'intersection,  ce  cône  sera  du  second  degré. 

Ces  considérations  géométriques  ont  l'avantage  de 
rendre  intuitifs  certains  résultats  de  la  discussion  sui- 
vante. 

IL     —     CoJNDlTIOJVS    DE    DOUBLE    CONTACT. 

Les  équations  (•>.)  et  (3)  doivent  admettre  deux  solu- 
tions pour  les  rapports  des  variables  .r,  7  ,  z,  t.  Deux  cas 
peuvent  se  présenter,  suivant  que  ces  solutions  répondent 
à  deux  valeurs  différentes  ou  à  la  même  valeur  de  ),. 

Premier  cas.  — -  Soient  S  et  Sj  les  sommets  des  deux 
cônes  répondant  aux  racines  doubles  a  et  ).|  de  l'équa- 


(  o8(,  ) 
lion  A(a)  r^  o.  Je  dis  que  SS,  est  une  genrratricc  com- 
mune aux  deux  sui  faces  f  et  o.  En  ofTet,  S)  est  sur  les 
surfacesy  et  '-p  et  par  suile  sur  le  eône  S;  SSi  est  donc 
une  génératrice  de  ce  cône  ;  c'est  de  même  une  génératrice 
du  cône  S( .  Ainsi,  ma  point  quelconque  de  cette  généra- 
trice satisfait  aux  étjuations  des  doux  cônes 

et  par  suile  aux  équaiions  des  deux  quadriques 

f=o,         G  =  o. 

La  droite  SS)  est  donc  une  génératrice  comtnune 
aux  deux  cjuadriques  f  et  'z.  c.   q.   f.   d. 

Deuxième  cas.  —  Les  deux  solutions  communes  à  (2  ) 
et  (3)  répondent  à  la  même  valeur  de  A.  Je  dis  que  les 
deux  quadriques  se  coupent  suivant  deux  courbes 
planes.  En  effet,  comme  les  équations  {  3)  sont  du  pre- 
mier degré  et  admettent  plus  d'une  solution,  il  faut  que 
les  déterminants  mineui^s  de  A  soient  nuls,  c'est-à-dire 
que  le  cône/^H-  \'o  =  o  se  réduise  à  un  système  de  deux 
plans  PQ.  En  d'autres  termes,  les  deux  quadriqucs/el  c; 
se  coupent  suivant  deux  courbes  planes.        c.  q.  f.  d. 

Remarquons  que  les  points  où  la  droite  d'intersection 
(P,  Q)  des  deux  plans  coupe  la  <]uadrit[ue  -s,  donneront 
les  solutions  du  svslème  (2),  (3  ). 

Il  est  clair  que,  dans  le  cas  actuel,  cette  droite  (P,  Q) 
ne  saurait  être  sur  la  surface  'j,  car  les  équations  (2)  et 
(3)  auraient  une  iiilinilé  de  solutions  [tous  les  points 
de  la  droite  (P,  Q)].  Les  deux  plans  ne  peuvent  pas  non 
plus  se  réduire  a  un  plan  double  P-,  car  les  équations 
(  2),  (3)  auraient  une  infinité  de  solutions  (tous les  points 
communs  à  P  et  h  es).  Il  y  aurait  un(;  infinité  de  points 
de  contacl,  et  non  pas  deux. 


(  h)^'  ) 

m.  —  Conditions  de  triple  contact. 

On  ne  peut  pas  supposer  que  les  trois  points  de  contact 
répondent  à  trois  valeurs  dilï'érentes  de  À,  car  l'équation 
(4),  qui  est  du  quatrième  degré,  ne  saurait  avoir  trois 
racines  doubles.  On  ne  peut  pas  non  plus  supposer  que 
les  trois  points  de  contact  répondent  h  une  même  valeur 
(le  A;  car,  d'après  une  remarque  précédente,  il  ne  peut 
pas  y  en  avoir  plus  de  deux  sans  qu'il  y  en  ait  une  in- 
iinité.  La  seule  hypothèse  possible  est  celle-ci  :  deux 
points  S  et  S'  répondent  à  une  valeur  de  X,  et  le  troisième 
sommet  S,  répond  à  une  autre  valeur  A,.  Alors,  d'après 
ce  qui  précède,  on  a 

/-).o  =  P.Q. 

Les  deux  quadriques  se  coupent  suivant  deux  courbes 
j)lanes;  de  plus  S,  S  et  S|  S'  sont  deux  génératrices  com- 
munes aux  deux  surfaces.  V inLersecdon  se  compose  de 
ce  couple  de  géiiéialrices  et  d'une  deuxième  courbe 
jildiie  passant  par  S  el  S . 

W  .    —    Conditions  de  quadruple  contact. 

La  seule  hypothèse  possible  est  celle-ci  :  deux  points 
SetS'  répondent  à  une  valeur  A  et  les  deux  autres  S,  et  S, 
à  une  autre  valeur  A, .  On  voit,  comme  à  l'article  III,  que 
les  deux  quadriques  ont  quatre  géiiéi-atrices  communes 
SS|,  SS,    et  S'S|,  S' S',,  formant  deux  couples  de  plans 

SS,S'  /  ^^,  ,         ,        ,  . 

•  se  coupant  suivant  isS  ,  et  répondant  a  A. 
SS'  S'  \  ' 


SiS'S', 


se  roupant  >ui\ant  SiS'j,  et  répondant  à  À). 
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\  .    —     CjONTACTS    K3J    AOMliKK    SI  PKIlIEUn     A    QtAxr.K. 

Il  110  peut  pas  V  avoir  plus  de  quatre  poinls  de  contact 
sans  qu'il  y  eu  ait  une  iniinité  :  car  il  ne  peut  pas  y 
avoir  plus  diuleux  contacts  répondant  à  la  racine  double 
À  sans  qu'il  y  eu  ail  une  iiifuiité,  et  récjualiou  (4)  ne 
peut  pas  admettre  plus  de  deux  r.icines  doubles  à  moins 
d'être  une  identité.  D'après  ce  qui  précède,  il  peut  v 
avoir  une  infinité  de  points  de  contact  de  trois  manières 
ditiérentes  : 

i"  Lu  des  cônes  passant  pai-  l'intersection  des  deux 
quadi  iques  est  un  plan  double; 

2"  Jl  se  réduit  à  un  système  de  deux  plans  dont  l'in- 
lersection  est  commune  aux  deux  (piadriques  ; 

3"  L'équation  en  A  l'st  une  identité. 

jNous  allons  examiner  .successivement  ces  trois  cas. 

Preniit-r  cas.  —  La  quadiique  ç;  étant  donnée,  la  qua- 
drique  J'  qui  la  coupe  suivant  la  section  par  le  plan 
double  P-  et  toutes  celles  qui  passent  [)ar  leur  intersec- 
tion sont  com[)rises  dans  la  formule 

o  -1-  À  P-=  o. 

Ou  pourra  cboisir  les    variables   coordonnées  de  façon 
<]ue  Ton  ait  P  ^  x.  Les  équations  (3)  s'écrivent  alors 

1  o',.  -T-  ).  T 
-\  Z>\.  =  O, 

Ci')  ; 

i     O;     =      o. 
1      O^     =      O. 

D'après  cela,   si  je  désigne    par  0  le  discriminant  de  la 
fonction  '.5,  l'équaliou  (4  '  devient 


(  592  ) 
Cotte  équation  eu  A  a  luw  racine  simple  finie  à  laquelle 
répond  le  cône  qui  a  pour  sommet  le  pôle  du  plan  x  =  o, 
et  une  racine  triple  infinie  à   laquelle  répond  le  plan 
double  X-  =  o. 

Deuxième  cas.  —  L'arête  du  dièdre  formé  par  le  couple 
de  plans  PQ  passant  par  l'intersection  de /et  'j  est  sup- 
posée sur  la  quadrique  o.  fj'équation  de  celle-ci  est 
donc  de  la  forme 

0  =  0  =  PQ  +  PR-t-QS. 

Toutes  les  quadriques  passant  par  l'intersection  de  z>  et 
de  PQ  sont  comprises  dans  la  formule 

À  PQ  -^  PR  +  QS  =  o. 

Si  les  formes  linéaires  P,  Q,  R,  S  ne  sont  pas 
indépendantes,  toutes  les  quadriques  représentées  par 
cette  équation  sont  des  cônes  de  même  sommet.  J'ex- 
clus c(î  cas  qui  rentre  dans  l'étude  des  coniques.  Je.  pose 

alors 

P=x,        Q=y,        R  =  z,        S  =  t. 

L'équation  g<hiérale  des  quadricjues  considérées 

Xa"K  -1-  xz  -\-yt  =  o 

donne   pour  l'équation  en  À 

(4"j  o  =  A  =  i. 

Cette  équation  a  une  racine  quadruple  infinie  à  laquelle 
répond,  pour  le  cône,  le  couple  de  plans  :rjK  =  o.  Les 
quadriques  sont  tangentes  le  long  de  la  génératrice 

:p  =  o,         r  =  o, 

qui  est  par  suite  une  génératrice  double-,  elles  ont  de 
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plus  en  coniimui  les  deux  généralrices 

j  rr  =  o.         {  y  -  o, 

i  (  =  o,    i  ^  =  o. 

Ces  génératrices  forment  donc  l'intersection  complète. 

Troisième  cas.  —  Le  premier  membre  de  l'équation 
(4)  en  ).  est  idenliquement  nul.  Alors  les  deux  qua- 
driquesy'et  'j  sont  des  cônes,  car  le  premier  et  le  dernier 
coefficient  de  l'équation  sont  les  discriminants  des  deux 
formes  y  et  o.  J'exclus,  comme  plus  liaut,  le  cas  où  ces 
deux  cônes  ont  le  même  sommet. 

D'après  l 'hypothèse,  à  tout  nombre  À  répond  un 
cône  dont  l'équation  est 

Si  on  substitue  les  coordonnées  de  son  sommet  dans  o, 

on  obtient,  comme  on  a  vu,  -jr-  Cette  quantité  est  nulle, 

puisque  A  est  identiquement  nul.  Ainsi  le  sommet  de 
tout  cône  (j')  est  sur  la  quadrique  C2,  v.w  particulier  le 
sommet  S  du  cône  f\  de  même,  le  sommet  t  du  cône  es 
et  sur  /.  Donc  St  est  une  généralrice  commune  aux 
deux  cônes  /"et  a.  Je  considère  maintenant  le  sommet  T 
de  l'un  quelconque  des  cônes  (7').  TS  est  une  génératrice 
commune  à  ce  cône  T  et  au  cône  cp.  TS  appartient  donc 
aussi  à  o.  De  môme  Ta-  est  commune  à^^et  à  o.  Si  donc 
T  est  extérieur  à  St,  les  cônes  /  et  'o  contiennent  trois 
génératrices  formant  un  triangle  TSc-;  ils  ont  dès  lors 
nn  plan  commun  TSo-etse  décomposent. 

Ainsi,  poui- qu'on  ait  affaire  à  des  cônes  proprement 
dits,  il  faut  que  T  soit  sur  ST^eLcomme,  par  hypothèse, 
il  V  a  une  infinité  de  points  T,  il  existe  sur  la  droite  Sa-, 
et  en  dehors  des  points  S   et  7,  des  points  où  les  deux 
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côaes  sont  langents.  Ils  sont  alors  tangents  tout  le  long 
(le  la  généi^atrice  S  a-  ^  celle-ci  est  une  génératrice  double. 
Les  deux  cônes  se  coupent   suivant   celte   génératrice 
double  et  suivant  une  conique. 


SUR  LA  SOllME  DES  PL'ISSAKCES  SEMBLABLES 

DES  II  nm\m%  nombues; 

Pau    m.    Ernest   DUPORGQ, 
Elève  rie  l'École  Monse. 


En  supprimant,  dans  chacune  des  [n  -\-  i^'^^^s  pp^_ 
mières  lignes  du  triangle  de  Pascal,  le  chifî're  qui  la  ter- 
mine, puis  en  la  complétant  par  des  o,  on  obtient  le  dé- 
terminant 

I         ()  ()       .  .  .         o  o 

1  ■>.  f)         ...  o  o 

I  3  3        . .  .  o  n 


CB 


n 


dont  la  valeur  est  évidemment  «+  i!. 

Si  l'on  y  remplace  chaque  élément  de  la  dernière  co- 
lonne par  la  somme  des  éléments  de  la  rangée  correspon- 
dante, multipliés,  le  premier  par  i,  le  deuxième  par  x, 
le  troisième  par  x-,  ...,1e  p^'^^^^  par  xP~^  ^  .  .  . ,  enfin  le 
dernier  par  x",  on  a  le  déterminant 


l  -\-  9..T 


GL 


n  r  -4 
+- 1  X 


nx"-^ 
h  n  -h  IX 
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dont  la  valeur  est  w  +  i  !  .r".  On  peut  donc  écrire  l'iden- 
tité 


1           o 

o 

n 

X  -+-  I 

1              ■! 

o 

o 

.r  + 1 2 

I         n 

n 

X  -^l'^ 

I       /<  H-I 

a7-)-i«+i 

I          o 

o 

j- 

I        l 

,r2 

1        // 

n 

y  II 

I     n-k-\ 

C2 

3-"  +  ' 

En  désignant  par /"(x)  le  second  terme  du  premier 
membre,  on  a  donc  successivement 

/(^)-/(,r-i)=(r-[)". 


/(2)-/(l)=l". 

/(i)=o. 


D'ailleurs 

On  a,  par  suite, 

/(  j-  -4-  I  )  =  I  "  -+-  2"  -I-  .  .  .  -+-  .r" . 

Ainsi  la  somme  des  /î"™^^  puissances  des  x  premiers 
nombres  est  donnée  par  l'expression  f  {^x.  +  i),  qu'il 
est  plus  avantageux-d'écrire 


^"  +  (—  i)"- 


I      n  +  I 


n 

^  H  +  1 
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ÉTUDE  (JÉOllÉTRIOUE  DES  I»R0I»I11ETES  DES  COMQIES 
D'APRÈS  LEUR  DÉFIMTIO\  ('); 

Par  m.  L.  MALEYX. 


Construction  d'une  conique  dont  on  donne  cinq  points. 

Xll.  On  donne  cinq  points,  apparlenanl  aune  même 
voniijue,  et  V on  se  propose  iV en  construire  autant  qu'on 
voudra,  ainsi  que  les  tangentes  en  ces  points.  On  se 
propose  encore  de  consliaire  le  centre  de  la  courbe  si 
elle  en  a  un,  de  déterminer  son  genre,  deux  diamètres 
conjugués  faisant  uti  angle  donné,  les  axes,  les  som- 
mets, les  asymptotes  ;  de  lui  mener  deux  tangentes  j>ar 
un  point  donné  de  son  plan. 

î^oient  A,  W,  C,  1),  E  cinq  points  donnés  apparlcnant 
à  nnc  même  conique  et  supposés  à  distance  linie 
(  fig.  3o)-,  considérons  le  quadiilatère  inscrit  ABGD,  et 


par  le  [)()int  K  menons  une  droite  EX  dans  une  direc- 
tion quelconcpie;  d'apiès  le  théorème  de  Desargues,  son 
second  point  commun  avec  la  conique  sera  Je  point  Y 
conjugué  de  E,  dans  l'involulion  déterminée  par  les  deux 
couples   de    points  P  et   (^,   R  et  S,  où  la  sécante  ren- 

(')  Voir  même  Tome,  p.  4^'- 
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conlre  les  couples  tle  cotés  opposés  du  quadriJalèi-e  in- 
scrit, à  savoir  DC  et  AB,  HC  et  AD;  on  le  construira  en 
faisant  passer  deux  cercles,  le  premier  par  les  points  P 
et  (^,  le  second  par  les  points  R  et  S.  et  (îufin  un  tioi- 
sième  cercle  passant  par  E  et  ayant  avec  les  précédents 
même  axe  radical  ;  1(>  troisième  cercle  passera  par  le 
point  F  qu'il  déterminera. 

8i  nous  voulons  actuellement  construire  la  tangente 
en  un  de  ces  points,  soit  A,  nous  pouvons  considérer  le 
triangle  ADC  et  la  tangente  en  A  comme  (onsti tuant 
un  quadrilatère  inscrit  dont  les  côtés  opposés  sont  Al) 
et  AC,  DG  et  la  tangente  AQ,  en  A.  Tiaçons  la 
droite  indéfinie  EB,  qui  rencontre  la  courbe  en  E  et  B  : 
elle  rencontrera  la  tangente  en  A  au  point  Q,  conjugué 
de  P,,  dans  l'involution  déterminée  pai-  les  points  E 
et  B,  où  elle  coupe  la  courbe,  <ît  les  points  R,  et  Si,  où 
elle  coupe  les  deux  autres  côtés  opposés  du  quadrilatère 
(théorkme  de  Desargues);  on  pourra  donc  construire 
le  point  Qi  et,  en  conséquence,  la  tangente  AQ,   eu  A. 

Les  mêmes  questions  peuvent  être  résolues  au  moyen 

du  THÉORÈME  DE  PasCAL. 

Soient,  en  elfet,  A,  B,  C,  D,  E  cinq  points  apparte- 
nant à  une  conique  (/?^.  3i):  unissons-les  successive- 

Fis.  3i. 

-"  p 


ment  par  des  lignes  droites,  et  menons,  par  le  j)oint  E. 
la  droite  EX  indéfinie  dont  nous  voulons  trouver  le 
second  point  commun   F  avec   la  courbe.   ABCDEF  est 
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un  hexagone  inscrit  dans  la  conique,  les  points  P  et  Q 
où  se  coupent  les  couples  de  côtés  opposés  AB  et  DE, 
BC  et  EFX,  appartiennent  à  la  droite  de  Pascal  et  la 
déterminent 5  le  point  R,  où  elle  est  rencontrée  par  DC, 
appartient  aussi  au  côté  FA;  donc,  si  l'on  unit  RA, 
cette  droite  va  rencontrer  EX  avi  point  F  cherché. 

Supposons  actuellement  qu'on  veuille  construire  la 
tangente  en  un  des  points  donnés,  A  [fig.  Sa);  considé- 
rons la  figure  ABCDE  jointe  à  la  tangente  en  A  comme 


ini  hexagones  inscrit,  DC  étant  opposé  à  la  tangente 
en  A.  Les  points  P  et  Q  où  se  rencontrent  les  couples 
de  côtés  opposés  AB  et  DE,  AE  et  BC,  déterminent  la 
droite  de  Pascal  qui  va  concourir  avec  le  côté  DC  au 
même  point  R  (|ue  la  tangente  en  A  ;  le  point  R  où  se 
coupent  PQ  et  DC  étant  connu,  en  l'unissant  au  [)oint 
A,  on  a  la  tangente  cherchée. 

Quel  que  soit  le  mode  de  construction  adopté,  on 
pourra  toujours,  A,  B,  C,  D,  E  étant  les  cinq  points 
donnés  [fig-  33),  construire  les  tangentes  en  trois  de  ces 
points.  A,  B,  C;  soient  P  et  Q  les  points  où  se  rencon- 
trent ces  tangentes  en  A  et  B,  B  et  C,  respectivement. 

D'après  le  raisonnement  fait  pour  établir  une  des 
propositions  du  n°  IV,  Chap.  II,  PM  qui  unit  le  point  P 
où  se  coupent  deux  tangentes  au  milieu  INI  de  la  corde 
des  contacts  AB  est  le  diamètre  de  la  courbe  conjuguée 
de  la  direction  AB;  PM  va  donc  passer  par  le  centre, 
et  il  en  est  de  mènu^  de  QîV,  N  étant  le  milieu  de  BC. 
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Si  les  deux  droites  PJVI,  QN  sont  parallèles  la  courbe 
sera  nue  paraLole;  dans  le  cas  contraire,  leur  point 
commun  O  délinira  le  centre  de  la  courbe,  et  en  me- 
nant par  le  point  O,  OP,  parallèle  à  AB,  et  0(^,  paral- 
lèle à  BC,  on   aura  deux  systèmes  de  diamètres   eonju- 

Fi£.  33. 


gués,  en  direction;  ces  deux  couples  de  rayons  associes 
déterminent  Tinvolution  du  système  des  diamètres  con- 
jugués dont  on  cherchera  les  rayons  doubles. 

Si  les  rayons  doubles  sont  réels,  la  courbe  sera  nne 
hyperbole  dont  ces  rayons  seront  les  asymptotes;  on 
pourra  alors  construire  deux  diamètres  conjugués  faisant 
un  angle  donné  et  en  conséquence  les  axes,  d'après  ce 
qui  a  été  dit  au  n°  XIV,  Chap.  I;  quant  aux  sommets,  ce 
sont  les  intersections  de  la  courbe  et  de  l'un  des  axes 
qu'on  peut  construire  d'après  le  n°^  XV,  Chap.  I. 

Si  les  rayons  doubles  n'existent  pas,  la  courbe  est  une 
ellipse;  on  pourra  construire  les  directions  des  axes, 
ou  de  deux  diamètres  conjugués  faisant  un  angle  donné, 
en  conséquence  des  n°*  V  et  VI,  Cliap.  I. 

Connaissant  le  centre,  deux  diamètres  conjugués  en 
direction,  un  point  de  la  courbe,  ainsi  que  la  tangente 
en  ce  point,  on  peut  déterminer  les  longueurs  de  ces 
diamètres  au  moyen  de  la  proposition  suivante  : 

Soient  OX,  OY  deux  diamètres  conjugués,  IM  un 
point  de  la  courbe,  el  MS  la  tanginite  en  M  rencontrant 
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OX  eu  S  [fig-  34);  si  nous  menons  MI  parallèle  à  OY, 
que  nous  la  proîougions  de  la  longueur  IM,  égale  à  LM, 
et  que  nous  tracions  la  droite  MjS,  cette  droite  sera  la 
tangente  à  la  courbe  en  M,,  et  S  sera  le  pôle  de  MM| 
pai-  rapport  à  la  conique.  Dès  lors,  si  A  et  A'  sont  les 
exiréniités  du  diamètre  dirigé  suivant  OX,  les  quatre 
points  A.  A',  S,  I  forment  une  division  harmonique;  il 


en  résulte  que  :  OA  :=  OA'  z=^0\y<  OS  ;  on  aura  donc 
les  points  A  et  A'  en  construisant  une  moyenne  propor- 
tionnelle enti'e  01  et  OS. 

Supposons  actuellement  qu'on  veuille  mener  deux 
tangentes  à  la  conique  dont  on  donne  cinq  points,  A, 
B,   C,   D,  E,    par  un   point  S  de  son  plan    {Jig.  35). 

¥\^.  35. 


Nous  construirons  les  droites  SA,  SB,  et  nous  détermi- 
nerons leurs  seconds  points  communs  A',  B',  avec  la 
courbe;  puis  nous  construirons  les  points  I  etKconju- 
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gués  liarmoniques  de  S  par  rapport  à  A  et  A',  B  cl  LV, 
respectivement;  la  droite  IK  sera  la  polaire  de  S  par 
rapport  à  laconique  et  la  coupera  aux  points  de  contact 
des  tangentes  cliercliées.  On  déterminera  ces  points 
d'après  la  construction  déduite  du  théorème  établi  au 
n°  VI,  Cliap.  IT,  et  la  question  sera  résolue. 

Nous  avons  supposé  les  cinq  points  situés  à  distance 
finie;  examinons  les  cas  particuliers  où  un  ou  deux  de 
ces  points  passent  à  l'infini  dans  des  directions  don- 
nées  : 

i"  Un  seul  des  points,  soitE.^  passe  à  V infini  dans 
la  direction  XY  {Jig.  36). 

Fig.  3G. 


Desargues.  —  Si  nous  considérons  le  quadrilatère  in- 
scrit ABCD,le  point  conjugué  de  E,  qu'on  peut  considérer 
comme  situé  à  l'infini  sur  XY,  dans  l'involution  déter- 
minée par  les  couples  de  points  P  et  Q,  R  et  S,  où  les 
côtés  opposés  du  quadrilatère  rencontrent  XI,  est  le 
point  central  to  d<;  cette  involution;  on  peut  déter- 
miner 0.)  et  l'on  rentre  dans  la  première  hypothèse. 

Pascal.  —  Supposons  les  cinq  points  donnés  :  A,  B, 
C,D,  E;  E  à  l'infini  sur  DY' ( /%.  87 ).  Menons  arbitrai- 
rement AR  par  le  point  A,  et  proposons-nous  de  con- 
struire son  second  point  commun  avec  la  courbe,  soit  F. 
Dans  l'hexagone  inscrit  ABCDEF,  les  couples  de  côtés 


(  6o.  ) 

opposes  AB  et  DE  (ouDY,),  AR  et  DG,  délerniinent 
la  droite  de  Pascal,  par  leurs  points  communs  P  et  R5 
l'intersection  de  PR  avec  BC  donne  le  point  Q  ;  le  point  F 
est  déterminé  par  l'intersection  de  X\  (ou  EF),  menée 
par  Q  parallèle  à  DY,   avec  AR,  Comme  dans  la  con- 

Fig.  37. 

p P Ti 


struction  précédente,  on  rentre  dans  la  première  livpo- 
thèse.  Dans  ce  cas,  la  courbe  peut  ètie  une  parabole  ou 
une  hyperbole. 

2°  Deux  des  points  passent  à  l'infini  dans  des  di- 
rections différentes  BX,  CY  {fig.  38). 

Desargues.  —  Soient  x\,  B,  C,  D,  E  les  cinq  points 
donnés,  DetE  étant  situés  à  l'infini  dans  les  directions  BX, 
C\  respectivement  {Jig-    38).  Considérons  le  quadri- 

Fis.  38. 


latère  inscrit  dont  les  côtés  sont  BC,  BX,  CY,  et  la 
droite  DE  située  à  l'infini.  Menons  par  le  point  A  une 
sécante  quelconque  AZ  :  son  second  point  commun  avec 


(   «o'^   ) 
la  (;ourbe  sera  conjugué  de  A  daus  rinvolulion  dtker- 
iiiinée  par  Jes  points  P  et  Q  et  dont  R  est  le  centre, 
puis  jue  son  conjugué  S  est  à  l'infini  sur  DE. 

Ce  second  point  est  facile  à  déterminer  et  silué  n 
distance  finie;  en  menant  une  seconde  sécante  dans  une 
direction  dillérente,  on  déterminera  un  cinquième  point 
à  distance  finie  et  l'on  rentrera  dans  la  première  hypo- 
thèse. 

Pascal.  —  Soient  les  cinq  points  donnés  A,  B,  C,  D, 
E;  DetE  à  l'infini  dans  les  directions  BX,  CY  {^/ig'-  Sy); 
menons  arbitrairement  AR  par  le  point  A,  et  construi- 
sons son  second  point  commun,  F,  avec  la  courbe.  Dans 


l'hexagone  inscrit  ABCDEF,  les  côtés  opposés  AB  et  DE, 
qui  est  à  l'infini,  se  coupent  au  point  P  situé  à  l'infini 
sur  AB;  les  côtés  opposés  AR  et  DC  (ou  CX|,  menée 
par  C  parallèle  à  BX),  se  coupent  en  R;  la  droite  de 
Pascal  sera  donc  la  parallèle  à  AB  menée  par  le  point  R 
qui  est  connu.  L'intersection,  Q.  de  cette  droite  avec  BC 
est  un  point  de  EF;  menant  par  ce  point,  Q,  une  paral- 
lèle à  CY,  soit  QY,,  l'intersection  de  cette  droite  avec 
AR  fait  connaître  le  point  F.  On  aura  ainsi  déterminé  un 
quatrième  point  F  à  distance  finie;  on  en  construira  un 
cinquième  d'une  manière  analogue,  et  l'on  rentrera  dans 
la  première  hypothèse. 


(  f^o4  ) 

La  courbe  ne  peut,  dans  ce  cas,  être  qu'une  hyperbole. 
3°  Deux  points  passent  a  l'infini  dans  une  même 
direction  donnée. 

Desargues.  —  Soient  A,  B,  C  les  trois  points  à  dis- 
tance finie,  D  et  E  à  l'infini  dans  les  directions  CX|, 
BX,  qui  sont  parallèles  {fi g.  ^o). 


Considérons  le  quadrilatère  inscrit  BCDE,  et  menons 
par  le  point  A  une  transversale  quelconque  AZ^  son 
second  point  de  rencontre  avec  la  courbe  sera  le  conju- 
gué de  A,  dans  l'involution  déterminée  par  le  couple  de 
points  P,  Q,  et  le  point  R  qui  en  est  le  centre,  puisque 
son  conjugué  esta  l'inlini  sur  DE.  On  pourra  facilement 
construire  ce  point  situé  à  distance  finie,  et  en  con- 
struire de  même  un  cinquième:  on  rentrera  ainsi  dans 
la  première  hypothèse.  Dans  ce  cas,  la  conique  ne  peut 
être  qu'une  parabole. 

l^vscAL.  —  Supposons  les  points  A,  B,  C,  D,  E,  F,  A, 
où  F  est  inconnu,  D  et  E  à  l'infini  dans  les  directions 
ex,  FX(,  qui  sont  parallèles  (^g'.  4  0'  unis  deux  à 
deux  par  des  droites  dans  l'ordre  où  ils  sont  écrits.  Me- 
nons par  A  la  droite  AF  dans  une  direction  arbitraire  et 
cherchons  son  second  point  de  rencontre  F  avec  la 
courbe  5  les  côtés  opposés  AF,  CD  se  coupent  en  P;  les 
cotés  opposés  consécutifs  AB,  DE  se  coupent  à  l'infini 
sur  AB;  la  droite  de  Pascal  est  donc  la  parallèle  PQ  à 
AB  menée  par  le  point  P,  ce  qui  permet  de  la  con- 
struire; les  côtés  opposés  BC,  FE  vont  concourir  sur 
PQ  en  R,  déterminé  par  la  rencontre  de  PQ  avec  BC. 


(  6o5  ) 
Menons  par  11  la  paiallèlu  RX,  à  CX  :  son  inlcrseclion 
avec  AP  dclerniine  le  point  F.  On  tronveiait,   en  nie- 

ri?.  4". 
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nant  par  A  une  droite  dans  une  direction  différente,  un 
cinquième  point,  situé  comme  F  à  distance  finie,  et  l'on 
rentrerait  dans  la  première  hypothèse. 

CoNSÉQiEjvcES  IMPORTANTES.  —  l '^  Quaud  OU  conuaît 
cinq  points  d'une  conique,  tous  les  autres  points  peu- 
vent être  construits  au  moyen  de  l'un  des  théorèmes  de 
Desargues  ou  de  Pascal.  Une  droite  passant  par  un  des 
points  donnés  ne  pouvant  rencontrer  la  conique  qu'en 
un  autre  point,  cette  courbe  est  absolument  déterminée 
par  cinq  de  ses  points.  En  d'autres  ternies,  si  deux 
coniques  ont  cinq  points  communs,  elles  se  confondent. 

2"  Une  conique  étant  définie  par  cinq  points,  la  même 
conique  le  sera  par  quatre  de  ces  points  et  par  un 
sixième  point  fourni  par  l'un  des  théorèmes  de  Desar- 
gues ou  de  Pascal;  ou  par  quatre  de  ces  points  et  la  tan- 
gente en  un  de  ces  points,  ou  encore  par  trois  de  ces 
points  et  les  tangentes  en  deux  de  ces  points. 

Cette  substitution  d'un  élément  pointa  un  autre  pou- 
vant être  réitérée  un  nombre  de  fois  quelconque,  il  en 
résuite  cjue  :  si  l'on  donne  cinq  points,  qu  on  déter- 
mine consécutivement  de  nouveaux  points  par  l'ap- 
plication de  l'un  des  théorèmes  de  Des  argues  ou  de 
Pascal^  comme  si  les  cinq  premiers  appartenaient  à 
une  conique;  si  en  plus  on  peut  trouve?'  une  conique 


(  6o6  ) 
passant  par  les  cinq  derniers,  dislincls  ou  confondus 
par  couples,  celte  conique  passera  également  par  les 
cinq  premiers. 

XIII.  Par  cinq  points  situés  dans  un  plan,  et  tels 
qu'il  71  y  en  ait  pas  plus  de  deux  en  ligne  droite,  on 
peut  toujours  faire  passer  une  conique. 

Remarquons  d'abord  que,  si  les  cinq  points  donnés  ne 
sont  pas  les  sommets  d'un  pentagone  convexe,  on  peut 
toujours  par  l'application,  réitérée  si  cela  est  nécessaire, 
du  théorème  de  Desargues,  trouver  cinq  points  sommets 
d'un  pentagone  convexe,  et  tels  que,  si  l'on  peut  faire 
passer  une  conique  par  ces  cinq  points,  elle  passera  par 
les  cinq  premiers. 

Si  les  cinq  points  ne  sont  pas  sommets  d'un  penta- 
gone convexe,  il  ne  peut  se  présenter  que  deux  cas  :  ou 
deux  d'entre  eux  sont  intérieurs  au  triangle  dont  les 
trois  autres  sont  les  sommets,  ou  un  seul  d'entre  eux  est 
situé  à  l'intérieur  d'un  quadrilatère  convexe  dont  les 
quatre  autres  sont  sommets. 


Examinons  le  piemier  cas.  Soient  A,  B,  C,  D,  E  les 
cinq  points  donnés  {fîg.  42),  D  et  E  étant  à  l'intérieur 
du  triangle  dont  A,  B,  C  sont  les  trois  sommets.  La 
di'oite  DE  ne  peut  passer  par   aucun  des  trois  sommets 


(  ^<'7  ) 
cl  doit,  en  conséquence,  rencontrer  Je  périmètre  en  deux 
points  PetQ;  les  côtés  opposés  BD,  CE  du  quadrila- 
tère convexe  l)DEC  vout  se  eoiqjer  en  O,  à  l'intérieur 
du  triangle.  Dès  lors  la  droite  AO  rencontre  le  côté  BG 
en  K,  situé  entre  B  et  G,  et  DE  en  I,  situé  entre  D  et  E. 
Le  point  O  est  un  des  points  doubles  de  l'involution  dc- 
lerniinée  sur  AK  par  ses  points  de  rencontre  avec  les 
côtés  opposés  du  quadrilatère  BDEG;  il  en  résulte  que  le 
centre  to  de  cette  involution  est  extérieur  au  segment 
IK5  de  plus,  il  est  situé  entre  O  et  I,  car,  s'il  était  sur 

OA  ou  sur  son  prolongemeni,  wO  serait  inférieur  à 
(ol  X  wK,  et,  s'il  était  situé  sur  le  prolongement  de  AK, 

oiO  serait,  au  contraire,  supérieur  au  môme  produit. 
Le  centre  to  de  l'involution  dont  on  vient  de  parler,  étant 
situé  entre  I  et  O,  le  point  A  et  son  conjugué  F  sont  si- 
tués d'un  même  côté  de  w,  et  le  segment  dont  ils  sont 
extrémités  comprend  le  point  double  O.  Le  point  F 
étant  situé  entre  O  et  10,  le  pentagone  BDFEG  est  con- 
vexe, et  une  conique  passant  par  ses  sommets  passera 
également  par  le  point  A. 

Occupons-nous  maintenant  du  deuxième  cas.  Soient 
A,  B,  G,  D,  E  les  cinq  points  donnés,  E  étant  situé  à 
l'intérieur   du  quadrilatère   convexe   ABCD  {Jig-  4'^)- 


Gonstruisons  les  diagonales  AG,  BD  :  le  point  E  tombera 
à  l'intérieur  d'un  des  triangles  AOD,  BOC,  DOC, 
AOB,  soit  du  triangle  AOD;  considérons  le  (juadrilatère 


(  6o8  ) 
ACDB,  et  menons  la  transversale  PEQ,  parallèle  à  AD, 
rencontrant  les  couples  de  côtés  opposés  AB  et  CD,  AC 
et  BD,  en  P  et  Q,  R  et  S,  respectivement.  Le  segment 
RS  étant  intérieur  au  segment  PQ,  dans  l'involution  que 
déterminent  les  extrémités  de  ces  segments,  la  puissance 
de  cette  involution  est  positive,  et,  comme  le  point  E  est 
intérieur  au  segment  RS,  il  en  est  de  même  de  son  con- 
jugué. Dès  lors,  les  cinq  points  A,  B,  D,  E,  F,  qu'on 
peut  substituer  aux  cinq  points  A,  B,  C,  D,  E,  rentrent 
dans  le  cas  précédent. 

Etablissons  actuellement  la  proposition  suivante  :  Si 
l'on  considère  lai pentagone  convexe,  et  qu'on  applique 
à  un  de  ses  sommets  la  construction  de  la  tangente 
définie  par  le  théorème  de  Desargues,  cette  droite 
laissera  les  quatre  autres  sommets  d' un  même  côté. 

Soit  le  pentagone  convexe  ABCDE  {fig.  4^)i  appli- 
quons  la    construction  de  la  tangente   au    sommet   A. 


Dans  ce  but,  imaginons  le  quadrilatère  ayant  pour  côtés 
opposés  AB  et  AE,  BE  et  la  tangente  inconnue  en  A  ; 
coupons  la  figure  par  la  droite  DC,  rencontrant  AB  et 
AE  en  P  et  Q,  BE  et  la  tangente  inconnue  en  A,  en  Pi 
et  S.  Le  pentagone  étant  convexe,  les  points  P  et  Q  sont 
extérieurs  au  segment  DG,  d'un  même  côté  ou  de  part  et 
d'autre;  il  en  résulte  que  la  puissance  de  l'involution 
déterminée  par  les  deux  couples  de  points  D  et  C,  P  et 
Q,  est  positive.  Dans  le  premier  cas,  qui  est  celui  de  la 


(  <>«'9  ) 
ligure,  le  point  R  est  lonipris  enlic  Jcs  points  I*  cl  Q  ; 
donc  il  eu  est  de  même  de  son  conjugué  S,  et  la  tan- 
gente ne  pouvant  se  mouvoir  que  dans  l'intérieur  de 
l'angle  PAQ  laisse  les  quatre  points  B,  E,  D,  C  d'un 
même  côté;  dans  le  second  les  points  R  et  S  sont  exté- 
rieurs au  segment  PQ,  et  la  conséquence  est  la  même. 

D'après  cela,  pour  montrer  qu'on  peut  faire  passer 
une  conique  par  cinq  points  quelconques,  dont  trois  ne 
sont  pas  en  ligne  droite,  il  suHlt  d'établir  la  proposition 
pour  cinq  points  sommets  d'un  pentagone  convexe,  et, 
d'après  la  dernière  proposition  établie,  en  construisant 
les  tangentes  en  deux  des  sommets  de  ce  pentagone  con- 
vexe, l'angle  de  ces  tangentes  qui  renferme  la  coi'de 
unissant  les  points  de  contact  renfermera  aussi  les  trois 
autres  sommets. 

Il  suffit  donc  de  montrer  qu'on  peut  coiislruire  une 
conique  tangente  à  deux  droites  données  en  deux  points 
donnés  sur  ces  droites  et  passant  par  un  troisième 
point  situé  dans  V angle  de  ces  tangentes  qui  renferme 
le  segment  de  droite  unissant  les  points  de  contact. 

Pour  résoudre  la  question,  soient  AT,  BT  les  deux 
tangentes  données,  A  et  B  étant  les  points  de  contact, 

T,/ 


C  le   troisième  point  situé  dans  l'angle  des  tangentes 
renfermant  AI3  {fig.  4'j)-  P^r  l<^s  points  A  et  B,  et  dans 
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un  plan  autre  que  le  plan  ABC,  faisons  passer  un  ccicle 
quelconque  et  menons  en  A  et  B  les  tangentes  AT,,  BT, 
à  ce  cercle.  Le  plan  CTT,  rencontre  AB  entre  A  et  B; 
dès  lors  il  rencontre  le  cercle  en  dcuix  points  :  soit  INI  un 
de  ces  points;  joignons  CM  par  une  ligiie  droite  et  pro- 
longeons-la jusqu'à  sa  rencontre  avec  TT,  en  S.  Si 
nous  prenons  S  pour  sommet  d'un  cône  ayant  pour  di- 
rectrice le  cercle,  le  cône  sera  tangent  aux  deux  plans 
TAT,,  TBÏ|,  et  il  sera  coupé  par  le  plan  TAB  suivant 
une  conique  tangente  à  AT  et  BT  en  A  et  B,  et  passant 
par  le  point  C  qui  est  la  trace  de  la  génératrice  SM  sur 
le  plan  ABC;  cette  coni(jue  répond  à  la  question.  Comme 
il  y  a  deux  points  INI  sur  le  cercle,  le  même  cercle  donne 
deux  solutions. 

Construction  de  coniques  définies  par  cinq  données, 
points  ou  tangentes  réels,  situés  à  distance  finie, 
d'après  les  théorèmes  précédents. 

XIV.  Le  premier  de  ces  problèmes,  construire  une 
conique,  connaissant  cinq  de  ses  points,  a  été  résolu 
avec  détail  dans  le  numéro  qui  précède  de  deux  rangs, 
et  nous  avons  montré  dans  le  précédent  que  par  cinq 
points,  tels  qu'il  n'y  en  ait  pas  plus  de  deux  en  ligne 
droite,  on  peut  toujours  faire  passer  une  conique,  ^ous 
allons  nous  occuper  actuellement  de  la  construction 
d'une  conique  dont  on  donne  cinq  autres  éléments, 
points  ou  tangentes  : 

i"  Construire  une  conufue,  connaissant  cinq  de  ses 
tangentes. 

Théorème  corrélatif  de  celi  i  de  Desargues.  — 
Soient  AB,  BC,  CD,  DE,  EF  les  cinq  tangentes  données 
( //, i? .  4^);  considérons  les  quatre  dernières  comme  for- 
mant un  quadrilatère  circonscrit  dont  les  quatre  sommets 


(  <i.i  ) 

sont  C,  I),  E  et  P,  où  se  rencontrent  BC  et  El'.  Prenons 
un  point  quelconque  A  sur  la  première  et  unissons-le 
par  des  lignes  droites  aux  sommets  D,  P,  C,  E  du  qua- 
drilatère; la  seconde  tangente,  issue  du  point  A,  est  le 
ravon  conjugué  de   Alî  dans  le   faisceau  en  involution 


défini  par  les  couples  des  rayons  AC  et  AE,  AD  et  AP  ; 
en  construisant  ce  rayon,  ou  aura  une  sixième  tangente 
et  l'on  pourra  ainsi  s'en  procurer  autant  qu'on  \oudra. 
Considérons  une  des  cinq  tangentes  données  EF,  et 
proposons-nous  de  trouver  son  point  de  contact,  soit  K; 
CD.  DE,  EK.  KF  peuvent  être  considérées  comme  for- 
mant un  quadrilatère  circonscrit  dont  les  sommets  sont 
D,  E,  K  et  G,  intersection  de  CD  et  FK-,  si  nous  unis- 
sons le  point  B  à  ces  sommets  par  des  lignes  droites,  BK 
sera  le  rayon  conjug^ué  de  BD  dans  le  faisceau  en  invo- 
lution déterminé  par  le  couple  des  rayons  BA,  BC  qui 
sont  tangents,  et  par  le  couple  BE,  BG  qui  unissent  le 
point  B  à  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère  circon- 
scrit; on  construira  le  rayon  BR  dont  l'intersection  avec 
EF  donnera  le  point  de  contact  K. 

Bkia>cho.\.  —  Soient  AB,  BC,  CD,  DE,  EF  les  cinq 
tangentes  données  [fig-  A')\  prenons  arbitrairement  le 
point  A  sur  la  tangente  AB;  A,  B,  C,  D,  E  peuvent 
être  considérés  comme  cincj  sommets  d'un  hexagone 
cirronscrit,   dont  F  serait  le  sixième;    les   droites   AD. 


(  <i'^  ) 

BE,  qui  sont  deux  diagonales  unissant  deux  sommets 
opposés,  déterminent  le  point  O  par  leur  interseetion; 
la  troisième  diagonale  passe  par  C  et  O  et  détermine  le 
sommet  F  et  la  tangente  AF  par  sa  rencontie  avec  EF. 

Fis.  47. 


Considérons  une  tangente,  soit  AF  qu'on  vient  de 
construire,  et  clierclions  son  point  de  contact  K.  Les  six 
points  A,  B,  H,  E,  F,  et  K,  qui  est  inconnu,  peuvent  être 
pris  pour  six  sommets  d'un  hexagone  circonscrit",  con- 
struisons les  diagonales  AE,  BF  unissant  deux  sommets 
opposés,  leur  intersection  détermine  le  point  w;  la  troi- 
sième diagonale  passe  par  H  et  (o  et  va  couper  AF  au 
point  cherché  K. 

L'une  des  cinq  tangentes  est  donnée  à  Vinjini.  (La 
courbe,  dans  ce  cas,  ne  peut  être  qu'une  parabole.) 

•Fis.  48. 


Les  constructions  précédentes  continuent  à  s'appli- 
quer en  considérant  deux  des  sommets  du  pentagone 
formé  par  les  cinq  tangentes  données;    soient  D  et   E 


(  <>>3  ) 

comme  situés  à  rinfini  sur-  les  côlés  cxlérieurs  PX,  PY 
du  quadiilalère  complet,  dont  les  quatre  cotés  sont  les 
tangentes,  restant  à  distance  (inie  {fig-  48)- 

2"  Construire  une  conique,  connaissant  quatre  de 
ses  points  et  une  de  ses  tangentes. 

Desarcues.  —  Considérons  le  quadrilatère  inscrit 
ABCD,  dont  les  quatre  soiutuets  sont  les  quatre  points 
donnés,  et  soit  RS  la  tangente  donnée  {Jig.  49)-  L<-'s 
couples  de  points  P  et  Q,  R  et  S,  où  la  tangente  est  ren- 
contrée parles  couples  des  côtés  opposés  du  quadrilatère, 
déterminent  une  involution  dont  font  partie  les  points  de 


rencontre  de  la  tangente  et  de  la  conique,  et,  comme  ces 
points  se  réduisent  à  un,  puisque  la  droite  est  tangente, 
le  point  de  contact  est  l'un  des  points  doubles  de  cette 
involution.  On  pourra,  d'après  cela,  déterminer  le  point 
de  contact  et  l'on  esl  ramené  au  cas  où  l'on  donne  cinq 
points;  comme  l'involution  a  deux  points  doubles,  il  y 
a  deux  solutions. 

La  tangente  peut  être  donnée  à  l'infini.  (La  courbe 
est  alors  une  parabole.) 


(  tii4  ) 

SOLITIOX  DE  LA  QUESTIOX  PROPOSÉE  Al  COXCOIRS  GÉ\ÉRAL 
DE  1890; 

Par    m.    s.    RAVIER    (i), 
Élève  du  lycée  Condorcet. 


I.    —     SoLUTIOJV    ANALYTIQUE. 

i"  Le  problème  n'a  pas  de  sens  si  le  point  A  esl  dans 
le  plan  P.  -Nous  pouvons  donc  prendre  pour  tétraèdre 
de  référence  un  tétraèdre  ayant  pour  soniijiet  le  point  A 
et  pour  face  opposée  le  plan  P. 

Soit  alors 

' '^  I  _i-  QiB'zx-h  iB"xy  -+-  -iCrt^  -iCrt  -h  iC zt  =  o 

l'équation  de  la  surface,  ei  soient 

)  ax- -+■  a'y^ -+-  a  z'^ -i-  2 hyz  -\-  ■?. b'zx  -\-  ib" xy  —  o 

les  équations  ponctuelles  de  la  conique. 

Son  é(juation  tangentielle  à  l'intérieur  du  plan  P 
sera 

a,  7/,  7.''  et  [j,  [j,  {j'  étant  égaux  à  [>i  l'on  désigne  par  A 
le  discriminant  de  l'équation  (2)] 

d\       dl        ô\ 
da        <Ja'        àa° 

et 

\   i)^        I    c/A         I  ^ 

2  (^è  '      2  àb'        2  àb" 


('•)  Cet  élève  a  obtenu  le  prix  d'honneur. 


Cela  étant,  soit 

( 4 )  HT  -h  vy  -4-  11-  z  =  f 

l'équation  du  plan  des  points  «,,  ao,  «3. 

L'équation  du  cône,  avant  pour  sommet  A  et  pour 
base  l'intersection  de  ce  plan  avec  la  quadrique,  s'ob- 
tient en  éliminant  t  entre  les  équations  (1  )  et  (4),  ce 
(pu  donne 

'    (  -+-(  iix  -\-  i\y  ~-  H-  z)('j.Cx  -^  -îG  y  -+-  '2C"z-)=:  o. 

Son  intersection  avec  le  plan  P  aura  précisément  la 
même  équation. 

Cette  intersection  est  une  conirpie  telle  cju'il  existe 
un  triangle  conjugué  par  rapport  à  la  conique  C  qui  lui 
soit  inscrit. 

On  sait  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante,  pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  est  que  le  second  coefficient  de  l'équa- 
tion en  ).  des  conicjues  leprésentées  par  les  équations 
(  2  )  et  (  5  )  soi  t  nul  (  '  ) . 

Ecrivons  cette  condition;  elle  est 

Cette  équation  en  u,  i\  vv  est  l'équation  tangentielle  de 
l'enveloppe  du  plan  «,,  «.,,  «3. 

Comme  elle  est  du  premier  degré,  le  plan  r/,,  Oo,  r/3 
passe  par  un  point  fixe. 

Les  coordonnées  de  ce  point  sont  les  coefficients  de 
II,  V,  (V,  et  le  terme  connu  de  son  équation  tangentielle, 
ce  dernier   changé  de  signe,  puisc[u'on  a  pris  pour  le 

(')    \~oir  Salmox,  Sections  ronif/ues. 


(  «'<i  ) 
plan  la  forme  d'équation 

a  X  -h  vy  -\-  vi'  z  ^=  t. 
Ce  sont 

x==-i{xC-^  ^'C"+  3"G'), 

r= 


^  =  — (a A  +  a' A'-f-  a"  A"^  '2 ^  B  -r-  2  ^' B' -4-  2 P" B"). 

11  est  à  remarquer  ([ue  t  est  nul  et  que  le  jioiiit  M  est 
dans  le  plan  P,  préeisément  quand 

a  A  +  a' A'-j-.  . .  =  o  ; 

e'est-à-dire  quand  il  existe  un  triangle  conjugué  par 
rapport  à  la  eouique  C,  qui  soit  insciil  dans  la  section 
de  la  surface  S  par  le  plan  P. 

Cela  peut  servir  de  vérification. 

Remarque.  —  Le  plan  polaire  de  M,  par  rapport  au 
cône  d'équation  (2),  a  pour  équation 

(A)  ax(%Q-^  ^'G"-^P"G')  +  ...=  o. 

Le  coefficient  de  x,  dans  le  premier  niembi'e  de  celle 
éfjuation,  est  égal  à 

G(a  a  -r-  h' 'f  +  b" ^" ) -f-  G'(a ^'  4-  6'  ^  -H  b'  %'  ) 

-^C\a'^'-^b'u!'+b"'^). 

Si  l'on  se  reporte  à  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  on  voit  que 

a-j.  -f-i'^'-4-6"|3"=  A, 
n'f-\-b"^  ^b"-]!  =  0. 
«3'+6'a"-f-6"P  =0; 

ce  coefficient  se  réduit  donc  à  C  A. 

à  étant  7^  0,  sans  quoi  la  conique  C  serait  un  système 
de  deux  droites,  ce  qui  n'est  pas  supposé,  on  peut  divi- 
ser tous  les  coefficients  du  premier  membre  de  l'équa- 


(  <>'7  ) 
lion  (A)  par  A  et  clic  devient  alors 

Cx  -T-  Cj'  -f-  G"^  =  (). 

On  déduit  de  là  que  M  est  le  pôle,  par  rapport  au 
cône  d'équation  (u),  du  plan  tangent  à  S  en  A. 

2"  Soient  C,  ^  G,  0^=0  les  équations  tangentielles 
de  deux  coniques  circonscrites  au  quadrilatère. 

L'équation  de  C  sera  de  la  forme 

Les  coordonnées  du  point  M  seront 

r   .)A(c.-.xa)       „    ^^,    1 


X  =  7. 


L       d(ai-4-Âa,)  J 


Les  dérivées  de  A  sont  du  second  degré  par  rapport 
à  À,  puisque  ce  sont  des  fonctions  du  second  degré  des 
coefficients  de  l'équation  ponctuelle  de  C  ;  donc  les  va- 
leurs trouvées  pour  x,r.  z,  t  sont  fonctions  du  second 
degré  d'un  même  paramètre  variable  )v;  donc  le  lieu 
est  une  conique. 

3°  Soient 

-Ti  =  o,       r,  =  o 

les   équations  tangentielles  de  deux  coniques  inscrites 
au  quadrilatère  ;  F  sera  de  la  forme 

Les  coordonnées  du  point  M  seront 

a:  =  2  [  C  (  5!  1  +  )>  2  2  )  +  C"  .  .  .  +  C  ' .  .  .  ) , 
J'= ' 

?  =  — [A  (a, -f-Xa,) -+-...]. 


(  ^^'«^  ) 

\  entrant  an  premier  degré  dans  les  quatre  équations, 
le  lieu  est  une  droite. 

II.  —   Solution  géométrique. 

1°  La  première  partie  peut  se  déduire  du  théorème  de 
Frégier,  étendu  à  l'espaee. 

Il  suffit  pour  eela  de  faire  une  transformation  liomo- 
graphique  de  la  figure  donnée,  telle  que  la  eonique  C 
devienne  le  eercle  de  l'infini,  ce  qui  est  toujours  pos- 
sible. 

Dans  la  figure  obtenue,  le  trièdre  A(A,A2A3)  sera 
assujetti  à  être  liirectangle,  et  par  suite,  d'après  le  théo- 
rème de  Frégier,  le  plan  a^a<>a^  passera  par  un  point 
fixe  de  la  normahi  en  A  à  la  surface  S. 

Mais  cette  normale  est  la  droite  qui  joint  A  au  pôle, 
par  rapport  au  cercle  de  l'infini,  de  l'intersection  du 
plan  tangent  en  A  avec  le  plan  de  l'infini. 

On  en  déduit  homogiaphiquement  que,  dans  le  pro- 
blème proposé  : 

Le  point  M  est  sur  In  droite  qui  joint  A  nu  pôle,  par 
rnpport  à  In  conique,  de  l'intersection  D  du  plan  tan- 
gent en  A  avec  le  plan  P. 

Autrement  dit  (en  désignant  par  K  le  cône  qui  a  pour 
sommet  A  et  pour  base  la  conique)  : 

Le  point  ]M  est  sur  In  polnire  du  plan  tangent  en  A 
à  la  surface  S,  par  rapport  au  cône  K. 

2"  Supposons  maintenant  que  la  conique  C  varie  en 
passant  par  quatre  points  fixes  «,  h,  c,  d. 

On  sait  que,  dans  ces  conditions,  le  pôle  par  rapport 
à  elle  d'une  droite  fixe  de  son  plan  décrit  une  conique. 

Le  pôle  de  la  droite  D,  en  parlicuIicM^,  en  décrira  une, 


(  6.9  ) 
et  la  droite  qui  le  joint  au  [xtiiil  A  engendrera  un  eône 
du  second  ordre. 

Donc  le  lieu  cherché  est  déjà  sur  un  eùne. 

Cniisidéions,  d'autre  part,  le  triangle  diagonal  A',, 
A.,,  A'j  du  qua(h"ilatère  abcd.  11  est  fixe  et  lait  partie, 
quelle  que  soit  la  conique  C,  des  trièdres  A(A,A2A3) 
assujettis  aux  conditions  de  renoncé.  Le  point  M  est 
donc  constamment  dans  le  plan  a\a'.,n.^  correspondant. 

On  déduit  de  là  que  le  point  M  se  déplace  sur  une 
conique. 

3"  La  marche  de  la  démonstration  est  identique  à 
celle  de  2°,  mais,  au  lieu  d'une  conique  et  d'un  cône,  on 
a  une  droite  et  un  plan. 

Remarques .  —  Les  propriétés  des  coniques  relatives 
aux  polaires  étant  projectives,  les  résultats  de  la  pre- 
mière partie  de  la  question  ne  sont  pas  changés  si  l'on 
remplace  la  base  C  du  cône  K  par  une  autre. 

On  déduit  de  là  ([u'ou  aurait  pu  modifier  l'énoncé  de 
la  manière  suivante  : 

Si  Von  considère  une  surface  du  second  ordre  et  un 
cône  aj  ant  pour  sonuuet  un  point  A  de  cette  surface  : 

1°  Les  plans  coupant  la  quadrique  S  suivant  des  co- 
niques circonscrites  à  des  triangles  conjugués  par 
rapport  au  cône  K  passent  par  un  point  fixe  M. 

2°  Quand  le  cône  K  se  déforme  en  conservant  quatre 
génératrices  fixes,  M  décrit  une  conique. 

3*^  Quand  le  cône  K.  se  déforme  en  restant  inscrit 
dans  un  angle  polyèdre  de  quatre  faces  fixes,  M  décrit 
une  droite. 


(    ^^o   ) 
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